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ВСТУП 

 

Робота присвячена дослідженню проблеми моментів у лінійному 

нормованому просторі зі зліченною кількістю моментних нерівностей. 

Актуальність теми. Проблема моментів є потужним апаратом 

розв’язування задач оптимального керування (див., наприклад, [1-7]). Основні 

результати дослідження абстрактної проблеми моментів були опубліковані у 

роботах М. Г. Крейна [8,9]. 

Поняття моменту виникло в механіці, де вперше були введені поняття 

статичного моменту твердого тіла та його моменту інерції. 

Зокрема, якщо на відрізку [𝑎, 𝑏] осі 𝑂𝑥 неперервно розподілена маса з 

густиною 𝜌(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], то ∫ 𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 – статичний момент такого 

неоднорідного тіла (відрізка [𝑎, 𝑏]) відносно початку координат, ∫ 𝑥2𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 – 

момент інерції відрізка [𝑎, 𝑏] (неоднорідного тіла) відносно початку координат. 

Моментом цього неоднорідного тіла 𝑖 − го порядку відносно початку координат 

буде ∫ 𝑥𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 1,2, ⋯. 

Оскільки під інтегралом ∫ 𝑥𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 1,2, ⋯, фігурують степеневі 

функції 𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2, ⋯, то моменти ∫ 𝑥𝑖𝜌(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 1,2, ⋯, називаються 

степеневими моментами. 

З урахуванням зазначеного вище ∫ 𝑓𝑖(𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 1,2, ⋯, де 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 =

1,2, ⋯ , 𝑝(𝑥) – неперервні на  [𝑎, 𝑏] функції, природно називати 𝑖 − м моментом 

функції 𝑝(𝑥) відносно послідовності функції 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋯ , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

В цьому випадку проблема моментів зі зліченною кількістю моментних 

нерівностей полягає в наступному. Потрібно зайти функцію 𝑝(𝑥), неперервну на 

сегменті [𝑎, 𝑏], таку, що 

 ∫ 𝑓𝑖(𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝑐𝑖
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 1,2, ⋯,                                                                                    (0.1)  

де 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,2, ⋯, - задані дійсні числа (задані моменти). 
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Зрозуміло, що ліва частина рівності (0.1) є лінійним функціоналом, що 

визначається функцієї 𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. В такій інтерпретації проблема (0.1) набере 

вигляду: потрібно знайти лінійний неперервний функціонал φ, заданий на 

просторі  𝐶[𝑎, 𝑏] неперервних на  [𝑎, 𝑏] функцій, для якого 

𝜑(𝑓𝑖) ≥ 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,2, ⋯,                                                                                                        (0.2) 

де 𝑐𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1,2, ⋯. 

Зазвичай існує багато функціоналів 𝜑 ∈ (𝐶[𝑎, 𝑏])∗, для якого має місце 

рівність (0.2). Тоді має сенс накласти на φ додаткові обмеження, які природним 

чином можуть бути проінтерпретовані у прикладному аспекті, наприклад, 

‖𝜑‖ ≤ 𝐿, де 𝐿 > 0. Зрозуміло, що чим більше L, тим більше існує функціоналів φ, 

які задовольняють нерівності (0.2). 

Природно поставити задачу відшукання найменшого 𝐿 > 0, при якому існує 

φ, що задовольняє (0.2) та для якого ‖𝜑‖ ≤ 𝐿. 

Такі міркування приводять до, так званої, L – проблеми моментів у 

лінійному нормованому просторі. 

Нехай X – лінійний нормований простір, 𝑋∗ - простір, спряжений з X, 

𝑥𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑁, - зліченна кількість елементів простору X, 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁, - зліченна кількість 

дійсних чисел. Ставиться задача відшукання такої пари (𝐿∗, 𝑓∗), яка є 

оптимальним розв’язком задачі відшукання 

𝐿∗ = inf 𝐿                                                                                                                                (0.3) 

за умов 

𝑓(𝑥𝑖) ≥ 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁                                                                                                                  (0.4) 

‖𝑓‖ ≤ 𝐿                                                                                                                                  (0.5) 

𝐿 ≥ 0,                                                                                                                                      (0.6) 

𝑓 ∈ 𝑋∗.                                                                                                                                    (0.7) 

Оскільки 

‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝
𝑥≠0

𝑓(𝑥)

‖𝑥‖
, 

то обмеження (0.5) задачі (0.3)-(0.7) можна подати в такому вигляді: 
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𝑠𝑢𝑝
𝑥≠0

𝑓(𝑥)

‖𝑥‖
≤ 𝐿; 

𝑓(𝑥)

‖𝑥‖
≤ 𝐿, 𝑥 ≠ 0; 𝑓(𝑥) ≤ 𝐿‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋. 

З урахуванням цього обмеження (0.5) задачі (0.3)-(0.7) можна подати у 

такому вигляді  

𝑓(𝑥) ≤ 𝐿‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋.                                                                                                            (0.5) 

Зрозуміло, що відношення 𝑥 ∈ 𝑋 → ‖𝑥‖ є сублінійним функціоналом, 

заданим на X. Природно узагальнити задачу (0.3)-(0.7) поклавши в обмеженні 

(0.5) замість ‖𝑥‖  𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, де p – сублінійний функціонал, заданий на X. 

Внаслідок цього отримаємо проблему моментів зі зліченною кількістю моментних 

нерівностей, яка розглядається в даній роботі і полягає в наступному. 

Нехай X – лінійний нормований простір, 𝑋∗ - простір, спряжений з X, p – 

сублінійний функціонал, заданий на X, 𝑥𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑁, - зліченна кількість елементів 

простору X, 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁, - зліченна кількість дійсних чисел. 

Ставиться задача відшукання  

inf 𝐿                                                                                                                                          (0.8) 

за умов 

𝑓(𝑥𝑖) ≥ 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁,                                                                                                                  (0.9) 

𝑓(𝑥) ≤ 𝐿𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,                                                                                                        (0.10) 

𝐿 ≥ 0,                                                                                                                                    (0.11) 

𝑓 ∈ 𝑋∗.                                                                                                                                  (0.12) 

Зрозуміло, що дослідження задачі (0.8)-(0.12) слугуватимуть відправним 

пунктом для розв’язування ширшого кругу задач оптимального керування та 

інших задач, які вкладаються у схему постановки задачі (0.8)-(0.12). 

Мета, об’єкт, предмет і задачі дослідження. 

Метою роботи є: довести необхідну умову існування допустимого 

розв’язку задачі (0.8)-(0.12); побудувати задачу, еквівалентну до задачі (0.8)-

(0.12); встановити критерії існування допустимого розв’язку підзадачі задачі (0.8)-

(0.12); побудувати задачу, двоїсту до підзадачі проблеми моментів (0.8)-(0.12); 

довести співвідношення двоїстості для підзадачі задачі (0.8)-(0.12) та двоїстої до 

неї задачі; встановити критерій існування допустимого розв’язку задачі (0.8)-
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(0.12), побудувати задачу двоїсту до задачі (0.8)-(0.12), довести співвідношення 

двоїстості для задачі (0.8)-(0.12) та двоїстої до неї задачі; розглянути задачу (0.8)-

(0.12) за умови , коли 𝑝(𝑥) = ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋, та побудувати еквівалентну їй задачу: 

𝑖𝑛𝑓{‖𝑓‖: 𝑓(𝑥𝑖) ≥ 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑓 ∈ 𝑋∗} ,                                                                             (0.13) 

встановити критерій існування допустимого розв’язку та співвідношення 

двоїстості  для проблеми моментів (0.13); побудувати чисельний метод 

розв’язування підзадачі задачі (0.13) та двоїстої до неї задачі й довести його 

збіжність; побуд 

увати чисельний метод розв’язування проблеми моментів (0.13) зі зліченною 

кількістю обмежень та довести його збіжність. 

Об’єктом дослідження є проблема моментів у лінійному нормованому 

просторі зі зліченною кількістю моментних нерівностей. 

Задачами дослідження є: 

1. Доведення необхідної умови існування допустимого розв’язку задачі 

(0.8)-(0.12). 

2. Побудова задачі, еквівалентної до задачі (0.8)-(0.12). 

3. Встановлення критерію існування допустимого розв’язку підзадачі 

задачі (0.8)-(0.12). 

4. Побудова задачі, двоїстої до підзадачі проблеми моментів (0.8)-(0.12). 

Доведення співвідношення двоїстості для підзадачі задачі (0.8)-(0.12) та двоїстої 

до неї задачі. 

5. Встановлення критерію існування допустимого розв’язку задачі (0.8)-

(0.12). 

6. Побудова задачі, двоїстої до задачі (0.8)-(0.12), доведення 

співвідношення двоїстості для цих задач. 

7. Дослідження задачі (0.13), еквівалентній проблемі моментів (0.8)-

(0.12) при 𝑝(𝑥) = ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋. 

8. Побудова чисельного методу розв’язування підзадачі задачі (0.13) та 

двоїстої до неї задачі й доведення його збіжності. 
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9. Побудова чисельного методу розв’язування проблеми моментів (0.13) 

та доведення його збіжності. 

При розв’язанні поставлених у роботі задач використовувалися загальні 

методи математичного аналізу, функціонального аналізу, опуклого аналізу у 

поєднанні з методами оптимізації, теорії апроксимації та теорії екстремальних 

задач. 

Наукова новизна отриманих результатів. Результати роботи є новими і 

полягають у наступному: 

1. Доведено необхідну умову існування допустимого розв’язку задачі 

(0.8)-(0.12). 

2. Побудовано задачу, еквівалентну до задачі (0.8)-(0.12). 

3. Встановлено критерій існування допустимого розв’язку підзадачі 

задачі (0.8)-(0.12). 

4. Побудовано задачу, двоїстоу до підзадачі проблеми моментів (0.8)-

(0.12). Доведено співвідношення двоїстості для підзадачі задачі (0.8)-(0.12) та 

двоїстої до неї задачі. 

5. Встановлено критерій існування допустимого розв’язку задачі (0.8)-

(0.12). 

6. Побудовано задачу, двоїсту до задачі (0.8)-(0.12), доведено 

співвідношення двоїстості для цих задач. 

7. Досліджено задачу (0.13), еквівалентну проблемі моментів (0.8)-(0.12) 

при 𝑝(𝑥) = ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋. 

8. Побудовано чисельний метод розв’язування підзадачі задачі (0.13) та 

двоїстої до неї задачі й доведено його збіжність. 

9. Побудовано чисельний метод розв’язування проблеми моментів (0.13) 

та доведено його збіжність. 

10. Доведено низку допоміжних тверджень, які становлять самостійний 

інтерес. 

Практичне значення отриманих результатів. Дипломна робота має 

теоретичний характер. ЇЇ результати, а також запропоновані в ній методи та 
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прийоми можуть бути використані для подальшого розвитку питань дослідження 

проблеми моментів в абстрактному лінійному нормованому просторі, для 

ефективного розв’язування задач оптимального керування. 

Апробація результатів роботи. Результати роботи доповідались на 

засіданнях студентської проблемної групи «Найкраще рівномірне наближення 

компактнозначних відображень», яка функціонує при кафедрі математики, а 

також на звітній конференції студентів і магістрантів університету за підсумками 

НДР у 2017-2018 навчальному році. 

Структура роботи. Робота складається зі вступу, трьох розділів, висновків 

та списку використаних джерел. 

Перший розділ роботи носить реферативний характер. У ньому розглянуто 

деякі властивості сублінійних функціоналів, заданих на лінійному нормованому 

просторі. 

У другому розділі доведено необхідну умову існування допустимого 

розв’язку задачі (0.8)-(0.12), побудовано задачу, еквівалентну до задачі (0.8)-

(0.12), встановлено критерій існування допустимого розв’язку підзадачі задачі 

(0.8)-(0.12), побудовано задачу, двоїсту до підзадачі проблеми моментів (0.8)-

(0.12). Доведено співвідношення двоїстості для підзадачі задачі (0.8)-(0.12) та 

двоїстої до неї задачі, встановлено критерій існування допустимого розв’язку 

задачі (0.8)-(0.12), побудовано задачу, двоїсту до задачі (0.8)-(0.12), доведено 

співвідношення двоїстості для цих задач. 

У третьому розділі досліджено задачу (0.13), еквівалентну проблемі 

моментів (0.8)-(0.12) при 𝑝(𝑥) = ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋, побудовано чисельний метод 

розв’язування підзадачі задачі (0.13) та двоїстої до неї задачі й доведено його 

збіжність, побудовано чисельний метод розв’язування проблеми моментів (0.13) 

та доведено його збіжність. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дипломній роботі: 

1. Доведено необхідну умову існування допустимого розв’язку задачі 

(2.1)-(2.6). 

2. Побудовано задачу, еквівалентну до задачі (2.1)-(2.6). 

3. Встановлено критерій існування допустимого розв’язку підзадачі 

задачі (2.1)-(2.6). 

4. Побудовано задачу, двоїстоу до підзадачі проблеми моментів (2.1)-

(2.6). Доведено співвідношення двоїстості для підзадачі задачі (2.1)-(2.6) та 

двоїстої до неї задачі. 

5. Встановлено критерій існування допустимого розв’язку задачі (2.1)-

(2.6). 

6. Побудовано задачу, двоїсту до задачі (2.1)-(2.6), доведено 

співвідношення двоїстості для цих задач. 

7. Досліджено задачу (3.1)-(3.6), еквівалентну проблемі моментів (2.1)-

(2.6) при 𝑝(𝑥) = ‖𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝑋, (задачу (3.7)-(3.10)) 

8. Побудовано чисельний метод розв’язування підзадачі задачі (3.7)-

(3.10) та двоїстої до неї задачі й доведено його збіжність. 

9. Побудовано чисельний метод розв’язування проблеми моментів (3.7)-

(3.10) та доведено його збіжність. 

10. Доведено низку допоміжних тверджень, які становлять і самостійний 

інтерес. 
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