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ВСТУП 

Дзета-функція Рімана 𝜁(𝑠) для комплексних чисел 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, коли 𝜎 > 1 

визначається таким чином: 

𝜁(𝑠) = ∑
1

𝑛𝑠
= ∏(1 − 𝑝−𝑠)−1

𝑝

,

∞

𝑛=1

 

(тут 𝑝 пробігає всі прості числа). Ріман довів, що цю функцію можна аналітично 

продовжити на всю комплексну площину, де вона є мероморфною і має єдиний 

полюс з лишком 1 в точці 𝑠 = 1. Дзета-функція також має дійсні нулі в точках 

𝑠 = −2𝑛, 𝑛 = 1, 2, … (тривіальні нулі) та комплексні нулі в критичній смузі         

0 < 𝜎 < 1 (нетривіальні нулі). 

Вся складність дослідження нетривіальних нулів полягає в тому, що в 

багатьох випадках аналітична функція задається деяким своїм елементом – яким-

небудь рядом, наприклад, рядом Тейлора чи рядом Діріхле. Такі ряди збігаються, 

як правило, лише в деякій частині області аналітичності, за межами якої 

з’являються області, в яких подання функції у вигляді ряду втрачає сенс Для 

дзета-функції такою областю є критична смуга. Одним з ефективних методів 

відшукання нетривіальних нулів є наближені функціональні рівняння.  

Формула Рімана – Зігеля, яка використовується в аналітичній теорії чисел 

є асимптотичною формулою для похибки наближеного функціонального 

рівняння дзета - функції Рімана. Ця формула дає змогу здійснити апроксимацію 

дзета - функції у вигляді суми двох часткових сум рядів Діріхле. У 1932 році 

Карл Людвіг Зігель опублікував  роботу зі звітом,  пов'язаним із дзета-функцією 

щодо неопублікованих досліджень Рімана, які знайшов в приватних роботах 

Рімана, що знаходяться в архівах бібліотеки університету в Геттінгені.  

Зігель вивів цю формулу з інтегральної формули Рімана,  виразу для дзета-

функції з використанням контурних інтегралів, які часто використовуються для 

обчислення значень дзета-функцій, іноді в поєднанні з алгоритмом Одлижко – 

Шенхаге, що значно його прискорює. При використанні інтегралів вздовж 
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критичної лінії , часто буває корисно використовувати цю формулу у формі , в 

якій вона стала більш зручною для функції 𝑍(𝑡).  

Ця подія мала дуже важливе значення в історії вивчення дзета-функції не 

тільки через роботу та важливу інформацію що вона містила, але й тому, що 

Зігель показав глибину і технічну віртуозність досліджень Рімана. Кожен, хто 

читає цю статтю Зігеля навряд чи буде стверджувати, що, як писав Харді в 1915 

році, що Ріман "не зміг довести" твердження, зроблені ним про дзета-функцію, 

або називати їх, так як назвав Ландау в 1908 році, "домислами". На восьми 

сторінках резюме «Ueber die Anzahl...», єдиної роботи яку Ріман опублікував на 

цю тему, схожої, як ряд евристичних чудових ідей, публікація Зігеля, ясно 

показує, що за ним стоїть великий кропіткий аналіз, який можливо важко 

оцінити, але на який не вистачає потужних методів, і який ймовірно, ґрунтувався 

на дуже впевненому розумінні величин залишкових членів, навіть якщо вони не 

були чітко оцінені.  

Зусилля Зігеля важко переоцінити. Кілька талановитих математиків до 

нього намагалися розібратися в записах Рімана, але всі вони були збентежені, 

через повну відсутність будь-яких пояснень до формул, хаотичність і 

безсистемність в їх розташуванні, або на аналітичні навики, необхідні для їх 

розуміння.  

Є дві теми, яким Зігель присвятив свою роботу. Однією з них є 

асимптотичні формули для обчислення 𝑍(𝑡), а іншою – нове представлення 𝜁(𝑠) 

з точки зору визначених інтегралів. Дипломна робота присвячена в основному 

асимптотичній формулі для 𝑍(𝑡), яка в теорії чисел відома як формула Рімана-

Зігеля. 

Робота складається зі вступу, (двох розділів), висновків та списку 

використаних джерел. Пунктии 1-4 пов’язані, в основному, з виведенням 

згаданої формули. Так, виведення формули Рімана-Зігеля розглядається в пункті 

1, оцінки інтегралів біля сідлових точок в пункті 2, перше наближення до 

головного інтегралу в пункті 3, та завершальним етапом виведення формули - 

наближення вищих порядків в пунктіі 4. Деякі розрахунки за формулою та 
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оцінки похибок наведені в пункті 5, а відношення формули до гіпотези Рімана 

розглядається в пункті 6. В пункті 7, досліджується нове інтегральне 

представлення формули для 𝜁(𝑠). В останніх двох пунктах обговорюються інші 

способи обчислення нетривіальних нулів, зокрема, формула Ейлера-Маклорена 

та один варіант ітераційного методу. 
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ВИСНОВОК 

У магістерській роботі розглянуто різні методи знаходження 

нетривіальних нулів дзета-функції Рімана, досліджено та проаналізовано 

асимптотичну формулу для дзета-функції, яка відома в теорії чисел як формула 

Рімана-Зігеля. В роботі використовується оцінка контурних інтегралів поблизу 

сідлових точок. Для знаходження залишкового члена формули 

використовується, в основному, перше наближення, до головного інтеграла, хоча 

також аналізуються й наближення більш вищих порядків. Крім теоретичних 

міркувань наведено приклади щодо обчислень згідно формули значень дзета-

функції в критичній смузі, досліджено оцінки похибок наближень. В роботі 

також розглянуто ще один варіант формули Рімана-Зігеля, - інтегральна 

формула. Завершується робота міркуваннями щодо походження гіпотези Рімана 

про те, що всі нетривіальні нулі дзета-функції мають дійсну частину рівну  
1

2
 та 

розглядаються обчислення, які відносяться до нулів функції 𝜁(𝑠). У двох 

останніх пунктах розглянуто інші методи знаходження нетривіальних нулів – 

формула Ейлера-Маклорена та ітераційний метод, які є ефективними засобами 

обчислення нулів при невеликих значеннях t.  
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