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ВСТУП 

Робота присвячена дослідженню задачі найкращого у розумінні зваже-

ної хаусдорфової метрики рівномірного відновлення числової функціональної 

залежності, заданої на сегменті неточно з допомогою багатозначного відо-

браження. 

Актуальність теми. Часто в результаті експериментальних або теоре-

тичних досліджень значення функціональних залежностей, які характеризу-

ють досліджувані процеси, не отримуються точно, а лише відомо, що вони 

знаходяться в деякому діапазоні, тобто належить значенням деякого багатоз-

начного відображення. 

Здійснення математичних операцій з багатозначними відображеннями 

пов’язано зі значними труднощами. 

Тому виникає проблема відновлення числових функціональних залеж-

ностей, заданих з допомогою багатозначних відображень, найкращим у де-

якому розумінні чином однозначними функціональними залежностями (одно-

значними апроксимаціями ) певного класу. 

Зрозуміло, що задача відновлення функціональної залежності, заданої 

неточно з допомогою багатозначного відображення, включає в себе задачу 

найкращого наближення, складних функціональних залежностей більш прос-

тими і зручними в користуванні, тобто є узагальненням задачі апроксимації. 

Початок теорії аппроксимації функцій було покладено відомим матема-

тиком П.Л. Чебишовим у 1853 році у праці «Теорія механізмів, відомих під 

назвою паралелограмів». 

П.Л. Чебишов поставив задачу про рівномірне (чебишовське) набли-

ження неперервної на відрізку [𝑐, 𝑑] дійснозначної функції а множиною 𝑉 ал-

гебраїчних поліномів 𝑔 степеня, що не перевищує 𝑛, тобто задачу відшукання 

величини 

 inf
𝑔 𝜖 𝑉

max
𝑠 𝜖[𝑐,𝑑]

|𝑔(𝑠) − 𝑎(𝑠)|. (0.1) 
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Згодом ця задача узагальнювалась на задачі найкращого наближення 

функцій, заданих на деякому компакті 𝑆, тригонометричними поліномами , 

раціональними дробами, експонентами тощо в метриках різних просторів. 

Далі стало зрозумілим, що задачі наближення, про які ішла мова вище, є 

частковими випадками задачі найкращого наближення елемента 𝑎 лінійного 

нормованого простору 𝑋 множиною 𝑉 ⊂ 𝑋, тобто задачі відшукання величи-

ни 

 inf
𝑔 𝜖 𝑉

‖𝑔 − 𝑎‖. (0.2) 

Основні результати дослідження задач, про які йшла мова вище, в тому 

числі задач (0.1), (0.2), підсумовано у працях Н.І.Ахієзера [1], В.І. Бердишева, 

Л.В. Петрак [2], В.К. Дзядика [3], М.П. Корнєйчука [4], П.-Ж. Лорана [5], О.І. 

Степанця [6,7], В. М. Тихомирова [8] та ін. 

Ці результати узагальнювались на задачі найкращої рівномірної апрок-

симації абстрактної функції; задачі найкращого одночасного наближення кі-

лькох або нескінченної кількості елементів (задача Штейнера, задача про ві-

дшукання чебишовського центра системи точок, задача одночасного набли-

ження функцій і їх похідних та інші). 

Природно виникла ідея розгляду таких задач, дослідження яких дозво-

лило б з єдиних позицій отримувати результати дослідження вищеназваних та 

інших задач, які включаються у їх постановку як частинні випадки. 

Однією з таких задач є задача найкращого у розумінні хаусдорфової ме-

трики рівномірного відновлення функціональної залежності, заданої неточно 

з допомогою багатозначного відображення, або задача найкращої рівномірної 

апроксимації неперервного компактнозначного відображення множинами не-

перервних однозначних відображень, яка розглядалася, зокрема, у працях [9-

21]. 

З метою надання деяким елементам більшої ваги в результуючому зна-

ченні у порівнянні з іншими елементами, як відомо, використовується вагова 

функція (див., наприклад, [22]). 
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Зазначимо, що у вищезгаданих працях розглядаються в основному бага-

тозначні та однозначні відображення деякого компакта у абстрактний ліній-

ний нормований простір. Зрозуміло, що при розгляді задач найкращого відно-

влення функціональних залежностей, заданих неточно багатозначними відо-

браженнями зі значеннями в конкретних лінійних нормованих просторах, в 

тому числі і у множині дійсних чисел, можуть бути отримані специфічні ре-

зультати, зумовлені особливостями цих просторів. 

З огляду на зазначене вище, актуальною є задача найкращого у розу-

мінні зваженої хаусдорфової метрики рівномірного відновлення числової фу-

нкціональної залежності, заданої на сегменті з допомогою багатозначного ві-

дображення, яка розглядається  магістерській роботі. 

Вона полягає в наступному. 

Нехай 𝐾(𝑅)(𝐾0(𝑅)) — сукупність всеможливих непорожніх компактів 

(опуклих компактів) множини дійсних чисел 𝑅, 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅) — лінійний над 

полем дійсних чисел простір числових функцій 𝑔, заданих і неперервних на 

сегменті [𝑎, 𝑏], з нормою 

‖𝑔‖ = max
𝑠 𝜖 [𝑎,𝑏]

|𝑔(𝑠)|,   𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅) 

(𝐶([𝑎, 𝑏], 𝐾0(𝑅))) — множина багатозначних відображень 𝜑 сегмента 

[𝑎, 𝑏] в 𝑅 таких, що для кожного 𝑠 𝜖 [𝑎, 𝑏] 

𝜑(𝑠) = 𝐾𝑠 𝜖 𝐾(𝑅)(𝜑(𝑠) = 𝐾𝑠 𝜖 𝐾0(𝑅)) 

і які неперервні на [𝑎, 𝑏] у розумінні хаусдорфової метрики 

𝐻 на 𝐾(𝑅)(𝐾0(𝑅)), 

 𝜑 𝜖 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝐾(𝑅)) (𝜑 𝜖 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝐾0(𝑅))) , 𝑉 ⊂ 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), 

𝜔 — додатна неперервна на [𝑎, 𝑏] функція (вагова функція). 

Ставиться задача відшукання величини 

 𝛼𝑉
∗ (𝜑, 𝜔) = inf

𝑔 𝜖 𝑉
max
𝑠 𝜖 [𝑎,𝑏]

(𝜔(𝑠)𝐻(𝑔(𝑠), 𝜑(𝑠))) , (0.3) 

яку й будемо називати задачею найкращого у розумінні зваженої хаусдорфо-

вої метрики рівномірного відновлення числової функціональної залежності, 
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заданої на сегменті [𝑎, 𝑏] неточно з допомогою багатозначного відображення 

𝜑(𝑠), 𝑠 𝜖 [𝑎, 𝑏], елементами множини 𝑉, які є неперервними на [𝑎, 𝑏] числови-

ми функціями. 

Якщо існує елемент 𝑔∗ 𝜖 𝑉 такий, що 

𝛼𝑉
∗ (𝜑, 𝜔) = inf

𝑔 𝜖 𝑉
max
𝑠 𝜖 [𝑎,𝑏]

(𝜔(𝑠)𝐻(𝑔(𝑠), 𝜑(𝑠))) = max
𝑠 𝜖 [𝑎,𝑏]

(𝜔(𝑠)𝐻(𝑔∗(𝑠), 𝜑(𝑠))) , 

то його будемо називати оптимальним методом найкращого у розумінні зва-

женої хаусдорфової метрики рівномірного відновлення функціональної зале-

жності, заданої неточно на [𝑎, 𝑏] за допомогою багатозначного відображення 

𝜑(𝑠), 𝑠 𝜖 [𝑎, 𝑏], елементами множини 𝑉, або просто екстремальним елементом 

для величини (0.3). 

Метою роботи є отримання різних еквівалентних форм подання задачі 

відшукання величини (0.3); зведення задачі відшукання величини (0.3) до за-

дачі найкращої одночасної зваженої рівномірної апроксимації двох непере-

рвних на сегменті функцій; доведення теореми про опуклість та непере-

рвність цільової функції задачі відшукання величини (0.3) та деяких теорем 

існування її екстремального елемента; відшукання величини (0.3) та її екст-

ремального елемента у випадку, коли 𝑉 = 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅); отримання виразу для 

похідної за напрямком від цільової функції задачі відшукання величини (0.3); 

охарактеризувати конус внутрішніх напрямків для множини точок простору 

𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), в яких значення цільової функції задачі (0.3) менші від її значення 

у фіксованій точці; встановлення необхідних умов екстремальності елемента 

𝑔∗ 𝜖 𝑉 для величини (0.3) у випадку довільної множини 𝑉, а також у випадку, 

коли 𝑉 𝜖 Г∗— множиною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗ або 

опуклою множиною; встановлення достатньої умови екстремальності елемен-

та для задачі відшукання величини (0.3) для довільної множини 𝑉; формулю-

вання та доведення критерію екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 для задачі від-

шукання величини (0.3) у випадку, коли 𝑉 𝜖 Г∗ — множиною відносно 𝑔∗, в 

тому числі зірковою відносно 𝑔∗, опуклою множиною, підпростором. 
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Об’єктом дослідження є задача найкращого у розумінні зваженої хаус-

дорфової метрики рівномірного відновлення числової функціональної залеж-

ності з допомогою багатозначного відображення . 

Предметом дослідження є проблеми, що стосуються задачі найкращого 

у розумінні зваженої хаусдорфової метрики рівномірного відновлення число-

вої функціональної залежності, заданої на сегменті неточно з допомогою ба-

гатозначного відображення, пов’язані зокрема з питаннями встановлення 

умов існування екстремального елемента для цієї задачі, отримання виразу 

для похідної за напрямком її цільової функції; встановлення необхідних, дос-

татніх умов і критеріїв екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 для задачі відшукан-

ня величини (0.3) тощо. 

Задачами дослідження є: 

1. Отримання різних еквівалентних форм подання задачі відшукання 

величини (0.3); 

2. Зведення задачі відшукання величини (0.3) до задачі найкращої 

одночасної зваженої рівномірної апроксимації двох неперервних на сегменті 

функцій; 

3. Доведення теореми про опуклість та неперервність цільової фун-

кції задачі відшукання величини (0.3) та деяких теорем існування її екстрема-

льного елемента; 

4. Відшукання величини (0.3) та її екстремального елемента у випа-

дку, коли 𝑉 = 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅); 

5. Отримання виразу для похідної за напрямком від цільової функції 

задачі відшукання величини (0.3); 

6. Подання конуса внутрішніх напрямків для множини точок прос-

тору 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), в яких значення цільової функції задачі (0.3) менші від її 

значення у фіксованій точці; 

7. Встановлення необхідних умов екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 

для величини (0.3) у випадку довільної множини 𝑉, а також у випадку, коли 



9 
 

𝑉 𝜖 Г∗— множиною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗ або опук-

лою множиною; 

8. Встановлення достатньої умови екстремальності елемента для за-

дачі відшукання величини (0.3) для довільної множини 𝑉; 

9. Формулювання та доведення критерію екстремальності елемента 

𝑔∗ 𝜖 𝑉 для задачі відшукання величини (0.3) у випадку, коли 𝑉 𝜖 Г∗ — множи-

ною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗, опуклою множиною, пі-

дпростором. 

При дослідженні розглядуваної у роботі задачі використовувалися ме-

тоди математичного, функціонального та опуклого аналізів у поєднанні з ме-

тодами теорії екстремальних задач, теорії оптимізації та теорії апроксимації.  

Наукова новизна отриманих результатів.  

Результати роботи є новими і полягають у наступному: 

1. Отримано різні еквівалентні форми подання задачі відшукання 

величини (0.3); 

2. Зведено задачі відшукання величини (0.3) до задачі найкращої од-

ночасної зваженої рівномірної апроксимації двох неперервних на сегменті 

функцій; 

3. Доведено теореми про опуклість та неперервність цільової функ-

ції задачі відшукання величини (0.3) та деяких теорем існування її екстрема-

льного елемента; 

4. Знайдено величину (0.3) та її екстремальний елемент у випадку, 

коли 𝑉 = 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅); 

5. Отримано вираз для похідної за напрямком від цільової функції 

задачі відшукання величини (0.3); 

6. Охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для множини то-

чок простору 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), в яких значення цільової функції задачі (0.3) менші 

від її значення у фіксованій точці; 

7. Встановлено необхідні умови екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 

для величини (0.3) у випадку довільної множини 𝑉, а також у випадку, коли 
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𝑉 𝜖 Г∗— множиною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗ або опук-

лою множиною; 

8. Встановлено достатню умову екстремальності елемента для задачі 

відшукання величини (0.3) для довільної множини 𝑉; 

9. Сформульовано та доведено критерій екстремальності елемента 

𝑔∗ 𝜖 𝑉 для задачі відшукання величини (0.3) у випадку, коли 𝑉 𝜖 Г∗ — множи-

ною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗, опуклою множиною, пі-

дпростором. 

Практичне значення отриманих результатів. Результати магістерсь-

кої роботи можуть бути використані для подальшого розвитку теорії найкра-

щого відновлення функціональної залежності, заданої неточно з допомогою 

багатозначного відображення, теорії апроксимації багатозначних відобра-

жень, для побудови збіжних чисельних методів розв’язування задач найкра-

щого відновлення функціональних залежностей, апроксимації багатозначних 

відображень. 

Апробація результатів роботи. Результати роботи доповідались на за-

сіданні студентської проблемної групи «Найкраще рівномірне наближення 

компактнозначних відображень», яка функціонує при кафедрі математики. 

Окремі з них доповідались на науковій конференції студентів та магістрантів 

фізико-математичного факультету Кам’янець-Подільського національного 

університету імені Івана Огієнка за підсумками науково-дослідної роботи у 

2018-2019 навчальному році. 

Структура роботи. Робота складається зі вступу, трьох розділів, висно-

вків та опису використаних джерел. 

У першому розділі роботи розглянуто метричний простір всеможливих 

непорожніх компактів множини дійсних чисел, постановку задачі, її еквівале-

нтні форми подання, зокрема у формі задачі найкращої одночасної зваженої 

рівномірної апроксимації двох неперервних на сегменті функцій; встановлено 

опуклість і неперервність цільової функції задачі відшукання величини (0.3), 
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доведено деякі теореми існування її екстремального елемента; знайдено вели-

чину (0.3) та її екстремальний елемент у випадку, коли 𝑉 = 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅). 

У другому розділі доведено низку допоміжних тверджень, отримано 

вираз для похідної за напрямком від цільової функції задачі відшукання вели-

чини (0.3). 

У третьому розділі охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для 

множини точок простору 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), в яких значення цільової функції задачі 

(0.3) менші від її значення у фіксованій точці; встановлено необхідні, достатні 

умови та критерії екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 для величини (0.3). 
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ВИСНОВКИ 

У дипломній роботі: 

1. Отримано різні еквівалентні форми подання задачі відшукання 

величини (0.3). 

2. Зведено задачі відшукання величини (0.3) до задачі найкращої од-

ночасної зваженої рівномірної апроксимації двох неперервних на сегменті 

функцій. 

3. Доведено теорему про опуклість та неперервність цільової функ-

ції задачі відшукання величини (0.3) та деякі теореми існування її екстрема-

льного елемента. 

4. Знайдено величину (0.3) та її екстремальний елемент у випадку, 

коли 𝑉 = 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅). 

5. Отримано вираз для похідної за напрямком від цільової функції 

задачі відшукання величини (0.3). 

6. Охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для множини то-

чок простору 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝑅), в яких значення цільової функції задачі (0.3) менші 

від її значення у фіксованій точці. 

7. Встановлено необхідні умови екстремальності елемента 𝑔∗ 𝜖 𝑉 

для величини (0.3) у випадку довільної множини 𝑉, а також у випадку, коли 

𝑉 𝜖 Г∗— множиною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗ або опук-

лою множиною. 

8. Встановлено достатню умову екстремальності елемента для задачі 

відшукання величини (0.3) для довільної множини 𝑉. 

9. Сформульовано та доведено критерій екстремальності елемента 

𝑔∗ 𝜖 𝑉 для задачі відшукання величини (0.3) у випадку, коли 𝑉 𝜖 Г∗ — множи-

ною відносно 𝑔∗, в тому числі зірковою відносно 𝑔∗, опуклою множиною, пі-

дпростором. 

10. Доведено низку допоміжних тверджень, які мають самостійне 

значення. 
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