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Перелік основних означень 

 

  – квантор загальності: «для кожного» «для будь-якого»; 

  – квантор існування: «існує»; 

    – елемент х належить множині А; 

    – елемент х не належить множині А; 

    – об'єднання множин А і В; 

    – перетин множин А і В; 

  – множина всіх натуральних чисел; 

  – множина всіх цілих чисел; 

  – множина всіх дійсних чисел; 

  – множина всіх комплексних чисел; 

           – точна верхня межа значень функціонала F на множині А; 

        – суттєва точна верхня межа; 

      – величина, що дорівнює 1, якщо     , дорівнює -1 якщо     і 

дорівнює 0, якщо    ; 

‖ ‖  – норма в лінійному нормованому просторі; 

   – одинична куля в просторі   ,        ; 

  
 – множина вигляду: 

  
  {     ∫         

 

  

}   

     – дійсна частина комплексного числа; 

     – уявна частина комплексного числа; 

  – простір неперервних    – періодичних функцій   з нормою  

‖ ‖     
      

|    |  
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   – простір    – періодичних вимірних і суттєво обмежених        

   або сумовних у  -ому степені функцій         з нормою 

‖ ‖  
 

{
 
 

 
 
(∫ |    |   

  

 

)

 
 ⁄

      

       
  [    ]

|    |      

 

 [ ] – ряд Фур'є функції  ; 

      – сума Фур'є функції  ; 

   – тригонометричний поліном порядку  ; 

  
  – многочлен найкращого наближення функції   в лінійному нормованому 

просторі  ; 

        – відхилення від функції   її часткових сум Фур'є       

       – найкраще наближення функції   тригонометричними поліномами 

порядку     у метриці простору  ; 

       – найкраще наближення множини     тригонометричними 

поліномами порядку     у метриці простору  ; 

         – найкраще сумісне наближення функцій   множини     та їх 

похідних    

      тригонометричними многочленами степеня     у метриці 

простору  ; 

        – ядра Бернуллі     ; 

        – узагальнені ядра Бернуллі; 

        ∑      (   
  

 
)                

 

   

 

      – ядра Пуассона       ; 

  
     – узагальнені ядра Пуассона 
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     ∑     (    

  

 
)                  

 

   

 

         – згортка функцій         

         
 

 
∫             

  

 

  

        
         -та похідна функції  ; 

  
   

 –       – похідна функції       в сенсі О.І.Степанця: 

  
       ∑

 

    
(        (   

     

 
)          (   

     

 
))  

 

   

 

  
       –       – похідна функції       в сенсі О.І.Степанця: 

  
       ∑

 

    
(        (   

  

 
)          (   

  

 
))  

 

   

 

  
     –       інтеграл функції    

  
  – класи Вейля-Надя; 

  
  {      ‖  

   
‖

 
  }                   

    
 

 – класи    – періодичних функцій вигляду, які записуються у вигляді 

згортки: 

     
 

 
∫       

  

 

  
        

  
 
  – класи    – періодичних функцій вигляду: 

  
 
  ,       

          -  

  
 
  – класи    – періодичних функцій вигляду: 
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§ 1. Попередні відомості 

1.1. Вступ 

На сучасному етапі розвитку математики теорія наближення активно 

розвивається. Ідеї цієї галузі математики активно проникають в інші розділи 

науки, особливо прикладної спрямованості. 

Дослідження задач теорії наближення (теорії апроксимації) на 

запропонованих О.І. Степанцем класах, що базуються на поняттях       – 

похідних, почали проводитись у 80-х роках ХХ ст. під впливом робіт Б. Надя, В.К 

Дзядика, С.М. Нікольського, Н.П. Корнєйчука, С.Б. Стєчкіна, А.В. Єфімова, А. 

Ахієзера, О.І. Степанця, С.А. Теляковеького та ін. В ці роки сформувалося поняття 

      – похідної, яка визначається для функції   заданої послідовністю чисел 

                та числами  . Звичайна  -та похідна періодичної функції 

         при цьому, є окремим випадком       – похідної при          і 

   . Окремими випадками       – похідної є і похідні в розумінні Вейля, 

Вейля-Надя,        похідні            , та інші. 

Очевидно, основна задача теорії наближення полягає в тому, що на основі 

заданих властивостей даної функції, встановити властивості її апроксимаційних 

характеристик. У випадку наближення 2 - періодичних функцій традиційно в 

якості таких характеристик виступають швидкості збіжності рядів Фур’є, 

найкращі наближення тригонометричними многочленами, наближення 

многочленами що породжуються лінійними методами підсумовування рядів 

Фур’є, наближення інтерполяційними многочленами і т.п. Функції із однаковими 

апріорними властивостями об’єднуються у класи і тоді факти, встановлені для 

даного класу, відносяться і до кожного його представника. При цьому появляється 

можливість досліджувати екстремальні задачі тепер уже для цілих класів функцій. 

Це – задачі про властивості величин верхніх меж на даному класі відхилення сум 

Фур’є, найкращих наближень, наближень лінійними методами, наближення 

інтерполяційними многочленами і т. ін. 
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Метою даної роботи є одержання нових результатів про асимптотичні 

оцінки величини сумісного наближення інтерполяційними поліномами. 

Відповідно до мети роботи, виділимо такі завдання: 

-дослідити інтерполяційний аналог класичної нерівності Лебега у випадку 

сумісного наближення функцій f           
  та їх         – похідних 

тригонометричними поліномами степеня не вищого за n-1. 

- встановити  асимптотичні рівності для величини сумісного наближення 

лінійної комбінації функцій f          
  та їх         похідних в сенсі Вейля-Надя 

інтерполяційними тригонометричними поліномами  ̃ 
     в рівномірній 

(неперервній) метриці 

 ̃   
 (    

     ̅)              
 |∑

  

   

 
   (   

          ̃ 
 (   

      ))|, n  , 

де  ̅ =             - m вимірний дійснозначний вектор. 

Об’єктом дослідження дипломної роботи є апроксимаційні властивості 

класів Вейля-Надя     
  періодичних функцій, що задаються  ̅-інтегралами, при 

наближенні інтерполяційними поліномами лінійних комбінацій функцій та їх 

похідних    

     . 

Предметом дослідження є швидкість наближення функціональних класів 

Вейля-Надя інтерполяційними поліномами. Основна увага у роботі 

зосереджується на асимптотичній поведінці точних верхніх меж сумісних 

відхилень тригонометричних поліномів, що породжуються інтерполяційними 

процесами. 

Наукова новизна одержаних результатів. Результати дипломної роботи 

містять нові факти в теорії наближення функцій і полягають в знаходженні 

асимптотичної рівності для величини сумісного наближення лінійної комбінації 

функцій та їх похідних інтерполяційними тригонометричними поліномами. 
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Практичне значення роботи полягає в тому, що її результати, а також 

запропоновані в ній підходи та прийоми можуть бути використані при 

дослідженні різноманітних питань сумісного наближення функцій та їх похідних 

інтерполяційними поліномами, теорії підсумовування рядів Фур’є, при 

розв’язуванні деяких екстремальних задач, при вивченні різноманітних питань 

математичного аналізу, тощо. Разом із сказаним вище, дипломна робота носить 

теоретичний характер. 

Апробація результатів дослідження. Результати отримані в дипломній роботі 

доповідалися на студентських наукових конференціях за підсумками НДР у 2019р, 

2021р. 

Дипломна робота, обсягом  64   друкованих аркуша, складається із переліку 

основних позначень, чотирьох параграфів, висновків та списку використаних 

джерел. 

У першому параграфі : Попередні відомості, описані результати досліджень 

отриманими математиками при дослідженні аналогічних задач теорії наближення. 

Зокрема – це  класичні задачі розв’язані видатними математиками (А.Лебег, 

Джексон, А.М. Колмогоров, С. М. Нікольський, В.К. Дзядик, М.П. Корнєйчук, О. 

І. Степанець, С.О. Теляковський та інші ) , а також задачі, що безпосередньо 

передували розглядуваній в дипломній роботі темі дослідження,  і описані в 

роботах : А.С. Сердюка, В.А. Сорича, Н.М. Сорич, Н.М. Задерей, В.В. Дрозда, І.В. 

Соколенка та інших.  

У другому параграфі : Класи періодичних функцій,  детально описані 

питання класифікації періодичних функцій, розпочинаючи з диференційованих у 

звичайному розумінні цього слова функцій і завершуючи  ̅-інтегралами 

періодичних функцій. Викладені поняття відношення порядку, що базуються на 

(   ̅)-похідних та дозволяють вивчати апроксимаційні властивості функцій що 

входять в надзвичайно широкий спектр різноманітних класів і розрізняються між 

собою тонкими відмінностями. 
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Питання найкращого наближення на класах згорток викладені в третьому 

параграфі. Детально розглядаються величини найкращих наближень в просторі 

неперервних функцій С та просторі інтегровних в першому степені функцій L.В 

цих просторах, на відміну від простору   , 1  p     , суми Фур’є в загальному 

випадку не забезпечують наближення найкращого порядку. Більше того, є 

неперервні функції, ряди яких розбіжні. Приведені факти існування многочлена 

найкращого наближення     
     неперервної 2   періодичної функції , єдиності 

,та найважливішого питання- критерію полінома найкращого наближення. 

Описані також загальні факти про наближення класів згорток та, для множин 

функцій, які можна записати у вигляді згорток, приводяться деякі розроблені вже 

прийоми досліджень. 

У четвертому параграфі: Інтерполяційні тригонометричні многочлени, 

описані загальні положення та апроксимаційні характеристики поліномів, що 

повністю означаються лише за скінченним числом значень наближаючої функції – 

інтерполяційні поліноми. Ця перевага наближаючих агрегатів зручна при їх 

практичній реалізації і, крім цього, дослідження показують, що апроксимаційні 

властивості інтерполяційних поліномів мало чим уступають сумам Фур’є. В силу 

цього актуальним є питання побудови рівномірно збіжної на всьому просторі 

неперервних функцій послідовності поліномів, які визначалися б лише за 

скінченним числом значень функції f   . Основні, кінцеві результати досліджень 

дипломної роботи, відображені в теоремах 1,2 пункту 4.3. 
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ВИСНОВКИ 

У даній дипломній роботі досліджений інтерполяційний аналог класичної 

нерівності Лебега у випадку сумісного наближення функцій f           
  та їх 

        – похідних тригонометричними поліномами степеня не вищого за n-1. При 

цьому встановлені  асимптотичні рівності для величини сумісного наближення 

лінійної комбінації функцій f          
  та їх         похідних в сенсі Вейля-Надя 

інтерполяційними тригонометричними поліномами  ̃ 
     в рівномірній 

(неперервній) метриці 

 ̃   
 (    

     ̅)              
 |∑

  

   

 
   (   

          ̃ 
 (   

      ))|, n  ,       

де  ̅ =             - m вимірний дійснозначний вектор. 

Основні результати досліджень дипломної роботи містяться у твердженнях: 

Теорема 1. Нехай  0                    R, i =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , та  

    (    
   ̅)

 
= |

 

 
 ∫ ∑ ∑

  

   
 
   (           

 

 
)

      
                 

   
 
   

 

  
| = 

= 
 

   |∑ ∑   

   (                )
 

 

      (       )

 
   

 
   |, 

тоді для величини   ̃   
 (    

     ̅) має місце асимптотична рівність 

 ̃   
 (    

     ̅) = 
 

 
    (    

   ̅)
 
   |     | + O(    (    

   ̅)
 
)  

Теорема 2. 1) Нехай 0             …        ричому виконується одна із 

умов: 

а) 0   r -      1,   -      [        ]   [          ], i =    ̅̅ ̅̅ ̅̅  або ж  

        [         ]   [         ], i =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

б) r -    = 1, r -          r -    = 4   +   -   ,       ,         [   ], i = 

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ тоді при n    має місце асимптотична рівність  

 ̃   
 (    

   )=
  

     |∑   
  

   ∑
   *          

     
 

 +

      (       )

 
   |    |     | +O       
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де   
  = 1, якщо   -      [   ] і   

  = -1, якщо   -      [   ], а   – корінь рівняння 

∑   
  

   ∑
   *         

     
 

 +

           

 
    = 0. 

2) Нехай виконується одна із умов: 

а) r -    = 1,r -              = 4   +                         [   ] i =   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

б) 0  r -              = 4   +                        [   ], i =      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,  

тоді при n   має місце асимптотична рівність 

 ̃   
 (    

   )   
  |  

 |

    
∑    

        

 

 
   ∑

 

      (       )

 
      |     | + 

O       

де   
  в пунктах а) та б) вибираються одного знаку.                         
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