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ПЕРЕДМОВА 

Останніми роками при дослідженні екстремальних задач, які ви-

никають у різних галузях науки і практики, важливу роль відіграють 

методи, пов’язані з поняттям опуклості. 

Опуклі множини, функції та екстремальні задачі вивчаються в 

опуклому аналізі. 

Ідеї і результати опуклого аналізу можуть бути використані, зокре-

ма, для дослідження некласичних екстремальних задач, які виникають в 

теорії оптимізації, апроксимації, оптимального керування, в економіці, 

фізиці тощо. 

Умови екстремальності допустимих розв’язків задач оптимізації, 

встановлені за допомогою теорії опуклого аналізу, можуть викорис-

товуватися для побудови чисельних методів розв’язування цих задач, 

обґрунтування їх скінченності або збіжності. 

Отже, опуклий аналіз – це розділ математики, методи якого по-

винні знати всі фахівці, діяльність яких пов’язана з дослідженням екст-

ремальних задач. 

Метою навчального посібника «Опуклий аналіз» є ознайомлен-

ня читача з основними результатами теорії опуклих множин і функ-

цій, застосуваннями цих результатів для встановлення умов оптима-

льності допустимих розв’язків задач опуклого програмування. 

Посібник складається з 10 розділів. 

У розділах 1-3 наведені факти з теорії топологічних, метричних, 

лінійних нормованих і лінійних топологічних просторів, які необхідні 

для розуміння матеріалу наступних розділів. 

У розділах 4-6 описані властивості опуклих множин та опуклих 

оболонок множин лінійних і лінійних топологічних просторів, вста-

новлені теореми віддільності двох опуклих множин лінійних тополо-

гічних просторів. 

Розділи 7-9 містять основні властивості опуклих функцій, зада-

них на лінійних топологічних просторах. Серед них – критерії опук-

лості власної функції, властивості власної опуклої функції однієї 

змінної, критерій неперервності опуклої функції; розглянуто власти-

вості спряжених функцій; доведено теорему Фенхеля-Моро про інво-

лютивність операції побудови спряженої функції на сукупності опук-

лих і замкнених функцій, заданих на локально опуклому лінійному 

топологічному просторі. 

Розглянуто поняття субградієнта та субдиференціала функції; 

встановлено властивості субдиференціала; доведено критерій точки 

глобального мінімуму опуклої функції. 
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Розділ 10 присвячено задачі опуклого програмування в лінійному 

та лінійному топологічному просторах. Доведено теореми Куна-Таккера 

та Каруша-Куна-Таккера (в субдиференціальній формі) про умови опти-

мальності допустимого розв’язку задачі опуклого програмування.  

Крім того, в цьому розділі доведено теорему Моро-Рокафєллара 

про субдиференціал суми кількох опуклих функцій та теорему Дубо-

віцкого-Мілютіна про субдиференціал максимуму кількох опуклих 

функцій, на яких базується доведення теореми Каруша-Куна-Таккера. 

Слід зазначити, що ці теореми мають і самостійний науковий інтерес. 

Навчальний посібник написаний на основі лекцій з курсу «Опук-

лий аналіз», які читалися його авторами студентам напряму підготов-

ки 6.040201 Математика* фізико-математичного факультету Кам’я-

нець-Подільського національного університету імені Івана Огієнка 

впродовж останніх п’яти років. 

Посібник розрахований на студентів математичних спеціально-

стей, може бути використаний при викладанні відповідного курсу на 

інших спеціальностях, а також при вивченні суміжних з опуклим 

аналізом навчальних дисциплін.  

Крім того, посібник може бути корисним при проведенні дослі-

джень у відповідних галузях науки, при написанні студентами курсо-

вих і дипломних робіт. 
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Розділ 1 

ТОПОЛОГІЧНІ І МЕТРИЧНІ ПРОСТОРИ 

1.1. Означення топології та топологічного простору.  

Приклади топологій та топологічних просторів 

Означення 1.1.1. Нехай X  ‒ множина довільної природи. Ка-

жуть, що система   підмножин множини X  задає на X тополо-

гію  , якщо: 

1) ,X  ; 

2) об’єднання довільної кількості підмножин із  є підмножиною із  ; 

3) перетин скінченної кількості підмножин із  є підмножиною із  . 

Означення 1.1.2. Якщо на множині X  задано топологію  , то 

цю множину називають носієм топології, а упорядковану пару 

( , )X   – топологічним простором. 

Топологічний простір ( , )X   будемо позначати просто через X  

у випадку, коли відомо, про яку топологію йде мова. 

Якщо ( , )X   – топологічний простір, то множину X  будемо на-

зивати часто простором, а елементи з X  – точками. 

Зазначимо, що умови 1)-3), які фігурують в означенні 1.1.1, на-

зиваються аксіомами топології або топологічного простору. 

Наведемо приклади топологій та топологічних просторів. 

Приклад 1.1.1. Нехай X  ‒ множина довільної природи,   ‒ мно-

жина всіх підмножин множини X . Зрозуміло, що   є топологією, за-

даною на X , а тому ( , )X   є топологічним простором. Вищеназвану 

топологію називають дискретною топологією, заданою на X . 

Приклад 1.1.2. Нехай X  ‒ множина довільної природи, 

 ,X   . Зрозуміло, що   є топологією, заданою на X . Її назива-

ють тривіальною топологією, заданою на X . 

Приклад 1.1.3. Нехай  , ,X a b c , а       , , , , , ,a b c a b a   . 

Очевидно, що   є топологією, заданою на X , а тому ( , )X   ‒ топо-

логічний простір. 
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1.2. Відкриті множини топологічного простору.  
Критерій відкритості множини топологічного простору.  

Внутрішні точки та внутрішність множини топологічного простору. 
Відкритість внутрішності множини топологічного простору 

Означення 1.2.1. Нехай ( , )X   ‒ топологічний простір. Тоді всі 

підмножини множини X , які входять до  , називаються відкрити-

ми множинами цього топологічного простору. 

Так, наприклад, якщо  , ,X a b c , а       , , , , , ,a b c a b a   , 

то відкритими множинами топологічного простору ( , )X   будуть 

 , ,a b c , ,  ,a b ,  a , а множина  ,a c , зокрема, не є відкритою 

множиною. 
Якщо X  ‒ множина довільної природи, а   ‒ дискретна топо-

логія, задана на X , то відкритими множинами топологічного просто-

ру ( , )X   є всі підмножини X . 

Якщо X  ‒ множина довільної природи, а   ‒ тривіальна топо-

логія, то відкритими множинами топологічного простору ( , )X   бу-

дуть X  та  . 

З означень 1.1.1 та 1.2.1 випливає, що 

1 ) носій топології та порожня множина є відкритими множинами 

топологічного простору; 
2 ) об’єднання довільної кількості відкритих множин топологічного 

простору є відкритою множиною цього простору; 
3 ) перетин скінченної кількості відкритих множин топологічного 

простору є відкритою множиною цього простору. 

Означення 1.2.2. Околом точки топологічного простору нази-
вають будь-яку відкриту множину, що містить цю точку. 

Часто околи точки x  топологічного простору ( , )X   познача-

ють через ( )O x , ( )v x ,  x  тощо. 

Приклад 1.2.1.  , ,X a b c ,       , , , , , ,a b c a b a   . Окола-

ми точки a  топологічного простору ( , )X   будуть множини 

 ( )O a a ,  ( ) ,v a a b ,  ( ) , ,a a b c  . 

Теорема 1.2.1. Для того щоб множина топологічного простору 

була його відкритою множиною, необхідно і достатньо, щоб кожна 

точка цієї множини входила до неї разом з деяким своїм околом. 
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Доведення. Необхідність. Нехай A  є відкритою множиною то-

пологічного простору ( , )X  . Доведемо, що для будь-якої точки 

x A  існує її окіл ( )O x  такий, що ( )O x A . 

Оскільки A  ‒ відкрита множина та x A , то ( )O x A  є околом 

точки x  таким, що ( )O x A A  . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай ( , )X   – топологічний простір, A X  і 

для будь-якої точки x A  існує її окіл ( )O x  такий, що ( )O x A . 

Доведемо, що A  ‒ відкрита множина. Зрозуміло, що  

   ( )
x A x A

A x O x A
 

   , (1.1) 

оскільки ( )O x A , x A . 

З (1.1) випливає, що ( )
x A

A O x


 , тобто A  ‒ об’єднання околів 

( )O x , які є відкритими множинами. Тому A  є відкритою множиною 

(див. твердження 2 ). 

Достатність доведено.  

Теорему доведено. 

Означення 1.2.3. Точка x  множини A  топологічного простору 

( , )X   називається внутрішньою точкою множини A , якщо існує 

окіл ( )O x  точки x  такий, що ( )O x A .  

Сукупність усіх внутрішніх точок множини A  називається 

внутрішністю цієї множини і позначається, зазвичай, int A  або 
0

A . 

Теорема 1.2.2. Внутрішність множини топологічного простору 
є відкритою множиною. 

Доведення. Нехай ( , )X   ‒ топологічний простір, A X . Ви-

беремо довільну точку intx A . Оскільки x  є внутрішньою точкою 

множини A , то існує окіл ( )O x  точки x  такий, що ( )O x A . 

Доведемо, що ( ) intO x A . Нехай ( )y O x . Оскільки ( )O x  – 

відкрита множина, що містить y , то ( ) ( )O x O y  – окіл точки y , 

причому ( ) ( )O x O y A  . Отже, y  є внутрішньою точкою множини 

A . Тому inty A . Оскільки y  вибрано довільно з ( )O x , то 

( ) intO x A . Отже, x  входить у множину int A  з деяким своїм око-

лом. Згідно з теоремою 1.2.1 int A  є відкритою множиною. 

Теорему доведено. 
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Теорема 1.2.3. Для того щоб множина топологічного простору 
була відкритою множиною цього простору, необхідно і достатньо, 
щоб вона співпадала зі своєю внутрішністю. 

Доведення. Необхідність. Нехай A  ‒ відкрита множина топо-

логічного простору ( , )X  . Зрозуміло, що 

 int A A . (1.2) 

Доведемо, що intA A . Нехай x A . Оскільки A  ‒ відкрита 

множина, то згідно з теоремою 1.2.1 існує окіл ( )O x  точки x  такий, 

що ( )O x A . Згідно з означенням 1.2.3 x  є внутрішньою точкою 

множини A . Отже, intx A . Тому 

 intA A . (1.3) 

Із включень (1.2), (1.3) випливає, що intA A . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай intA A . Згідно з теоремою 1.2.2 int A  – 

відкрита множина. Тому A  також є відкритою множиною. 
Достатність доведено. 
Теорему доведено. 

1.3. Замкнені множини топологічного простору та деякі їх властивості 

Означення 1.3.1. Множина A  топологічного простору ( , )X   

називається замкненою, якщо її доповнення \ XX A C A CA   до X  

є відкритою множиною.  

Теорема 1.3.1. Для того щоб множина A  топологічного прос-

тору ( , )X   була замкненою множиною, необхідно і достатньо, щоб 

вона була доповненням до X  деякої відкритої множини. 

Доведення. Необхідність. Нехай A  ‒ замкнена множина тополо-

гічного простору ( , )X  . Згідно з означенням 1.3.1 \X A  – відкрита 

множина простору X . Звідси та з рівності    \ \ \XA X X A C X A   

випливає, що A  є доповненням до X  відкритої множини \X A . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай множина A  топологічного простору ( , )X   

є доповненням до X  деякої відкритої множини B : \A X B . Оскільки 

 \ \ \X A X X B B  , то доповнення A  до X  є відкритою множи-

ною. Згідно з означенням 1.3.1 A  є замкненою множиною топологічно-
го простору X . 

Достатність доведено. 
Теорему доведено. 
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Теорема 1.3.2. Для будь-якого топологічного простору ( , )X   

мають місце такі властивості його замкнених множин: 

1) X ,  ‒ замкнені множини; 

2) об’єднання скінченної кількості замкнених множин є замкненою 
множиною; 

3) перетин довільної кількості замкнених множин є замкненою 
множиною. 

Доведення. 1) Оскільки \X X   , \X X   і згідно з твер-

дженням 1 ) підрозділу 1.2  , X є відкритими множинами просто-

ру X , то згідно з означенням 1.3.1 X ,   є замкненими множинами 

простору X . 
Твердження 1) доведено. 

2) Нехай , 1,iA i n , – замкнені множини топологічного просто-

ру X . Переконаємося, що 
1

n

i
i

A


 також є замкненою множиною цього 

простору. 

Згідно з означенням 1.3.1 , 1,X iC A i n , – відкриті множини то-

пологічного простору X . Відповідно до твердження 3 ) підрозді-

лу 1.2 
1

n

X i
i

C A


 є відкритою множиною простору X . Внаслідок пра-

вила де Моргана 
1 1

( )
n n

X i X i
i i

С A C A
 

  – відкрита множина. Тому 
1

n

i
i

A


 

є замкненою множиною (див. означення 1.3.1). 
Твердження 2) доведено. 

3) Нехай ,iA i I , – довільна кількість замкнених множин прос-

тору X . Доведемо, що i
i I

A


 також є замкненою множиною цього 

простору. Згідно з правилом де Моргана  

 ( )X i X i
i I i I

C A C A
 

 . (1.4) 

Оскільки ,iA i I , є замкненими множинами простору X , то 

,X iC A i I , є відкритими множинами топологічного простору X (див. 

означення 1.3.1). Внаслідок цього та твердження 2 ) підрозділу 1.2 

X i
i I

C A


 є відкритою множиною простору X . З урахуванням цього, 

означення 1.3.1 та рівності (1.4) робимо висновок, що i
i I

A


 є замкненою 

множиною простору X . 
Твердження 3) доведено. 
Теорему доведено. 
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Означення 1.3.2. Нехай ( , )X   – топологічний простір, A X . 

Точка 0x X  називається межовою точкою множини A , якщо в 

будь-якому її околі містяться як точки, що належать множині A , 

так і точки, які цій множині не належать. 

Означення 1.3.3. Множина всіх межових точок множини A  

топологічного простору ( , )X   називається межею множини A . 

Будемо позначати межу множини A  топологічного простору 

( , )X   через A . 

Теорема 1.3.3. Нехай ( , )X   – топологічний простір, A X . 

Межа A  множини A  є замкненою множиною простору ( , )X  . 

Доведення. Переконаємося, що \X A  є відкритою множиною 

X . Нехай 0 \x X A  . Тоді 0x A . Звідси випливає, що існує окіл 

 0O x  точки 0x  простору X , який складається лише з точок множи-

ни A  або лише з точок, які цій множині не належать. Тому 

 0O x A   . Отже,  0 \O x X A  . Згідно з теоремою 1.2.1 

\X A  є відкритою множиною. Відповідно до означення 1.3.1 A  є 

замкненою множиною. 

Теорему доведено. 

1.4. Точки дотикання множини топологічного простору.  

Замикання множини топологічного простору.  

Замкненість замикання множини топологічного простору.  

Критерій замкненості множини 

Означення 1.4.1. Точка x  топологічного простору ( , )X   нази-

вається точкою дотикання множини A X , якщо будь-який окіл 

цієї точки містить хоча б одну точку множини A .  

Сукупність точок дотикання множини A  називають замикан-

ням множини A  і позначають A . 

Теорема 1.4.1. Замикання множини топологічного простору є 

його замкненою множиною. 

Доведення. Нехай ( , )X   ‒ топологічний простір, A X , A  – за-

микання множини A . Доведемо, що A  є замкненою множиною. Для 

цього достатньо переконатись, що XC A  є відкритою множиною прос-

тору X . Нехай Xx C A . Тоді x A , тобто x  не є точкою дотикання 
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множини A . Тому існує окіл ( )O x  точки x  такий, що ( )O x A  . 

Оскільки ( ) ( )O x O y  для всіх ( )y O x , то  O y A   , ( )y O x . 

Звідси випливає, що y A  для всіх ( )y O x . Отже,   XO x C A . Згі-

дно з теоремою 1.2.1 XC A  є відкритою множиною простору X . Тому 

A  є замкненою множиною простору X  (див. означення 1.3.1). 

Теорему доведено. 

Теорема 1.4.2. Для того щоб множина топологічного простору 

була замкненою, необхідно і достатньо, щоб вона співпадала зі своїм 

замиканням. 

Доведення. Необхідність. Нехай ( , )X  ‒ топологічний простір, 

A  – замкнена множина цього простору, A  – замикання множини A . 

Доведемо, що A A . 

Нехай x A . Оскільки будь-який окіл точки x  містить саму точку 

x A , то x  є точкою дотикання множини A . Отже, x A . Тому має 

місце включення 

 A A . (1.5) 

Доведемо, що A A . Доведення проведемо методом від супроти-

вного. Припустимо, що існує точка x A  і x A . Оскільки множина 

A  є замкненою множиною простору X , то множина XC A  є відкритою 

множиною цього простору. Зрозуміло, що Xx C A . Тоді XC A  є око-

лом точки x , який не містить жодної точки множини A , а, отже, x  не є 

точкою дотикання множини A , що суперечить включенню x A . Оде-

ржана суперечність доводить, що  

 A A . (1.6) 

Врахувавши (1.5) та (1.6), одержимо, що A A . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай A A . Згідно з теоремою 1.4.1 A  є за-

мкненою множиною топологічного простору ( , )X  . Тому A  також є 

замкненою множиною цього простору. 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 



15 

1.5. Базиси околів точок топологічного простору.  
Властивості базисів околів точок топологічного простору.  

Задання топології за допомогою базисів околів 

Означення 1.5.1. Нехай ( , )X   ‒ топологічний простір. Множи-

ну  ( )x  околів точки x  називають базисом околів точки x , якщо 

для будь-якого околу ( )O x  точки x  існує окіл  ( ) ( )x x   такий, 

що ( ) ( )x O x  . 

Зрозуміло, що множина  ( )O x  всіх околів точки x  топологіч-

ного простору ( , )X   є базисом околів цієї точки. 

Теорема 1.5.1. Нехай ( , )X   ‒ топологічний простір,  ( )x , 

 ( )y , … – базиси околів точок x , y , … цього простору. Тоді мають 

місце співвідношення: 

1) ( )x x   ( ) ( )x x   ; 

2)  1 2( ( ), ( ) ( ) )x x x      3( ( ) ( ) )x x    3 1 2( ) ( ) ( )x x x   ; 

3)  ( ( ) ( ) )y x x      ( ( ) ( ) )y y    ( ) ( )y x  .  

Доведення. Точка ( )x x  для довільного  ( ) ( )x x  , оскі-

льки ( )x  є околом точки x . 

Нехай  1 2( ), ( ) ( )x x x   , тоді 1 2( ) ( )x x   є відкритою множи-

ною (перетин двох відкритих множин), що містить точку x , тобто 

1 2( ) ( )x x   є околом точки x . Оскільки  ( )x  – базис околів точки x, 

то згідно з означенням 1.5.1  3 ( ) ( )x x   , що 3 1 2( ) ( ) ( )x x x   . 

Співвідношення 2) доведено. 

Нехай ( )y x . Тоді ( )x  є відкритою множиною, яка містить 

точку y . Тому ( ) ( )x O y   – окіл точки y . Оскільки  ( )y  – базис 

околів точки y , то  ( ) ( )y y   , що ( ) ( ) ( )y O y x   . Отже, 

 ( ( ) ( ) )y x x      ( ( ) ( ) )y y    ( ) ( )y x  . 

Співвідношення 3) доведено. 
Теорему доведено. 

Теорема 1.5.2. Нехай точкам , ,...x y  множини X  віднесені від-

повідно системи  ( )x ,  ( )y , … підмножин цієї множини, такі, 

що виконуються умови 1)-3) теореми 1.5.1. 
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До   віднесемо порожню множину та всі підмножини A  

множини X  такі, що  

( )x A    ( ( ) ( ) )x x    ( )x A  . 

Тоді τ є топологією, заданою на X.  

Крім того, в топологічному просторі ( , )X   системи  ( )x , 

 ( )y , … є базисами околів точок , ,...x y . 

Доведення. Переконаємося, що τ задовольняє аксіомам тополо-
гії (див. означення 1.1.1).  

Оскільки x X   кожна множина  ( ) ( )x x   є підмножиною 

X  ( ( )x X  ), то X  .   згідно з означенням  . 

Отже, перша аксіома топології для системи τ виконується. 

Нехай ,iA i I , – довільна кількість множин із  . Переконає-

мось, що 
i

i I
A 


 . 

Для кожної точки i
i I

x A


  існує xi I , що 
x

ix A . Оскільки 

x
iA  , то згідно з означенням   існує  ( ) ( )x x  , що ( )

x
ix A  . 

З урахуванням вищезазначеного маємо, що  

( )
x

i i
i I

x A A


   та  ( ) ( )x x  . 

Тому i
i I

A 


 . 

Отже, друга аксіома топології для системи   виконується. 

Виконання третьої аксіоми топології для системи   доведемо 

методом математичної індукції. 

Нехай 1 2,A A  . Переконаємось, що 1 2A A  . Оскільки 

1 2,A A  , то 1 2x A A   існують  1 ( ) ( )x x   та  2 ( ) ( )x x   

такі, що 1 1( )x A  , 2 2( )x A  . Згідно з умовою 2) (див. теорему 1.5.1) 

 3 ( ) ( )x x   , що 3 1 2 1 2( ) ( ) ( )x x x A A    . Тому 1 2A A  . 

Припустимо, що 
1

k

i
i

A 


  для будь-яких 1 2, ,..., kA A A   ( 2k  ). 

Доведемо, що 
1

1

k

i
i

A 



 , якщо 1 2 1, ,..., ,k kA A A A   . 

Оскільки 
1

1
1 1

( )
k k

i i k
i i

A A A



 

  та 
1

k

i
i

B A 


   (за припущенням) 

і 1kA   , то 
1

1
1

k

i k
i

A B A 





  , тому, що, як доведено вище, пере-

тин двох множин із   є елементом системи  . 
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Тоді, згідно з принципом математичної індукції, перетин будь-
якої скінченної кількості множин із   належить  . 

Отже, третя аксіома топології для системи   також виконується. 

Тому   буде топологією на X . 

Переконаємось, що для кожного x X  та кожного  ( ) ( )x x   

( )x  є околом точки x  в топологічному просторі ( , )X  . Дійсно, згідно 

з умовою 3) (див. теорему 1.5.1)  ( ( ) ( ) )y x x      ( ( ) ( ) )y y    

( ) ( )y x  . Тому ( )x   і, отже, ( )x  – відкрита множина. Згідно з 

умовою 1) (див. теорему 1.5.1) ( )x x . Тому ( )x  є околом точки x . 

Переконаємось, що  ( )x  є базисом околів точки x  в просторі 

( , )X  . 

Нехай ( )O x  – довільний окіл точки x  в просторі ( , )X  . Тоді 

( )x O x  та ( )O x  є відкритою множиною, отже, ( )O x  . Тому існує 

 ( ) ( )x x  , що ( ) ( )v x O x . Це й означає, що  ( )x  є базисом 

околів точки x . 

Теорему доведено. 

1.6. Метричний простір як частковий  
випадок топологічного простору. Метрична топологія 

Означення 1.6.1. Нехай X  ‒ множина довільної природи. Функ-
ція : X X R    називається метрикою (відстанню), заданою на 

X, якщо: 

1)  ,x y X  ( , ) 0, ( , ) 0x y x y x y     ; 

2)  ,x y X  ( , ) ( , )x y y x  ; 

3)  , ,x y z X  ( , ) ( , ) ( , )x y x z z y    . 

Множина X  разом із заданою на ній метрикою   називається 

метричним простором, який позначається через ( , )X   або просто 

через X, якщо відомо, про яку метрику йде мова. 
Зазначимо, що умови 1)-3), які фігурують в означенні 1.6.1, нази-

ваються аксіомами метрики або метричного простору, причому аксіо-
ма 2) називається аксіомою симетрії, а аксіома 3) – аксіомою трикутника. 

Приклади метричних просторів:  

Приклад 1.6.1. Нехай R – множина дійсних чисел. Функція 

: R R R    така, що ( , )x y x y   , ,x y R , задає метрику на R. 

Тому ( , )R   є метричним простором. 
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Приклад 1.6.2. Нехай 
n

R  – множина всеможливих впорядкова-

них сукупностей n дійсних чисел. Функція :
n n

R R R    така, що 

2

1

( , ) ( )
n

i i

i

x y x y


  , 1( ,..., )nx x x , 1( , ..., )
n

ny y y R  , задає мет-

рику на 
n

R . Тому ( , )
n

R   є метричним простором. 

Приклад 1.6.3. Нехай [ ; ]a bC  – множина всіх неперервних на сег-

менті  ,a b  функцій. Функція [ ; ] [ ; ]: a b a bC C R    така, що 

[ ; ]
( , ) max ( ) ( )

t a b
x y x t y t


  , [ ; ], a bx y C , задає метрику на [ ; ]a bC . Тому 

[ ; ]( , )a bC   є метричним простором. 

Теорема 1.6.1. Нехай ( , )X   ‒ метричний простір. Для точок 

, ,...x y  цього простору задамо системи множин  ( )x ,  ( )y , …, де 

 ( ) : ( , )x u X u x     , 0  ;  ( ) : ( , )y u X u y     , 0  ;…. 

Системи множин  ( )x ,  ( )y , … задовольняють умови 1)-3) теоре-

ми 1.5.1. 

Доведення. Оскільки для x X  та 0   ( , ) 0x x   , то 

( )x x  для кожної множини  ( ) ( )x x  . Отже, система множин 

 ( )x  задовольняє умову 1) теореми 1.5.1. 

Нехай  

 1 1 1( ) : ( , ) , 0x u X u x       ;  2 2( ) : ( , )x u X u x     , 2 0  ,  

є довільними множинами із  ( )x . Покладемо  3 1 2min ,   , 

 3 3( ) : ( , )x u X u x     . Зрозуміло, що  3 ( ) ( )x x  . Переконає-

мось, що 3 1 2( ) ( ) ( )x x x   . 

Дійсно, для кожного  3u x  маємо, що 3 1( , )u x     та 

3 2( , )u x    . Звідси випливає, що  1u x  і  2u x . Тому  

1 2( ) ( )u x x  ,  3u x . 

Це й означає, що 3 1 2( ) ( ) ( )x x x   . 

Отже, система множин  ( )x  задовольняє умову 2) теореми 1.5.1. 

Нехай тепер  ( ) ( )x x   та ( )y x . Оскільки  ( ) ( )x x  , 

то існує 0  , що  ( ) : ( , )x u X u x     . Оскільки ( )y x ,  
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то ( , )y x  , а 1 ( , ) 0y x     . Доведемо, що ( )y   

 1: ( , ) ( )z X z y x      . 

Нехай ( )z y . Тоді 1( , )z y  . Звідси випливає, що 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )z x z y y x y x y x y x                . 

Тому ( )z x для всіх ( )z y . Отже, ( ) ( )y x  , тобто для 

будь-якого ( )y x  існує  ( ) ( )y y  , що ( ) ( )y x  . 

Це означає, що системи множин  ( )x ,  ( )y , … задовольня-

ють умову 3) теореми 1.5.1. 

Теорему доведено. 

Наслідок 1.6.1. Нехай ( , )X   ‒ метричний простір. Для точок 

, ,...x y  цього простору задамо системи множин  ( )x ,  ( )y , …, де 

 ( ) : ( , )x u X u x     , 0  ;  ( ) : ( , )y u X u y     , 0  ;…. 

До   віднесемо порожню множину та всі підмножини A  множини 

X  такі, що 

 ( )( ( ) ( ) ) ( )x A x x x A       . 

Тоді   задає топологію на X , причому система  ( )x  підм-

ножин X  є базисом околів точки x  в цій топології. 

Справедливість наслідку випливає з теорем 1.5.2 та 1.6.1. 
Введена у спосіб, визначений цим наслідком, топологія   на X , 

де ( , )X   ‒ метричний простір, називається топологією на X , поро-

дженою метрикою  , або метричною топологією. 

У зв’язку зі сказаним вище, вважається, що метричний простір є 
частковим випадком топологічного простору. 

1.7. Гаусдорфові (віддільні) топологічні простори 

Означення 1.7.1. Топологічний простір називається гаусдорфо-

вим або віддільним, якщо для будь-яких двох точок цього простору 

існують їх околи, які не перетинаються. 

Теорема 1.7.1. Нехай ( , )X   ‒ метричний простір,   – тополо-

гія на X , породжена метрикою   (метрична топологія). Тоді 

( , )X   є гаусдорфовим (віддільним) простором. 

Доведення. Нехай ,x y X , x y ;  
1

,
2

x y  ; 
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    : ,x u X u x      – окіл точки x  простору ( , )X  ,  

    : ,y u X u y      – окіл точки y  простору ( , )X  .  

Переконаємося, що    x y    .  

Припустимо супротивне. Тоді існує u X , що  ,u x   та 

 ,u y  . 

Внаслідок цього та аксіоми 3) метрики (див. означення 1.6.1) 

одержимо, що 

         
1

, , , 2 2 , ,
2

x y u x u y x y x y                , 

   , ,x y x y  . 

Одержана суперечність доводить, що    x y    . Тому 

( , )X   є гаусдорфовим (віддільним) простором. 

Теорему доведено. 

 

 

 

Розділ 2 

ЛІНІЙНІ ПРОСТОРИ НАД ПОЛЕМ ДІЙСНИХ ЧИСЕЛ.  
ЛІНІЙНІ НОРМОВАНІ ПРОСТОРИ. ТОПОЛОГІЯ,  

ПОРОДЖЕНА НОРМОЮ 

2.1. Означення лінійного простору над полем дійсних чисел.  

Приклади лінійних просторів над полем дійсних чисел 

Означення 2.1.1. Множина X  елементів , , ,...x y z  називається 

лінійним простором над полем R  дійсних чисел, якщо для будь-яких 

елементів ,x y X  визначено єдиний елемент x y X  , який нази-

вається їхньою сумою, та для будь-яких R  , x X  визначено 

єдиний елемент x X   , який називається добутком числа   й 

елемента x , причому виконуються такі аксіоми:  

1)  ,x y X  x y y x   ; 

2)  , ,x y z X  ( ) ( )x y z x y z     ; 

3)  ( 0 ) 0X x X x x      ; 
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4) ( )( ( ) ) ( ) 0x X x X x x        ; 

5)  , ; ( ) ( )R x X x x           ; 

6)  ; ,R x y X   ( )x y x y     ; 

7)  , ;R x X    ( )x x x      ; 

8)  x X  1 x x  . 

Назвемо деякі приклади лінійних просторів над полем дійсних 
чисел.  

Приклад 2.1.1. Сукупність R  усіх дійсних чисел зі звичайними 
операціями їх додавання та множення є лінійним простором над по-
лем дійсних чисел. 

Приклад 2.1.2. Множина 
n

R  всеможливих впорядкованих су-

купностей n дійсних чисел 1( ,..., )nx x x , 1( ,..., )ny y y ,…, для яких 

додавання і множення на R   визначаються рівностями 

1 1( ,..., )n nx y x y x y    , 1( ,..., )nx x x   , також є лінійним прос-

тором над полем дійсних чисел. Він називається n-вимірним ариф-
метичним простором. 

Приклад 2.1.3. Сукупність [ ; ]a bC  дійснозначних неперервних на се-

гменті  ,a b  функцій зі звичайними операціями додавання і множення 

їх на дійсні числа утворює лінійний над полем дійсних чисел простір. 
Пропонуємо читачам самостійно переконатися у справедливості 

аксіом 1)-8) лінійного простору над полем дійсних чисел для кожного з 
цих прикладів. 

Надалі будемо розглядати лише лінійні простори над полем дій-
сних чисел і називатимемо їх просто лінійними просторами. 

2.2. Лінійні нормовані простори. Топологія, породжена нормою 

Означення 2.2.1. Нехай X  – лінійний простір. Функція : X R  

називається нормою, заданою на X , якщо: 

1)   0; 0 0;x X x x x       

2)  ;R x X   x x   ; 

3)  ,x y X  x y x y   . 

Лінійний простір X , на якому задана норма , називається лі-

нійним нормованим простором і позначається ( , )X . Лінійний нор-
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мований простір ( , )X  будемо позначати просто через X  у випад-

ку, коли відомо, про яку норму йде мова. Зазначимо, що умови 1)-3), 
які фігурують в означенні норми, називають аксіомами норми або 
лінійного нормованого простору. 

Приклади лінійних нормованих просторів: 

Приклад 2.2.1. Лінійний простір R , про який йшла мова у при-
кладі 2.1.1, стає лінійним нормованим простором, якщо для будь-

якого x R  покласти x x . 

Приклад 2.2.2. Якщо для кожного 1( ,..., )nx x x  лінійного прос-

тору 
n

R  (див. приклад 2.1.2) покласти 2

1

n

i

i

x x



  , то 
n

R стане лі-

нійним нормованим простором. 

Приклад 2.2.3. Лінійний простір [ ; ]a bC  (див. приклад 2.1.3) стає 

лінійним нормованим простором, якщо для будь-якої функції 

  [ ; ]a bx x t C   покласти 
 

 
,

max
t a b

x x t


 . Цю норму називають нор-

мою Чебишова або рівномірною нормою. 

Пропонуємо читачам самостійно переконатися у справедливості 

аксіом лінійного нормованого простору для кожного з цих прикладів. 

Теорема 2.2.1. Нехай ( , )X  – лінійний нормований простір. 

Функція : X X R    така, що ( , )x y x y   , ,x y X , задає 

метрику на X . 

Доведення. Згідно з аксіомою 1) норми (див. означення 2.2.1) 

 ,x y X   ( , ) 0;x y x y     ( , ) 0x y x y     0x y  ,  

тобто тоді і тільки тоді, коли x y . 

Отже, функція   задовольняє аксіому 1) метрики (див. озна-

чення 1.6.1). 

Згідно з аксіомою 2) норми (див. означення 2.2.1) 

 ,x y X   

( , ) ( 1)( ) 1 ( , )x y x y y x y x y x y x             . 

Отже, функція   задовольняє аксіому 2) метрики (див. озна-

чення 1.6.1). 

Згідно з аксіомою 3) норми (див. означення 2.2.1)  , ,x y z X    

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )x y x y x z z y x z z y x z z y              . 
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Отже, функція   задовольняє також аксіому 3) метрики (див. 

означення 1.6.1). 

З урахуванням встановленого вище робимо висновок, що   за-

дає метрику на X . 

Теорему доведено. 

З теореми 2.2.1 випливає, що будь-який лінійний нормований 

простір ( , )X  стає метричним простором, якщо в ньому ввести ме-

трику (відстань)  , поклавши ( , )x y x y   , ,x y X . 

Наслідок 2.2.1. Нехай ( , )X  – лінійний нормований простір. 

Для точок , ,...x y  цього простору задамо системи множин  ( )x , 

 ( )y , …, де  

 ( ) : ( ; )x u X u x u x       , 0  ; 

 ( ) : ( ; )y u X u y u y       , 0  , …. 

До   віднесемо порожню множину та всі підмножини A  

множини X  такі, що  ( )( ( ) ( ) ) ( )x A x x x A       .  

Тоді   задає топологію на X , причому система  ( )x  підм-

ножин X  є базисом околів точки x  в цій топології.  

Справедливість наслідку випливає з наслідку 1.6.1 та теореми 2.2.1. 

Введена у спосіб, визначений цим наслідком, топологія   на X , 

де ( , )X  ‒ лінійний нормований простір, називається топологією на 

X , породженою нормою . 

На підставі викладеного вище вважається, що лінійний нормо-

ваний простір є частковим випадком топологічного простору. 
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Розділ 3 

ЛІНІЙНІ ТОПОЛОГІЧНІ ПРОСТОРИ  

ТА ДЕЯКІ ЇХ ВЛАСТИВОСТІ 

3.1. Означення лінійного топологічного простору.  

Лінійний нормований простір як частковий випадок  

лінійного топологічного простору 

Означення 3.1.1. Множина X  називається лінійним топологіч-

ним простором, якщо: 

1) X  є лінійним простором; 

2) X  є топологічним простором; 

3) операції додавання елементів X  та множення їх на дійсні числа 

є неперервними операціями в топології простору X , тобто: 

( , )( ( ))( ( ), ( )) : ( ) ( ) ( )x y X O x y O x O y O x O y O x y        ; 

( , )( ( ))( ( ), ( )) : ( ) ( ) ( )R x X O x O O x O O x O x           . 

Теорема 3.1.1. Нехай ( , )X  – лінійний нормований простір. 

Тоді операції додавання елементів цього простору та множення їх 

на дійсні числа є неперервними у розумінні топології   на X , поро-

дженої нормою . 

Доведення. Нехай ,x y X  та ( )O x y  – довільний окіл точки 

x y . Оскільки система множин  ( )x y  , де ( )x y    

  :u X u x y      , 0  , є базисом околів точки x y  у 

розумінні топології   (див. наслідок 2.2.1), то існує 0   таке, що 

   ( ) : ( )x y u u x y O x y        . (3.1) 

Покладемо 

( ) :
2

O x t X t x
 

    
 

, ( ) :
2

O y z X z y
 

    
 

. 

Маємо, що ( )t O x  , ( )z O y  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

t z x y t x z y t x z y
 

              . 

Звідси та зі співвідношення (3.1) випливає, що 

( ) ( ) ( ) ( )O x O y x y O x y     . 
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Це й означає, що операція додавання елементів простору X  є 

неперервною у розумінні топології  . 

Переконаємося, що операція множення елементів простору X  

на дійсні числа є неперервною операцією у розумінні топології  . 

Нехай , , ( )R x X O x    – окіл точки x . Оскільки система 

множин  ( )x  , де  ( ) :x u X u x       , 0  , є базисом 

точки x  у розумінні топології   (див. наслідок 2.2.1), то існує 

0   таке, що 

  ( ) : ( )x u X u x O x         . (3.2) 

Покладемо 

  ( ) :O R        ,  ( ) :O x y X y x     , (3.3) 

де 

 0 min 1,
1 x






  
   

   

. (3.4) 

Оскільки       , R  , то  

   O    1             . (3.5) 

З урахуванням співвідношень (3.3)-(3.5)  O   , ( )y O x  

матимемо, що  

( ) ( )y x y x x y x x                  

     
 

1 1 1
1

x x x
x


      


         

 
. 

Звідси та зі співвідношення (3.2) випливає, що  

( ) ( ) ( ) ( )O O x x O x      . 

Це й означає, що операція множення елементів простору X  на 

дійсні числа є неперервною у розумінні топології  . 

Теорему доведено. 

Наслідок 3.1.1. Нехай ( , )X  – лінійний нормований простір, 

  – топологія на X , породжена нормою . Тоді ( , )X   є лінійним 

топологічним простором. 

Справедливість наслідку випливає з означення 2.2.1, згідно з яким 

X  є лінійним простором; наслідку 2.2.1, згідно з яким ( , )X   є тополо-

гічним простором; теореми 3.1.1, згідно з якою операції додавання еле-
ментів простору X  та множення їх на дійсні числа є неперервними у 
розумінні топології  . 
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З наслідку 3.1.1 випливає, що важливими прикладами лінійних 

топологічних просторів є лінійні нормовані простори.  

3.2. Зсув відкритої множини лінійного топологічного простору  
та її добуток на число, відмінне від нуля 

Теорема 3.2.1. Якщо G  є відкритою множиною лінійного топологі-

чного простору X , x X , то G x x G    є відкритою множиною 

цього простору. 

Доведення. Нехай y G x  . Тоді  ( ) ( )y x G O y x      . 

Оскільки операція додавання елементів лінійного топологічного про-

стору є неперервною та ( ) ( ( ))y x G O y x      , то існують околи 

( ), ( )O y O x  такі, що ( ) ( ) ( ( ))O y O x O y x G      . Звідси випли-

ває, що  ( )O y x G   , а тому ( )O y x G  . Отже, точка y  вхо-

дить у множину G x  з деяким своїм околом. Згідно з критерієм від-

критості множини топологічного простору (див. теорему 1.2.1) x G  

є відкритою множиною.  
Теорему доведено. 

Теорема 3.2.2. Якщо G  є відкритою множиною лінійного топо-

логічного простору X , а , 0R   , то G  є відкритою множи-

ною цього простору. 

Доведення. Нехай y G . Тоді 
1 1

( )y G O y
 

  . Оскільки опе-

рація множення числа на елемент лінійного топологічного простору є 

неперервною, то існують околи 
1

( ),O


 ( )O y  числа 
1


 та точки y  від-

повідно, такі, що 
1 1

( ) ( ) ( )O O y O y G
 

   . Звідси випливає, що 

1
( )O y G


 . Тоді ( )O y G . 

Отже, точка y  входить у множину G  з деяким своїм околом. 

Згідно з критерієм відкритості множини (див. теорему 1.2.1) G  є 

відкритою множиною. 
Теорему доведено. 

Теорема 3.2.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

x X ,  O x  – окіл точки x  простору X , x X . Тоді існує додат-

не число   таке, що    ;x x O x    , тобто  
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  x x O x  ,  ,    . (3.6) 

Доведення. Маємо, що  0 0x O x x    . Внаслідок неперервності 

операції множення числа на елемент простору X  існують число 0   

та окіл  O x  точки x простору X такі, що      , O x O x x    . Тому 

   ;x O x     O x . Зокрема,    ;x x O x    , тобто 

 x x O x  ,  ,    . 

Теорему доведено. 

3.3. Зв’язок між околами точок лінійного топологічного  

простору та околами точки нуль цього простору.  

Поглинаючі та зрівноважені множини. Існування базису околів  

точки нуль, який складається із зрівноважених околів цієї точки 

Теорема 3.3.1. Для того щоб множина ( )O x  була околом точки 

x  лінійного топологічного простору X , необхідно і достатньо, щоб 

( ) (0)O x x O  , де (0)O  – деякий окіл точки нуль цього простору. 

Доведення. Необхідність. Нехай ( )O x  є околом точки x . Згід-

но з означенням 1.2.2 ( )O x  є відкритою множиною лінійного тополо-

гічного простору X , яка містить точку x . Відповідно до теоре-

ми 3.2.1  ( )O x x   є відкритою множиною. Оскільки 

   0 ( )x x O x x      , то  ( )O x x   – відкрита множина, яка 

містить точку 0. Отже,  ( ) (0)O x x O   . Тому ( ) (0)O x x O  , де 

(0)O  – окіл точки 0. 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай (0)O  – окіл точки 0, x X . Оскільки (0)O  

є відкритою множиною лінійного топологічного простору X , то відпо-

відно до теореми 3.2.1 ( ) (0)O x x O   є відкритою множиною. Зрозумі-

ло, що ( )x O x , оскільки 0x x  , де 0 (0)O . Тому ( ) (0)O x x O   

є околом точки x . 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 

Означення 3.3.1. Нехай X  – лінійний простір. Множина M X  

називається поглинаючою множиною цього простору, якщо: 

0 0( )( 0)( : )x X x M           . 
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Приклад 3.3.1. Нехай X  – лінійний нормований простір, 

 : 1M u X u   . Тоді M  – поглинаюча множина X . Дійсно, нехай 

x X . Виберемо 0 x  . Тоді для будь-яких   таких, що 

0 x   , одержимо 1
x


 . Звідси 

1 1
1x x

 
  . Тому 

1
x M


 , а x M  для довільних   таких, що 0 0   . Отже, 

множина M  є поглинаючою множиною. 

Означення 3.3.2. Множина M  лінійного простору X  назива-

ється зрівноваженою множиною, якщо 

( )( : 1)x M x M       . 

Приклад 3.3.2. Нехай X  – лінійний нормований простір, 

 : 1M x X x   . Тоді M  – зрівноважена множина простору X . 

Дійсно, нехай x M . Тоді 1x  . Для будь-якого   такого, що 

1  , одержимо 

1x x x     . 

Тому x M  , а, отже, M  – зрівноважена множина простору X . 

Теорема 3.3.2. Нехай X  – лінійний топологічний простір. Будь-

який окіл нуля цього простору є поглинаючою множиною. 

Доведення. Нехай (0)O  – довільний окіл точки нуль лінійного 

топологічного простору X , x X . З (3.6) випливає, що існує 0   

таке, що  

  (0), ,x O        . (3.7) 

Нехай 0

1
0


  , R   і 0  . 

Тоді 
0

1 1 1


  
   , а тому  

1
, 


  . 

З урахуванням (3.7) звідси одержимо, що  
1

0x O


 , 

(0),x O  для всіх 0:R    . 

Це й означає, що (0)O  є поглинаючою множиною. 

Теорему доведено. 
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Теорема 3.3.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір. Будь 

який окіл (0)O  точки нуль простору X  включає зрівноважений окіл 

(0)  цієї точки. 

Доведення. Нехай (0)O  – довільний окіл точки нуль лінійного 

топологічного простору X . Оскільки операція множення числа на 

елемент лінійного топологічного простору є неперервною і 

 (0) 0 0O O  , то існує 0   та (0)  такі, що  

 ( , ) (0) (0)O     , (3.8) 

де (0)  – окіл точки нуль простору X . 

З (3.8) випливає, зокрема, що  

 (0) (0),O   де , 0    . (3.9) 

Оскільки (0)  – відкрита множина, то згідно з теоремою 3.2.2 

(0) , де , 0    , – також відкрита множина лінійного топологі-

чного простору X , яка містить точку 0. Тому для всіх R  , ,   

0  , маємо, що (0)  – окіл точки нуль, який включається в (0)O . 

Покладемо 
: ,

0

(0) (0)
  


 
 



 . Тоді (0)  – відкрита множина, 

як об’єднання відкритих множин, яка містить нуль. Отже, (0)  є 

околом точки нуль. Оскільки має місце співвідношення (3.9), то 

(0) (0)O  . Переконаємось, що (0)  є зрівноваженою множиною. 

Нехай (0)x  . Тоді існує число 0  таке, що  

 0 (0)x   , 0 0, 0    . (3.10) 

Переконаємось, що (0)x   для довільного , 1   . 

Якщо 0  , то 0 0 (0)x x    . Отже, для 0   твердження 

вірне. 

Нехай 0   i 1  . З урахуванням співвідношення (3.10) одер-

жимо, що  

 0 (0)x   , 0  , 0 0  . (3.11) 

Покладемо 0 1  . Внаслідок (3.11)  

1 (0)x  , де 1 1, 0    . 

Звідси випливає, що 1
: ,

0

(0) (0) (0)x v
  


    
 



   . 
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Це й означає, що (0)  є околом точки нуль, який є зрівноваже-

ною множиною. 

Теорему доведено. 

Теорема 3.3.4. Нехай X  – лінійний топологічний простір. Існує 

базис  (0)  околів (0)  точки нуль цього простору, який склада-

ється з зрівноважених околів точки нуль. 

Доведення. Нехай  (0)O  – довільний базис околів точки нуль. 

За теоремою 3.3.3 для довільного (0)O  існує зрівноважений окіл 

(0)  точки нуль, який включається в (0)O . Доведемо, що  (0)  є 

базисом околів точки нуль. Нехай (0)  – довільний окіл точки нуль. 

Оскільки  (0)O  є базисом околів точки нуль, то існує окіл 

 (0) (0)O O , такий, що (0) (0)O  . Оскільки (0) (0) (0)O   , 

то звідси випливає, що  (0)  є базисом околів точки нуль, який 

складається із зрівноважених околів точки нуль. 

Теорему доведено. 

 

 

Розділ 4 

ВІДРІЗОК ЛІНІЙНОГО ПРОСТОРУ.  

ОПУКЛІ МНОЖИНИ 

4.1. Відрізок лінійного простору 

Розглянемо відрізок 1 2[ , ]x x  числової прямої, для якого 1 2x x . 

Нехай 1 2[ , ]x x x . Позначимо 1

2 1

x x

x x






. Зрозуміло, що 0 1  . 

Звідки 

1 2 1 2 1( )x x x x x x       , 1 2(1 )x x x    . 

Отже, для довільного 1 2[ , ]x x x  1 2(1 )x x x    , де 0 1  . 

Таке подання має місце і тоді, коли 1 2x x . 

Отже, якщо 1 2x x , то  

  1 2 1 2[ , ] : (1 ) , 0 1x x x x x x        . (4.1) 
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Нехай тепер  1 2: (1 ) , 0 1x x x x x        . Тоді 

x 1 2(1 )x x    , де 0 1  . 

Звідси 1 1 1 1 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 )x x x x x x x x x                . 

Тобто 1 2[ , ]x x x . 

Тому 

  1 2 1 2: (1 ) , 0 1 [ , ]x x x x x x        . (4.2) 

З (4.1) і (4.2) випливає, що 

 1 2 1 2[ , ] : (1 ) , 0 1x x x x x x        . 

Отримане подання точок відрізка 1 2[ , ]x x  числової прямої з до-

помогою параметра   та кінців цього відрізка покладено в основу 

означення відрізка будь-якого лінійного простору. 

Означення 4.1.1. Нехай X  – лінійний простір, 1 2,x x X . Відрі-

зком 1 2[ , ]x x  простору X , кінцями якого є точки 1x  та 2x , назива-

ється сукупність точок простору X  виду  

 1 2 1 2[ , ] : (1 ) , 0 1x x x X x x x         . 

Якщо в означенні 4.1.1 покласти (1 )   , то (1 )   , а  

 1 2 1 2[ , ] : (1 ) , 0 1x x x X x x x         . 

Якщо покласти 11 ,    а 2  , то 

 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2[ , ] : , 0, 0, 1x x x X x x x             . 

Підсумовуючи сказане вище, приходимо до висновку, що в лінійно-

му просторі X  відрізок 1 2[ , ]x x , кінцями якого є точки 1 2,x x , подається 

таким чином: 

 1 2 1 2[ , ] : (1 ) , 0 1x x x X x x x         

 1 2: (1 ) , 0 1x X x x x         

 1 1 2 2 1 2 1 2: , 0, 0, 1x X x x x             . 

4.2. Опуклі множини лінійного простору та деякі  
їх властивості. Приклади опуклих множин 

Означення 4.2.1. Множина A  лінійного простору X  назива-
ється опуклою множиною, якщо разом з довільними двома її точка-

ми 1x , 2x  вона включає відрізок, кінцями якого є ці точки, тобто  

1 2 1 2( , ) [ , ]x x A x x A   . 

Розглянемо деякі приклади опуклих множин. 
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Приклад 4.2.1. Нехай X  – лінійний нормований простір, 

 : 1A x X x   . Переконаємося, що A  є опуклою множиною. 

Нехай 1 2,x x A , тобто 1 21, 1x x  . Переконаємося, що 

1 2[ , ]x x A . Нехай 1 2[ , ]x x x . Тоді 1 2(1 )x x x    , де 0 1  . 

Звідси 

1 2 1 2(1 ) (1 ) (1 ) 1 1 1x x x x x                 . 

Отже, 1x  . Тому x A . Звідси випливає, що 1 2[ , ]x x A . Це 

й означає, що A  – опукла множина. 

Теорема 4.2.1. Перетин довільної кількості опуклих множин лі-
нійного простору X  є опуклою множиною. 

Доведення. Нехай i
i I

M M


  , де iM , i I , – опуклі множини 

простору X , 1 2,x x M . Тоді 1 2, ix x M  для довільного i I . Оскі-

льки iM , i I , – опукла множина, то відрізок 1 2[ , ] ix x M , i I . 

Тому 1 2[ , ]x x M . Звідси випливає, що M  є опуклою множиною. 

Теорему доведено. 

Теорема 4.2.2. Нехай A , B  – опуклі множини лінійного прос-
тору X , R  . Тоді опуклими будуть множини  

 : , ,A B c c x y x A y B      ,  : ,A c c x x A    . 

Доведення. Нехай 1 2,c c A B  . Тоді існують 1 2,x x A  та 

1 2,y y B  такі, що 1 1 1c x y  , 2 2 2c x y  . Доведемо, що відрізок 

 1 2,c c A B  . Нехай  1 2,c c c . Тоді існує число  0,1   таке, що 

   1 2 1 1 2 2(1 ) (1 )c c c x y x y             

1 2 1 2(1 ) (1 )x x y y         . 

Оскільки 1 2,x x A  і A  – опукла множина простору X , то 

1 2[ , ]x x A . Аналогічно 1 2[ , ]y y B . Тому 1 2(1 )x x x A     , 

1 2(1 )y y y B     . Звідси 1 2(1 )c c c x y A B        . От-

же, відрізок  1 2,c c A B  . Тому A B  є опуклою множиною. 

Доведемо, що A  є опуклою множиною. Нехай 1 2,c c A . То-

ді існують 1 2,x x A  такі, що 1 1c x , 2 2c x . Доведемо, що відрі-

зок  1 2,c c A . Нехай  1 2,c c c . Існує  0,1   таке, що  

     1 2 1 2 1 2(1 ) (1 ) (1 )c c c x x x x                 . 

Оскільки 1 2,x x A  і A  – опукла множина простору X , то 

1 2[ , ]x x A . Тому 1 2(1 )x x x A     . Звідси  
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1(1 )c c    2c x A     .  

Отже, відрізок  1 2,c c A . Це означає, що A  є опуклою 

множиною. 
Теорему доведено.  

4.3. Деякі властивості опуклих множин  
лінійного топологічного простору 

Теорема 4.3.1. Якщо A  є опуклою множиною лінійного топо-

логічного простору X , то A  також є опуклою множиною цього 
простору. 

Доведення. Нехай 1 2,x x A . Доведемо, що 1 2[ , ]x x A . 

Нехай x  – довільна точка відрізка 1 2[ , ]x x . Тоді 

1 2(1 )x x x    ,  0,1  . Оскільки в X  операція додавання еле-

ментів цього простору є неперервною, то для довільного околу 

1 2( ) ((1 ) )O x O x x     точки x  існують окіл 1((1 ) )O x  точки 

1(1 )x  та окіл 2( )O x  точки 2x  такі, що  

 1 2((1 ) ) ( ) ( )O x O x O x    . (4.3) 

Враховуючи, що операція множення дійсних чисел на елементи 

простору X  є неперервною, то існують окіл (1 )O   числа (1 ) , окіл 

1( )O x  точки 1x , окіл ( )O   числа  , окіл 2( )O x  точки 2x  такі, що  

1 1(1 ) ( ) ((1 ) )O O x O x    , 2 2( ) ( ) ( )O O x O x  . 

З цих співвідношень та співвідношення (4.3) випливає, що 

1 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ( )O O x O O x O x    . 

Зокрема, 1 2(1 ) ( ) ( ) ( )O x O x O x    . 

Оскільки 1 2,x x A , то існують 1 2,y y A  такі, що 1 1( )y O x , 

2 2( )y O x . Тоді 1 2 1 2(1 ) (1 ) ( ) ( ) ( )y y y O x O x O x          . 

Оскільки за умовою A  є опуклою множиною простору X , 

1 2,y y A , то відрізок 1 2[ , ]y y A . Тому y A . Отже, довільний окіл 

( )O x  точки x  містить точку y A . Тому x  є точкою дотикання 

множини A  і, отже, x A . Тому 1 2[ , ]x x A . Це означає, що A  є 

опуклою множиною простору X . 
Теорему доведено. 

Теорема 4.3.2. Нехай X  – лінійний топологічний простір, A  – 

опукла множина простору X , 
0

,p A g A  , тоді 
0

[ , )p g A . 
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Доведення. Якщо 
0

p A , то існує окіл ( )O p  точки p  такий, 

що ( )O p A . Згідно з теоремою 3.3.1 існує окіл  0O  точки нуль 

такий, що ( ) (0)O p p O  . 

Нехай ( , )x p g . Тоді (1 )x p g    ,  0,1  . Доведемо, що 

0

x A . 

Нехай 
1

( ) (0)O g g O





 


. З теорем 3.2.2 та 3.3.1 випливає, що 

( )O g  є околом точки g . Оскільки g A , то існує ( )y O g A  . 

Врахувавши, що  

1 1 1
( ) (0) ( (0) ) ( ( ) )O g g O g O p p g O p p

  

  

  
        

  
, 

робимо висновок, що  

1 1
( )y g O p p

 

 

 
  

 
. 

Звідси (1 ) ( ) (1 )y g O p p         . Тому  

 (1 ) (1 ) ( )p g y O p        . (4.4) 

Оскільки A  є опуклою множиною, y A  і ( )O p A , то 

 (1 ) ( ) , 0,1y O p A      . 

Оскільки (1 ) ( )y O p    є відкритою множиною (див. теоре-

ми 3.2.1 та 3.2.2), яка включається в A , то 
0

(1 ) ( )y O p A    . 

Внаслідок цього та (4.4) тоді 
0

(1 ) p g A    , а, отже, і 
0

( , )p g A . 

Звідси випливає, що 
0

[ , )p g A , оскільки 
0

p A  за умовою теореми. 

Теорему доведено. 

Теорема 4.3.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

A X , A  – опукла множина, 
0

A   . Тоді 
0

A  також є опуклою 

множиною. 

Доведення. Нехай 
0

,p g A . Оскільки 
0

g A A  , то g A . Згід-

но з теоремою 4.3.2 
0

[ , )p g A . З урахуванням того, що 
0

g A , одер-

жимо, що 
0

[ , ]p g A . Тому 
0

A  є опуклою множиною простору X . 

Теорему доведено. 
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4.4. Опукла комбінація точок лінійного простору.  
Опукла оболонка множини лінійного простору 

Означення 4.4.1. Нехай X  – лінійний простір, 1,..., mx x X . То-

чка 1 1 ... m mx x   , де i R  , 0i  , 1,i m , 
1

1
m

i

i




 , називаєть-

ся опуклою комбінацією точок 1,..., mx x . 

Означення 4.4.2. Нехай A X . Сукупність усіх опуклих 
комбінацій точок множини A  називається опуклою оболонкою 
цієї множини. Опукла оболонка множини A  позначається через 
coA . 

Твердження 4.4.1. Нехай X  – лінійний простір, A X . Тоді 
A coA .  

Доведення. Нехай x A . Тоді 1 x coA  . Тому A coA . 

Твердження доведено.  

Твердження 4.4.2. Нехай X  – лінійний простір, A X . Тоді 
coA  – опукла множина простору X . 

Доведення. Нехай 1 2
,x x coA . Тоді 1 2

,x x  є опуклими комбінаці-

ями точок множини A . Отже, існують ia A , i R  , 0i  , 1,i m , 

1

1
m

i

i




 ; jb A , j R  , 0j  , 1,j n , 
1

1
n

j

j




 , такі, що 

1

1

m

i i

i

x a


 , 
2

1

n

j j

j

x b


 . 

Нехай 1 2
,x x x 

 
. Тоді існує  0,1   таке, що  

   1 2

1 1

1 1
m n

i i j j

i j

x x x a b     
 

       . 

Покладемо  1i i    , 1,i m , m j j   , 1,j n . Ясно, що 

0i  , 1,i m n  . Крім того, 

   
1

1 11 ... 1 ...

m n

i

i

m n



     







        

  

   
1 1

1 1 1 1 1
m n

i j

i j

     
 

          . 
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Тоді 1 1 1 1... ...m m m m n nx a a b b          , де 1,..., ,ma a  

1,..., nb b A , 0i  , 1,i m n  , 
1

1
m n

i

i






 . Тому x  є опуклою комбі-

нацією точок 1 1,..., , ,...,m na a b b  множини A , отже, x coA . Звідси 

випливає, що 1 2
,x x coA  

 
. Це означає, що coA  є опуклою множи-

ною простору X . 
Твердження доведено. 

Твердження 4.4.3. Нехай X  – лінійний простір, A  – опукла 

множина цього простору. Тоді coA A . 

Доведення. Нехай x coA . Тоді 1 1 ... m mx a a    , де m N , 

ia A , i R  , 0i  , 1,i m , 
1

1
m

i

i




 . Доведемо, що x A . 

Доведемо це співвідношення методом математичної індукції. 

Нехай 1m  . Тоді 1 11x a a A    . Отже, при 1m   співвідно-

шення x A  має місце. 

Припустимо, що 1 1 ... m ma a A     для довільних ia A , 

i R  , 0i  , 1,i m , 
1

1
m

i

i




 .  

Доведемо, що 1 1 1 1... m m m mx a a a         належить A  для 

довільних ia A , i R  , 0i  , 1, 1i m  , 
1

1

1
m

i

i






 .  

Оскільки 
1

1

1
m

i

i






  та 0i  , 1, 1i m  , то 10 1m   . 

Якщо 1 1m   , то 1 ... 0m    . Звідси 1 11 m mx a a A     . 

Якщо 1 0m   , то 1 1 ... m mx a a A     (за припущенням). 

Нехай 10 1m   . Покладемо 1
1

1 1

...
1 1

m
m

m m

x a a


  

  
 

. 

Оскільки 
1

0
1

i

m



 




, 1,i m ,  

 1

1 1 11 1

1 1
1 1

1 1 1

m m
i

i m

m m mi i


 

  


   

   
  

  , 

то згідно з припущенням x A . Тоді  1 1 11 m m mx x a      , де 

1, mx a A   і 10 1m   . Отже,  1, mx x a  . Оскільки A  – опукла 
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множина лінійного простору X  і ,x  1ma A  , то  1, mx a A  , а, 

отже, і x A . 

Згідно з принципом математичної індукції тоді для будь-яких 

x coA  будемо мати, що x A . Тому coA A . 

Твердження доведено. 

Теорема 4.4.1. Множина A  лінійного простору X  буде опук-
лою тоді і тільки тоді, коли A coA . 

Доведення. Необхідність. Нехай множина A  лінійного прос-
тору X  є опуклою множиною. Згідно з твердженням 4.4.3 coA A , а 

згідно з твердженням 4.4.1 A coA  для будь-якої множини A X . 

Тому справедлива рівність A coA . 

Необхідність доведено. 
Достатність. Нехай для множини A  лінійного простору X  

має місце рівність A coA . Згідно з твердженням 4.4.2 coA  є опук-

лою множиною X . Звідси та з рівності A coA  випливає, що A  є 

опуклою множиною лінійного простору X . 
Достатність доведено. 
Теорему доведено. 
 
 
 

Розділ 5 

ЛІНІЙНІ ФУНКЦІОНАЛИ  

5.1. Означення функціонала. Критерій неперервності 
функціонала 

Означення 5.1.1. Відповідність, при якій кожному елементу 
множини X  відповідає єдине дійсне число, називається дійснознач-
ною функцією, заданою на X , або дійснозначним функціоналом, за-
даним на X . 

Далі будемо розглядати лише дійснозначні функціонали і нази-
вати їх просто функціоналами. 

Часто функціонали позначають літерами ,f  , ….  

Нехай ( , )X   – топологічний простір. Функціонал, заданий на X , 

будемо називати функціоналом, заданим на топологічному просторі X . 

Означення 5.1.2. Функціонал f , заданий на топологічному про-

сторі X , називається неперервним в точці 0x X  (у розумінні то-
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пології  , заданої на X ), якщо для довільного числа 0   існує окіл 

0( )O x  точки 0x  топологічного простору X , такий, що 

0 0( ) ( ) , ( )f x f x x O x   , тобто, якщо 

0 0 0( 0)( ( ))( ( )) ( ) ( )O x x O x f x f x        . 

Означення 5.1.3. Кажуть, що функціонал f , заданий на топо-

логічному просторі X , є неперервним на множині A X , якщо він 

неперервний в кожній точці множини A . 

Означення 5.1.4. Кажуть, що функціонал f , заданий на топо-

логічному просторі X , є неперервним функціоналом, якщо він непе-

рервний у кожній точці x X . 

Теорема 5.1.1 (критерій неперервності функціонала). Для того 

щоб функціонал f  був неперервним на топологічному просторі X , 

необхідно і достатньо, щоб для довільних   і  , , R   , множини 

 : ( )x X f x    та  : ( )x X f x    були відкритими множинами 

цього топологічного простору. 

Доведення. Необхідність. Нехай f  є неперервним функціона-

лом на топологічному просторі X . Доведемо, що множина 

 : ( )x X f x   , де R  , є відкритою множиною цього простору. 

Нехай  0 : ( )x x X f x    . Тоді 0( )f x  . Покладемо 

 0f x   . Зрозуміло, що 0  . Оскільки f  є неперервним функ-

ціоналом на X , то він є неперервним у точці 0x . Тому для 

 0f x    існує окіл 0( )O x  точки 0x  простору X  такий, що для 

довільних 0( )x O x  має місце нерівність 

  0 0( ) ( )f x f x f x     . (5.1) 

З (5.1) випливає, що 

0 0( ) ( ) ( )f x f x f x    для довільного 0( )x O x . 

Тому ( )f x   для довільного 0( )x O x . Звідси випливає, що 

 0( ) : ( )O x x X f x    . 

Згідно з теоремою 1.2.1  : ( )x X f x    є відкритою множи-

ною простору X . 

Аналогічно доводиться, що множина  : ( )x X f x    є відк-

ритою множиною топологічного простору X . 

Необхідність доведено. 
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Достатність. Нехай для довільних , R    множини 

 : ( )x X f x   ,  : ( )x X f x    є відкритими множинами тополо-

гічного простору X . Доведемо, що f  є неперервним функціоналом на 

цьому просторі. Нехай 0  , 0x X . Покладемо  0f x   . За 

умовами теореми множина   0: ( )A x X f x f x       є відкри-

тою множиною X . Зрозуміло, що 0x A . Для довільного x A  

 0( )f x f x  . Отже,  

  0( )f x f x   , x A . (5.2) 

Покладемо  0f x   . За умовами теореми множина 

  0: ( )B x X f x f x       є відкритою множиною X . Зрозу-

міло, що 0x B . Для довільного x B   0( )f x f x   . Отже,  

  0 ( )f x f x   , x B . (5.3) 

Оскільки  0O x A B   є перетином двох відкритих множин A  

і B , то  0O x  є відкритою множиною (див. властивість 3 )  підроз-

ділу1.2) простору X , яка містить точку 0x . Тому  0O x  є околом 

точки 0x  (див. означення 1.2.2). Згідно з (5.2) та (5.3) отримаємо, що 

для довільного  0x O x  

 0( )f x f x   . 

Тому функціонал f  є неперервним у точці 0x X . Оскільки 0x  

вибрано довільно з X , то звідси випливає, що f  є неперервним функ-

ціоналом на X . 
Достатність доведено. 
Теорему доведено. 

5.2. Лінійні функціонали та деякі їх властивості  

Означення 5.2.1. Функціонал f , заданий на лінійному просторі 

X , називається лінійним функціоналом, якщо: 

1)  , ( ) ( ) ( ),x y X f x y f x f y      

2)     ( ) ( ).R x X f x f x        

Розглянемо деякі приклади лінійних функціоналів, заданих на 
лінійних просторах. 
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Приклад 5.2.1. Нехай 1, ( , ..., )
n n

nX R c c c R   . Для 

1( ,..., )
n

nx x x R   покладемо 

1 1 2 2( ) ... ,n nf x c x c x c x c x     . 

Переконаємося, що f  є лінійним функціоналом, заданим на 
n

R . 

Дійсно, нехай 1 2
,

n
x x R , тоді  

1 2 1 2 1 2 1 2
( ) , , , ( ) ( )f x x c x x c x c x f x f x       . 

Умова 1) виконується. 

Нехай R  , n
x R . Тоді 

( ) , , ( )f x c x c x f x      .  

Умова 2) виконується. 

Отже, f  є лінійним функціоналом, заданим на 
n

R . 

Приклад 5.2.2. Нехай [ , ] 0, [ , ]a bX C t a b  . Для довільного 

[ , ]a bx C  покладемо 0( ) ( )f x x t . 

Переконаємося, що f  є лінійним функціоналом, заданим на [ , ]a bC . 

Дійсно, для довільних 1 2 [ , ], a bx x C  

1 2 1 2 0 1 0 2 0 1 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x x x x t x t x t f x f x        

Для R  , [ , ]a bx C  

  0 0( ) ( ) ( ) ( )f x x t x t f x      . 

Отже, f  є лінійним функціоналом, заданим на [ , ]a bC . 

Розглянемо деякі властивості лінійних функціоналів. 

Теорема 5.2.1. Нехай X  – лінійний простір, Q  – опукла мно-

жина простору X , c R , f  – лінійний функціонал, заданий на X , 

( )f x c  для всіх x Q . Тоді або ( )f x c  для всіх x Q , або 

( )f x c  для всіх x Q . 

Доведення. Доведення проведемо методом від супротивного.  

Припустимо, що існують такі 1 2,x x Q , що 1( )f x c , 

2( )f x c . 

Розглянемо числову функцію 

1 2 1 2( ) ((1 ) ) (1 ) ( ) ( )f x x c f x f x c             

2 1 1( ( ) ( )) ( ) ,f x f x f x c     R  . 

Маємо, що  

 1(0) ( ) 0,f x c     2(1) ( ) 0f x c    . (5.4) 
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Оскільки    , R  , є лінійною функцією, заданою на R , то 

вона неперервна на R . З нерівностей (5.4) і неперервності функції 

( )  , R  , випливає, що існує число 0 (0,1)  , для якого 

0 0 1 0 2( ) ((1 ) ) 0f x x c        . 

Тому для точки  0 1 0 21x x x     ( )f x c , причому x Q , 

оскільки Q  є опуклою множиною простору X , що суперечить умові 

теореми. 

Отже, або ( )f x c  для всіх x Q , або ( )f x c  для всіх x Q . 

Теорему доведено. 

Теорема 5.2.2. Нехай X  – лінійний топологічний простір, Q  – від-

крита множина простору X , f  – ненульовий лінійний функціонал, за-

даний на X , ( )f x c  для всіх x Q . Тоді ( )f x c  для всіх x Q . 

Доведення. Доведення проведемо методом від супротивного. 

Припустимо, що існує елемент 0x Q  такий, що 0( )f x c . 

Оскільки множина Q  є відкритою, то Q  є околом точки 0x . Згідно 

з теоремою 3.3.1 існує такий окіл (0)O  точки нуль, що  0 0Q x O  . 

Відповідно до теореми 3.3.3 існує зрівноважений окіл (0)  точки нуль 

простору X , який включається в окіл (0)O . Тоді  0 0x    

 0 0x O Q   . Тому для довільного (0)z   0x z Q  , а, отже, 

 0 0 0( ) ( ) ( )f x z f x f z c f x     . 

Звідси випливає, що  

 ( ) 0, (0)f z z   . (5.5) 

Оскільки (0)  – зрівноважений окіл нуля, то для довільного 

(0)z   також і   (0)z   . Зі співвідношення (5.5) одержимо, що 

 ( ) 0f z f z    . Тому  

 ( ) 0, (0)f z z   . (5.6) 

Внаслідок (5.5) та (5.6) одержуємо, що ( (0)) ( ) 0z f z   . 

Переконаємось, що ( ) 0f x   для довільного x X . Оскільки 

(0)  є поглинаючою множиною простору X (див. теорему 3.3.2), то 

0 0( )( 0)( : ) (0)x X x           . 

Тому для x X  існують число 0   та елемент (0)z   такі, 

що x z . Звідси 

( ) ( ) ( ) 0 0f x f z f z       . 
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Отже, ( ) 0f x   для довільного x X . Тому f – нульовий фун-

кціонал, що суперечить умові теореми.  

Одержана суперечність доводить, що ( )f x c  для всіх x Q . 

Теорему доведено. 

Надалі будемо розглядати, в основному, функціонали, неперерв-
ні на лінійному топологічному просторі X . 

Легко переконатися, що лінійний функціонал f прикладу 5.2.1 є 

неперервним на просторі 
n

R , який є нормованим і, отже, лінійним 
топологічним простором. 

Переконаємось, що лінійний функціонал f прикладу 5.2.2 є непере-

рвним на лінійному топологічному просторі [ , ]a bC , топологія якого по-

роджена рівномірною нормою, заданою на [ , ]a bC  (див. приклад 2.2.3). 

Нехай, як і в прикладі 5.2.2,  0 ,t a b . Для довільного 0   ро-

зглянемо окіл 0( )O x  точки 0 [ , ]a bx C  такий, що  

 0 [ , ] 0( ) :a bO x x C x x       . 

Тоді для довільного 0( )x O x  

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f x f x x t x t x x t       

0 0max ( )( )
a t b

x x t x x  
 

      . 

Отже,  

 0 0 0 0( 0)( ( ) : )( ( )) ( ) ( )O x x x x x O x f x f x              . 

Це й означає, що f  є лінійним функціоналом, неперервним у 

будь-якій точці 0 [ , ]a bx C , а, отже, неперервний на [ , ]a bC .  

Теорема 5.2.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір. Якщо 

лінійний функціонал f , заданий на X , неперервний у деякій точці 

0x X , то він неперервний на X . 

Доведення. Нехай X  – лінійний топологічний простір, f  – за-

даний на X  лінійний функціонал, неперервний в точці 0x X . Не-

хай y  – довільна точка простору X . Оскільки f  неперервний у то-

чці 0x , то 

0 0 0( 0)( ( ))( ( )) ( ) ( )O x x O x f x f x        . 

Розглянемо множину    0 0O y O x x y   . Зрозуміло, що 

 O y  є околом точки y . Тоді для довільного  z O y  існує 

 0x O x , що 0z x x y   . Тому  
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 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f z f y f x x y f y f x f x         . 

Отже,  

( 0)( ( ))( ( )) ( ) ( )O y z O y f z f y        . 

Це й означає, що функціонал f  є неперервним у будь-якій точці 

y X . 

Теорему доведено. 

5.3. Простір, спряжений з лінійним топологічним простором,  

і слабка *  топологія цього простору  

На множині лінійних функціоналів, визначених на лінійному прос-

торі X , можна ввести лінійні операції. Нехай f  та   – такі функціона-

ли. Означимо суму цих функціоналів рівністю     ( ) ( )f x f x x    , 

x X , а добуток дійсного числа   на функціонал f  – рівністю 

    ( )f x f x  , x X . 

Зрозуміло, що f   та f  є лінійними функціоналами, зада-

ними на X . Легко перевірити, що означені в такий спосіб операції 

додавання функціоналів та множення їх на числа задовольняють ак-

сіомам лінійного простору. Тому множина всіх лінійних функціона-

лів, заданих на лінійному просторі X, є лінійним простором. Зокрема, 

нулем цього простору є такий функціонал 0 , що  0 0x   для будь-

яких x X , а протилежним до лінійного функціонала f  буде функ-

ціонал  1f f   . 

Якщо X – лінійний топологічний простір, то сума двох неперер-

вних лінійних функціоналів, заданих на X, та добуток лінійного непе-

рервного функціонала, заданого на X, на число також є лінійними 

неперервними функціоналами, заданим на X. 

З вищезазначеного випливає, що множина всіх лінійних непере-

рвних функціоналів, заданих на лінійному топологічному просторі X, 

є лінійним простором. 

Означення 5.3.1. Нехай X – лінійний топологічний простір. Лі-

нійний простір всіх лінійних неперервних функціоналів, заданих на X, 

називають простором, спряженим з X , і позначають як 
*

X . 

Означення 5.3.2. Лінійний топологічний простір називається ло-

кально опуклим лінійним топологічним простором, якщо існує базис 

околів точки нуль цього простору, який складається з опуклих множин.  
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Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – простір, спря-

жений з X . Простір 
*

X  можна зробити топологічним. Один із спо-

собів задання топології на 
*

X  розглянуто нижче. 

Теорема 5.3.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – 

простір, спряжений з X ,   0O f ,   0O  , … – множини підмно-

жин  0O f ,  0O  , … простору 
*

X , поставлені у відповідність 

елементам 0f , 0 , … цього простору, які визначаються числами 

0  ; 0  ; … та точками ,ix X  1,i m ; ,jy X  1,j n ;… 

відповідно в такий спосіб: 

        *
0 0 1 0; ; ,..., : , 1,m i iO f O f x x f X f x f x i m       ,  

        *
0 0 1 0; ; , ..., : , 1,n j jO O y y X y y j n            , …. 

Тоді: 

1)     0 0 0f O f O f  , 

2)              1 0 2 0 0 3 0 0,O f O f O f O f O f     

     3 0 1 0 2 0O f O f O f  , 

3)            0 0 0 0 0O f O f O O           0 0O O f  . 

Доведення. Оскільки    0 0 0 , 1,i if x f x i m    , то 

 0 0f O f  для всіх     0 0O f O f . 

Отже, співвідношення 1) має місце. 
Доведемо справедливість співвідношення 2). Нехай  

      * 1 1
1 0 0 1 1: , 1,i iO f f X f x f x i m     , 

де 
1

,ix X  11, ,i m  1 0  ; 

      * 2 2
2 0 0 2 2: , 1,i iO f f X f x f x i m     , 

де 
2

,ix X  21, ,i m  2 0  . 

Покладемо  

 

        
3 0

* 1 1 2 2
0 3 1 0 3 2: , 1, ; , 1, ,i i i i

O f

f X f x f x i m f x f x i m 



       
  

де  3 1 2min ,   . Зрозуміло, що      3 0 1 0 2 0O f O f O f  .  

Співвідношення 2) встановлено. 
Переконаємося у справедливості співвідношення 3). 



45 

Нехай       *
0 0 0: , 1,i iO f f X f x f x i m       , де 

,ix X  1,i m , 0  . 

Тоді    0 0
1
max i i

i m
x f x 

 
  .  

Покладемо    0 0
1
max 0i i

i m
x f x  

 
     та розглянемо 

      *
0 0: , 1, .i iO X x x i m          

Переконаємося, що    0 0O O f  . Нехай  0O  . Тоді  

   0i ix x    , 1,i m . 

Звідси одержимо, що для  1,...,i m  

               0 0 0 0 0i i i i i i i ix f x x x x f x x x              

           0 0 0 0 0 0
1 1 1
max max maxi i i i i i

i m i m i m
x f x x f x x f x    

     
        . 

Отже,  0O f   для всіх  0O  . Тому    0 0O O f  . 

Співвідношення 3) встановлено. 

Теорему доведено. 

Якщо до   віднести порожню множину та множини A  просто-

ру 
*

X  такі, що для будь-якого 0f A  існує  0O f ,  0O f A , то 

згідно з теоремою 1.5.2   задає топологію на 
*

X , яку називають 

слабкою* топологією. 

Відповідно до теореми 1.5.2 множини   0O f ,   0O  , … утво-

рюють базиси околів точок 0f , 0 , … у розумінні слабкої * топології 

простору 
*

X . 

Теорема 5.3.2. Простір 
*

X , наділений слабкою* топологією, є 

локально опуклим віддільним лінійним топологічним простором. 

Доведення. Перш за все доведемо, що простір 
*

X , наділений 

слабкою* топологією, є лінійним топологічним простором. 

Для цього необхідно переконатися лише, що операції додавання 

елементів цього простору і множення їх на числа є неперервними у 

розумінні слабкої* топології. 

Нехай 
*

0 0,f X   і  0 0V f   – довільний окіл точки 0 0f  . 

Оскільки   0 0O f   – базис околів точки 0 0f  , то існує 

   0 0 0 0O f V f    . Маємо, що  
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        *
0 0 0 0: , 1,i iO f X x f x i m           , 

де ix X , 1,i m , 0  . 

Покладемо  

     *
0 0: , 1,

2
i iO f f X f x f x i m

 
     
 

, 

     *
0 0: , 1,

2
i iO X x x i m


   

 
     
 

. 

Тоді для  0f O f ,  0O   маємо, що  

               0 0 0 0
2 2

i i i i i if x f x f x f x x x
 

              , 

1,i m . 

Звідси випливає, що  0 0f O f    . Тому  

       0 0 0 0 0 0O f O O f V f       . 

Це й означає, що операція додавання елементів простору 
*

X  є 

неперервною у розумінні слабкої* топології цього простору. 

Нехай тепер 
*

0f X , R   і  0V f  – довільний окіл точки 

0f . Оскільки   0O f  – базис околів точки 0f , то існує 

   0 0O f V f  . Нехай  

        *
0 0: , 1,i iO f X x f x i m         , де ix X , 1,i m , 

0  . 

Для 0   покладемо  

   :O R        , 

      *
0 0: , 1,i iO f f X f x f x i m     . 

Тоді для  O  ,  0f O f  маємо, що  

        ,     , 

 

       

            

     

0

0 0 0

0 0
1
max , 1, .

i i

i i i i i

i i
i m

f x f x

f x f x f x f x f x

f x f x i m

 

   

     
 

 

      

     

 (5.7) 

Виберемо 0   настільки малим, що    0
1
max i

i m
f x    

 
   . 
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Тоді для такого 0   матимемо (див. 5.7), що  

       0i if x f x    , 1,i m . 

Звідси випливає, що  0f O f  . Тому  

       0 0 0O O f O f V f    . 

Це й означає, що операція множення елементів простору 
*

X  на 
дійсні числа є неперервною. 

Оскільки 
*

X  є лінійним простором, топологічним простором та 

операції додавання елементів простору 
*

X  і множення їх на дійсні 

числа є неперервними відносно заданої на 
*

X  слабкої* топології, то 
*

X  є лінійним топологічним простором. 

Переконаємося, що 
*

X  є локально опуклим простором. Для цьо-

го достатньо переконатися, що для 
*

0 0f X   околи  0O  базису 

  0O  околів точки 0  є опуклими множинами (див. означення 5.3.2).  

Нехай     *
1 2, 0 : , 1,if f O f X f x i m     , де ix X , 

1,i m , 0  ;  0,1  . 

Тоді для   1 21f f f     матимемо, що  

       1 21i i if x f x f x      

       1 21 1i if x f x            , 1,i m , 

оскільки  1 2, 0f f O . 

Звідси випливає, що    1 2, 0f f O . Тому  0O  є опуклим око-

лом точки 0  для всіх     0 0O O . 

Це й означає, що 
*

X  є локально опуклим лінійним топологіч-
ним простором. 

Переконаємося у його віддільності. Нехай 
*

0 0,f X   та 

0 0f  . Тоді існує 1x X , що    0 1 0 1f x x . Покладемо 

   0 1 0 1

2

f x x



 . Зрозуміло, що 0  .  

Нехай  

      *
0 1 0 1:O f f X f x f x     , 

      *
0 1 0 1:O X x x        . 
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Доведемо, що  

    0 0O f O    . (5.8) 

Припустимо, що існує    0 0O f O   . Тоді 

   1 0 1x f x   ,    1 0 1x x    . З урахуванням цього одер-

жимо, що  

               0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 12f x x f x x x x f x x             . 

Одержана суперечність доводить, що має місце співвідношен-

ня (5.8). 

Тому 
*

X  є локально опуклим віддільним лінійним топологіч-

ним простором. 

Теорему доведено. 

Теорема 5.3.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – 

простір, спряжений з X , x X ,    x f f x  , 
*

f X . Функціонал 

x  є лінійним функціоналом, неперервним на 
*

X  відносно слабкої* 

топології. 

Доведення. Маємо для 
*

1 2,f f X , R  , що  

             1 2 1 2 1 2 1 2x x xf f f f x f x f x f f         , 

         1 1 1 1x xf f x f x f       . 

Тому x  є лінійним функціоналом, заданим на 
*

X .  

Нехай 0  ,       *
0 0:O f f X f x f x     . 

Тоді для всіх  0f O f  

       0 0x xf f f x f x      . 

Отже,  

 0    0O f    0f O f     0x xf f    . 

Тобто функціонал x  є неперервним у будь-якій точці 
*

0f X  

відносно слабкої* топології на 
*

X . Це й означає, що він є неперерв-

ним відносно цієї топології на 
*

X . 

Теорему доведено. 
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Розділ 6 

ТЕОРЕМИ ПРО ВІДДІЛЬНІСТЬ ДВОХ ОПУКЛИХ МНОЖИН 

6.1. Гіперплощина та півпростори лінійного топологічного простору 

Нехай 
n

X R , f – ненульовий лінійний функціонал, заданий на 
n

R , тобто 1 1 1( ) ( ,..., )n n nf x f x x c x c x     ,  1,...,
n

nx x x R  , де 

   1 , ..., 0,..., 0nc c  . 

Для c R  множина 

    1 1 1 1,..., : ( ) ,...,
n

n n n nH x x x R f x f x x c x c x c          

називається гіперплощиною простору 
n

R . 

Ця гіперплощина є межею таких множин простору 
n

R : 

    1 1 1 1 1,..., : ( ) ,...,
n

n n n nP x x x R f x f x x c x c x c         , 

    2 1 1 1 1,..., : ( ) ,...,
n

n n n nP x x x R f x f x x c x c x c         , 

    3 1 1 1 1,..., : ( ) ,...,
n

n n n nP x x x R f x f x x c x c x c         , 

    4 1 1 1 1,..., : ( ) ,...,
n

n n n nP x x x R f x f x x c x c x c         . 

Множини 1P , 2P , 3P , 4P  називаються півпросторами простору 
n

R . 

Зрозуміло, що коли 
2

X R , то H  є прямою простору 
2

R , а пі-

впростори 1P , 2P , 3P , 4P  є півплощинами 
2

R . 

Якщо ж 
3

X R , то H  є площиною простору 
3

R , а 1P , 2P , 3P , 

4P  – його півпросторами. 

Нехай тепер X  – лінійний топологічний простір, f  – ненульо-

вий лінійний неперервний функціонал, заданий на X (
*

f X , 

0f  ), c R . 

Аналогічно до вищезазначеного множину 

 : ( )H x X f x c    

назвемо гіперплощиною простору X , а  

 1 : ( )P x X f x c   , 

 2 : ( )P x X f x c   , 

 3 : ( )P x X f x c   , 
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 4 : ( )P x X f x c    

– півпросторами простору X . 

Згідно з теоремою 5.1.1 півпростори 3P , 4P  є відкритими мно-

жинами простору X . 

Оскільки доповненням до півпростору 1P  є відкрита множина 

4P , а доповнення до півпростору 2P  є відкрита множина 3P , то 1P , 

2P  є замкненими множинами простору X  (див. означення 1.3.1). У 

зв’язку з цим півпростори 1P , 2P  називають замкненими півпросто-

рами, півпростори 3P , 4P  – відкритими півпросторами лінійного то-

пологічного простору X . 
Зрозуміло, що гіперплощина H  є межею (див. означення 1.3.3) 

півпросторів 1P , 2P , 3P , 4P ; 3 4P P  ; 1 3P P H  ; 2 4P P H  ; 

1 2H P P  ; 1 2X P P  ; 3 4X P P H   . 

Оскільки H  є перетином замкнених множин 1P , 2P , то H  є за-

мкненою множиною простору X  (див. теорему 1.3.2). 

6.2. Підпростори. Лінійні многовиди.  
Теорема про віддільність двох опуклих множин 

Означення 6.2.1. Нехай X  – лінійний простір. Множина P  
цього простору називається підпростором, якщо: 

1) 1 2 1 2( , )x x P x x P    , 

2) ( , )x P R x P     . 

Приклад 6.2.1. Нехай X  – лінійний простір, P H   

 : ( ) 0x X f x    – гіперплощина цього простору, що проходить через 

точку нуль. Переконаємось, що H  – підпростір простору X .  

Дійсно, 1 2( , )x x H   1 2( ) ( ) 0f x f x  . Тоді  

1 2 1 2( ) ( ) ( ) 0 0 0f x x f x f x      . 

Отже, 1 2x x H  . Умова 1) означення 6.2.1 виконується. 

Також ( , )x H R    

( ) ( ) 0 0f x f x      . 

Тому x H  . Умова 2) означення 6.2.1 виконується. 

Отже, H  є підпростором простору X . 

Означення 6.2.2. Нехай P  – підпростір лінійного простору X , 

0x X . Множина 0 0Q P x x P     називається лінійним много-

видом, що є зсувом підпростору P  на вектор 0x . 
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Теорема 6.2.1 (Гана-Банаха в геометричній формі). Нехай X  – 
лінійний топологічний простір, A  – відкрита опукла множина просто-
ру X , Q  – лінійний многовид цього простору. Якщо Q A   , то 

існує гіперплощина H  простору X , що H A    і H Q . 

Тобто існують ненульовий неперервний лінійний функціонал f, 

заданий на X , та число c , такі, що ( ) ,f x c x Q  , і, крім того, 

( )f x c  або ( )f x c  для всіх x A  (див. теорему 5.2.1). 

Теорема 6.2.2 (про віддільність двох опуклих множин). Нехай 
X  – лінійний топологічний простір, A  – відкрита опукла множина 

простору X , B  – довільна опукла множина цього простору, 

A B   . Тоді існує гіперплощина  : ( )H x X f x c   , де f  – 

ненульовий лінійний неперервний функціонал, c R , що ( )f x c  для 

всіх x A  (   1: ( )A x f x c D   ), ( )f x c  для всіх x B  

(   2: ( )B x f x c D   ). Крім того, 1 2D D  . 

Доведення. Покладемо ( )D A B A B     . Згідно з теоре-

мою 4.2.2 D  – опукла множина простору X . 

Оскільки ( ) ( ( ))
y B y B

D A B A y A y
 

       , то D  – відкрита 

множина (див. теорему 3.2.1 та властивість 2 ) відкритих множин). 

Переконаємось, що 0 D . Припустимо, що 0 D A B   . Тоді 

існують ,x A y B   такі, що 0x y  . Звідси x y , що суперечить 

умові A B    теореми. Отже, 0 D . 

Розглянемо лінійний многовид  0M  . З доведеного випливає, 

що M D  . Тоді згідно з теоремою Гана-Банаха існує гіперпло-

щина  1 : ( )H z X f z d   , де 
*

f X , 0f  , d R , така, що 

 1M H , (6.1) 

 1H D   . (6.2) 

З умови (6.1) випливає, що   10 H , тоді (0) 0f d  . Отже  

 1 : ( ) 0H z X f z   . 

Звідси і з (6.2) одержуємо, що для будь-якого z D  ( ) 0f z  . 

Оскільки D  є опуклою множиною і   0f z  , z D , то згідно з тео-

ремою 5.2.1 ( ) 0f z  , z D , або ( ) 0,f z  z D . 

Припустимо (для конкретності), що ( ) 0f z  , z D . Оскільки 

D A B  , то ( ) ( ) ( ) 0, ,f x y f x f y x A y B      .  

Тому 
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 ( ) ( )f x f y  для довільних ,x A y B  . (6.3) 

З (6.3) одержимо, що sup ( ) inf ( )
y Bx A

f x f y


 . 

Тоді існує c R , що sup ( ) inf ( )
y Bx A

f x c f y


  . Звідси 

( ) ( )f x c f y   для будь-яких ,x A y B  . 

Розглянемо гіперплощину  : ( )H x X f x c   . 

Оскільки 0f  , ( )f x c  для всіх x A  і A  – відкрита множи-

на простору X , то згідно з теоремою 5.2.2 ( )f x c  для всіх x A , 

тобто множина A  включається в півпростір  1 : ( )D x f x c  . 

Оскільки ( )f x c  для всіх x B , то B  включається в півпрос-

тір  2 : ( )D x f x c  . 

Крім того, 1 2D D   . 

Теорему доведено. 

6.3. Друга теорема віддільності 

Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – простір, спря-

жений з X . Кажуть, що лінійний функціонал 
*

f X  сильно розділяє 

множини A  і B , якщо існує число 0   таке, що  

    f x f y   для всіх x A , y B . (6.4) 

Із зазначеного вище випливає, що коли 
*

f X  сильно розділяє 

множини A  і B , то 0f  . В протилежному випадку з (6.4) отриму-

ємо, що 0  , де 0  . 

Теорема 6.3.1 (друга теорема віддільності). Нехай B  – замкнена 

опукла множина локально опуклого лінійного топологічного простору 

,X x X  і x B . Тоді існує функціонал 
*

f X , який сильно розділяє 

x  і B , тобто    f x f y  , y B , для деякого числа 0  . 

Доведення. Множина \X B  є відкритою множиною простору 

X , як доповнення до X  замкненої множини B . Оскільки x B , то 

\x X B . Тому \X B  є околом точки x . 

Оскільки X  є локально опуклим лінійним топологічним просто-

ром, то існує опуклий окіл  O x  точки x, який включається в \X B . 

Тому  O x B   . 
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Згідно з теоремою про віддільність двох опуклих множин мно-

жини  O x  та B  можна розділити ненульовим функціоналом 

*
f X , тобто існує c R , що  

 f z c ,    0z O x x O   ;  f y c , y B , 

де  0O  – опуклий окіл точки 0. 

Отже,        f x u f x f u f y    ,  0u O , y B . 

Звідки  

  
 

   
0

sup inf
y Bu O

f x f u f y


  . (6.5) 

Тому 
 

 
0

sup
u O

f u R


  . Оскільки 0f  , то   0f    для деякого 

X . Згідно з теоремою 3.2.3 існує додатне число  , для якого 

   , 0O     . 

Внаслідок цього  0
2

O

  ,  0

2
O


  . Тоді  

 
 

0

sup max ,
2 2u O

f u f f
 

  


    
       

    

   max , 0
2 2

f f
 

 
 

   
 

. 

Звідси і з (6.5) одержуємо, що    f x f y  , y B , причому 

0  . 

Теорему доведено. 
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Розділ 7 

ОПУКЛІ ФУНКЦІЇ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ 

7.1. Опуклі функції. Критерій опуклості власної функції 

В цьому пункті і далі будемо вважати, що арифметичні операції 
і нерівності, в яких фігурують невласні числа  ,  , довільне дій-

сне число a  та додатне число b , означаються так: 

        ,        ,    b    , 

a   ,        , a  , 

        ,  b   , a  , 

     ,      ,  0 0  ,    ; 
 

вирази       ,        та        вважаються позба-

вленими сенсу; не означається також і операція ділення з невласними 
числами. 

Означення 7.1.1. Нехай X  – довільна множина, p  – функція, 

яка відображає X  в  ,R R   . Тоді: 

1) ефективною множиною функції p  будемо називати множину 

  :domp x X p x    , 

2) функцію p  називають власною функцією, якщо domp    і 

  ,p x x X   , 

3) надграфіком функції p  називається множина  

    , :epi p x X R p x     . 

Приклад 7.1.1. Нехай X R ,  

 
1

, 0,

, 0.

x
p x x

x




 
 

 

Функція p  є власною функцією, оскільки  0,domp      і 

  ,p x x R   . 

Означення 7.1.2. Нехай X  – лінійний простір. Функція 

:p X R  називається опуклою функцією, якщо її надграфік epi p  є 

опуклою множиною в просторі X R . 
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Означення 7.1.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір. 

Функція :p X R  називається замкненою функцією, якщо її над-

графік є замкненою множиною в просторі X R . 

Приклад 7.1.2. Нехай X  – лінійний нормований простір, 

 p x x , x X . Тоді p  є опуклою та замкненою функцією, зада-

ною на X . 

Дійсно, нехай    1 2
1 2, , ,x x epi p   . Тоді 1

1x  , 2
2x  . 

Доведемо, що відрізок    1 2
1 2, , ,x x epi p   

 
. Нехай 

     1 2
1 2, , , ,x x x   

 
. Тоді існує  0,1   таке, що 

           1 2 1 2
1 2 1 2, 1 , , 1 , 1x x x x x                 . 

Маємо, що 

     1 2 1 2
1 21 1 1x x x x x               . 

Отже,       1 2
1 2, 1 , 1x x x epi p           . 

Тому і    1 2
1 2, , ,x x epi p   

 
. 

Звідси випливає, що epi p  є опуклою множиною, а, отже, p  – 

опукла функція. 

Переконаємося у її замкненості. Для цього доведемо, що epi p  є 

замкненою множиною простору X R . Нехай  0 0,x X R    і 

 0 0,x epi p   (  0 0,x   належить доповненню epi p  до X R ). 

Тоді  0 0p x  . Виберемо число 0   так, що  0 0p x   , і 

розглянемо окіл      0 0 0 0 0, ,O x O x         точки  0 0,x   

простору X R , де       0 0 0 0:O x x X x x p x         . 

Для будь-якого    0 0, ,x O x   матимемо, що  

       0 0 0 0 0 0p x p x x x x x x x p x             , 

0 0        . 

Звідси випливає, що   0p x      . 

Отже,  ,x epi p   для всіх    0 0, ,x O x  , тобто разом з 

точкою  0 0,x   в доповнення epi p  до X R  включається також її 

окіл  0 0,O x  . 
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Відповідно до теореми 1.2.1 доповнення epi p  до простору 

X R  є відкритою множиною. Згідно з означенням 1.3.1 epi p  є за-

мкненою множиною. Тому p  – замкнена функція. 

Теорема 7.1.1 (критерій опуклості власної функції). Нехай X  – 

лінійний простір. Для того щоб власна функція :p X R  була опук-

лою, необхідно і достатньо, щоб 1 2,x x X   виконувалась нерівність 

         1 2 1 21 1p x x p x p x        ,  0,1  . (7.1) 

Доведення. Необхідність. Нехай X  – лінійний простір, p  – влас-

на опукла функція, задана на X . Тоді epi p  є опуклою множиною прос-

тору X R .  
Якщо 0   або 1  , то права і ліва частини співвідношен-

ня (7.1) співпадають. 

Якщо  0,1   і хоча б одне із значень    1 2,p x p x  дорівнює 

 , то права частина рівності (7.1) рівна  , тоді нерівність (7.1) 
має місце. 

Нехай    1 2,p x p x R . Тоді   1 1,x p x epi p ,   2 2,x p x epi p . 

Оскільки epi p  є опуклою множиною, то  0,1   

       1 1 2 21 , ,x p x x p x     

        

     
1 2 1 2

1 1 2 2

1 ; 1

, ; , .

x x p x p x

x p x x p x epi p

        

   

  

Звідси 

        1 2 1 21 1p x x p x p x        ,  0,1  . 

Отже, нерівність (7.1) має місце для всіх  0,1  . 

Необхідність доведено. 
Достатність. Нехай X  – лінійний простір, p  – власна функція, 

задана на X , для якої виконується нерівність (7.1). Доведемо, що p  – 

опукла функція. 

Нехай  1 1,x epi p  ,  2 2,x epi p  . Тоді  1 1p x  ,  2 2p x  . 

Доведемо, що відрізок    1 1 2 2, , ,x x epi p     . Нехай 

     1 1 2 2, , , ,x x x      . Тоді існує  0,1   таке, що 

            1 1 2 2 1 2 1 2, 1 , , 1 , 1x x x x x                 . 

З нерівності (7.1) випливає, що 

          1 2 1 2 1 21 1 1p x x p x p x              . 
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Це означає, що  ,x epi p  , а отже, і    1 1 2 2, , ,x x epi p     . 

Звідси випливає, що epi p  – опукла множина простору X R . Тому 

p  – опукла функція. 

Достатність доведено. 
Теорему доведено. 

Твердження 7.1.1. Нехай X  – лінійний простір, p  – власна 

опукла функція, задана на X , 0x domp , f  – лінійний функціонал, 

заданий на X , , ,a b c R , 0a  . 

Тоді функція      0g x ap x x bf x c    , x X , є власною 

опуклою функцією, заданою на X . 

Доведення. Оскільки  0p x x   ,  f x   , x X , то 

     0g x ap x x bf x c      , x X . Крім того,    00g ap x   

c   . Оскільки  g x   , x X , та  0g   , то g  є власною 

функцією, заданою на X . Нехай 1 2,x x X ,  0,1  . Маємо, що  

        1 2 0 1 2 1 21 1 1g x x ap x x x bf x x c                 

             0 1 0 2 1 21 1a p x x p x x b f x f x c              

           0 1 1 0 2 21 ap x x bf x c ap x x bf x c            

     1 21 g x g x    . 

Звідси і з теореми 7.1.1 випливає, що g  є опуклою функцією, 

заданою на X . 
Твердження доведено. 

Теорема 7.1.2. Нехай X  – лінійний простір, :p X R  – власна 

функція, задана на X . Для того щоб p  була опуклою на X , необхід-

но і достатньо, щоб для будь-яких ,x h X  функція    t p x th   , 

t R , була опуклою на R . 

Доведення. Необхідність. Нехай p  – опукла функція на X . 

Доведемо, що функція  t , t R , є опуклою функцією на R . 

Нехай 1 2,t t R ,  0,1  . Тоді  

      1 2 1 21 1t t p x t t h            

            1 2 1 21 1p x t h x t h p x t h p x t h               

     1 21 t t     . 
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Отже,         1 2 1 21 1t t t t          . Тому, згідно з 

теоремою 7.1.1,  t , t R , є опуклою на R , що й потрібно було 

встановити. 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай  t , t R , є опуклою функцією на R . 

Доведемо, що p  – опукла функція на X . 

Нехай  1 2, , 0,1x x X   . Покладемо 1x x , 2 1h x x  . За 

умовою функція     1 2 1 ,t p x t x x t R     , є опуклою. Тому  

        1 2 1 1 21 0 1 1p x x x p x x                 

           1 21 0 1 1 p x p x          . 

Отже,  

        1 2 1 21 1p x x p x p x        ,  0,1  . 

Згідно з теоремою 7.1.1 p  є опуклою функцією на X . 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 

7.2. Властивість власної опуклої функції однієї змінної 

Теорема 7.2.2. Нехай   – власна опукла функція, задана на R . 

Якщо числа 0 1 2, ,    із dom  такі, що 0 1 2    , то мають місце 

співвідношення: 

 
       1 0 2 0

1 0 2 0

       

   

 


 
, (7.2) 

 
       1 0 2 1

1 0 2 1

       

   

 


 
. (7.3) 

Доведення. Доведемо співвідношення (7.2). Оскільки 

0 1 2    , то  1 0 2,   , а отже, існує  0,1  , для якого  

   1 0 2 0 2 01             . 

Звідси 

 1 0

2 0

0 1
 


 


  


. (7.4) 

Оскільки   за умовою є власною опуклою функцією, то за теоре-

мою 7.1.1  
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           1 0 2 0 21 1                . (7.5) 

Тому  

        1 0
1 0 2 0

2 0

 
       

 


  


. 

Поділивши останню нерівність на 1 0  , одержимо  

       1 0 2 0

1 0 2 0

       

   

 


 
. 

Співвідношення (7.2) доведено. 
Доведемо співвідношення (7.3). Із співвідношень (7.4), (7.5) випли-

ває, що 

       1 0 21         , де 1 0

2 0

0 1
 


 


  


. 

Тоді 1 0 2 1

2 0 2 0

1 1
   


   

 
   

 
. 

З урахуванням того, що 

            1 0 2 1 11                , 

            1 0 2 11 1               ,  

           1 0 2 11              , 

одержимо 

         1 02 1
1 0 2 1

2 0 2 0

  
       

   


  

 
. 

Звідси  

       1 0 2 1

1 0 2 1

       

   

 


 
.  

Співвідношення (7.3) доведено. 
Теорему доведено. 

7.3. Неперервність власної опуклої функції 

Теорема 7.3.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, p  – 

власна опукла функція, задана на X , 0x domp . Для того щоб функ-

ція p  була неперервною в точці 0x , необхідно і достатньо, щоб вона 

була обмежена зверху в деякому околі цієї точки. 

Доведення. Необхідність. Нехай p  – неперервна в точці 

0x domp . Доведемо, що p  обмежена зверху в деякому околі точки 0x . 
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Оскільки p  – неперервна в точці 0x , то для 1   існує окіл 

 0O x  точки 0x  простору X  такий, що  

      0 0 1x O x p x p x    . 

Тоді для  0x O x  

       0 0 1p x p x p x p x    . 

Звідси      0 01 ,p x p x c x O x    . 

Отже, p  обмежена зверху в околі  0O x  точки 0x . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай p  є обмеженою зверху в деякому околі 

точки 0x . Доведемо, що p  неперервна в точці 0x . 

Припустимо, що 0 0x  . Тоді існує число c  та окіл  1 0O  точки 

0 простору X  такі, що    1, 0p x c x O  . Доведемо, що функція p  

є неперервною в точці 0 . 

Згідно з теоремою 3.3.3 існує    2 10 0O O , де  2 0O  – зрівно-

важений окіл точки 0. Тому  p tx c  для всіх  2 0x O , : 1t R t  . 

Для  2 0x O  розглянемо функцію    t p tx  , t R . Оскіль-

ки p  – власна опукла функція, задана на X , то згідно з теоремою 

7.1.2   – власна опукла функція. Нехай 0 1  . Розглянемо на чи-

словій прямій точки 1, 0, , 1 . Оскільки    1 p x c     , 

   0 0p c   ,    p x c    ,    1 p x c   , то точки 

1, 0, , 1  належать dom . 

Згідно з співвідношенням (7.2) для 0, , 1  одержимо 

       0 1 0

0 1 0

    



 


 
, 

   
     

0
0 0

p x p
p x p c p






    . 

Тому  

       0 0p x p c p    . (7.6) 

Згідно з співвідношенням (7.3) для 1, 0,   одержимо 

   

 

   0 1 0

0 1 0

    



  


  
, 
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       0 0

1

p p x p x p



  
 ,  

     0 0

1

p x p p c



 
 . 

Тому  

       0 0p x p p c    .  (7.7) 

Оскільки  0 0c p  , то, з урахуванням (7.6), (7.7), одержимо 

       0 0p x p c p    , де  20 1, 0x O   . (7.8) 

Для 0   оберемо число 1  таке, що 10     і 

 
10 1

0c p


 


. Розглянемо окіл нуля  

 
 1

20 0
0

O O
c p





. Для 

довільного  0y O  існує  2 0x O  таке, що 
 

1

0
y x

c p





. Тоді, 

поклавши 
 

1

0c p


 


, з урахуванням (7.8) одержимо, що 

          0 0 0p y p p x p c p      

 
  1

10
0

c p
c p


    


. 

Отже,            0 0 0 0O y O p y p        . 

Тому p  є неперервною в точці 0 , що й потрібно було довести. 

Нехай тепер 0 0x  , функція p  обмежена зверху в деякому околі 

точки 0x , тобто існують окіл  0O x  точки 0x  простору X  та число c  

такі, що для будь-якого  0x O x   p x c . Розглянемо функцію 

     0 0g x p x x p x   , x X . Зрозуміло, що g  – власна опукла на 

X  функція і  0 0g  . 

Згідно з теоремою 3.3.1 існує окіл нуля  0O  простору X  та-

кий, що    0 0 0O x x O  . 

Тоді для  0x O :  0 0x x O x   і  0p x x c  . Звідси для 

будь-якого  0x O  

       0 0 0 1g x p x x p x c p x c      . 
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Тому функція g  є обмеженою зверху в околі точки нуль. З доведе-

ного вище випливає, що вона неперервна в точці 0 . Це означає, що  

            1 10 0 0 0O x O g x g        , (7.9) 

де  1 0O  – окіл точки 0. 

Покладемо    1 0 0 1 0O x x O   та розглянемо    0p y p x , де 

 1 0y O x . Оскільки для  1 0y O x  існує  1 0x O , що 0y x x  , 

то з урахуванням (7.9) одержимо, що 

           0 0 0 0p y p x p x x p x g x g        . 

Отже,  

       1 0 1 00 O x y O x        0p y p x   , 

де  1 0O x  – окіл точки 0x . 

Тому функція p  є неперервною в точці 0x , що й потрібно було до-

вести. 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 

Теорема 7.3.2. Нехай X  – лінійний топологічний простір, p  – 

власна опукла функція, задана на X . Якщо функція p  неперервна в 

точці 0x X , то вона неперервна на int domp . 

Доведення. Нехай p  є власною опуклою функцією, неперервною в 

точці 0x X . Тоді для 1   існує окіл  0O x  точки 0x  простору X  

такий, що  

  0x O x      0 1p x p x  . 

Звідси одержуємо, що 

    0 1p x p x  ,  0x O x . (7.10) 

Тому  0O x domp  і, отже, 0 intx domp . 

Візьмемо  0 0 1p x   . Маємо, що  0 0,x epi p  , оскільки 

   0 0 01p x p x    . 

Розглянемо окіл       0 0 0 0, 1,O x O x p x      точки 

 0 0,x   простору X R . Для кожної точки    0 0, ,x O x   маємо, 

що  0x O x , а  0 1p x   . Звідси та із співвідношення (7.10) 

одержуємо, що    0 1p x p x    ,  0x O x . 
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Отже,  ,x epi p  , для всіх  

        0 0 0 0, , 1,x O x O x p x      . 

Тому  0 0,O x epi p  . Це означає, що  0 0, intx epi p  . 

Нехай тепер intx domp . Згідно з теоремою 3.2.3 існує 0  , 

що  0 intx t x x domp   ,  ,t    . Нехай 0t   . Маємо, що 

 1 0 1 intx tx t x domp    , а 

  0 1 0 1

1
1

1 1

t
x x x x x

t t
 


    

 
, де 

1

1 t
 


, (7.11) 

причому 0 1  . 

Оскільки 1 intx dom p , то   1 1,x p x epi p . Внаслідок опук-

лості epi p , співвідношень   1 1,x p x epi p ,  0 0, intx epi p  , те-

ореми 4.3.2 робимо висновок, що 

      

        
0 0 1 1

0 1 0 1

1 , ,

1 , 1 , int ,

x x p x

x x p x x epi p

  

     

  

      
 

де    0 11 p x      . 

Звідси випливає, що існують окіл  O x  точки x  простору X  та 

число 0   такі, що окіл      , ,O x O x         точки  ,x   

простору X R  включається в epi p . 

Тому для всіх      , ,x O x         матимемо, що 

 p x      . 

Отже, функція p  є обмеженою зверху в околі  O x  точки x  

(   ,p x     x O x ). 

Згідно з теоремою 7.3.1 вона є неперервною в точці x . Оскільки 

точку x  вибрано довільно з int dom p , то p  є неперервною на 

int dom p . 

Теорему доведено. 
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Розділ 8 

ПОНЯТТЯ СПРЯЖЕНОЇ ФУНКЦІЇ.  
ПРИКЛАДИ СПРЯЖЕНИХ ФУНКЦІЙ. ВЛАСТИВОСТІ 
СПРЯЖЕНИХ ФУНКЦІЙ. ТЕОРЕМА ФЕНХЕЛЯ-МОРО 

8.1. Означення спряжених функцій.  
Приклади спряжених функцій 

Означення 8.1.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, p : 

X R  – функція, задана на X , 
*

X  – простір, спряжений з X . Для 

всіх 
*

f X  покладемо 

      *
sup
x X

p f f x p x


  . 

Функцію  *
p f , 

*
f X , називають функцією, спряженою з p , 

або полярою функції p . 

Розглянемо деякі приклади спряжених функцій. 

Приклад 8.1.1. Нехай   2
p x x , x R . Оскільки 

*
f R  тоді і 

тільки тоді, коли  f x cx , x R , для деякого c R , то 

        * 2
sup sup
x R x R

p f f x p x cx x
 

    . 

Розглянемо функцію   2
x cx x   , x R . Маємо   2x c x    . 

Точка 
2

c
x   – точка, в якій функція  x  приймає своє найбільше  

значення.  

Отже, якщо  f x cx , x R , де c R , то 

   
2 2

*
sup

2 4 4x R

c c c
p f x c



     . 

Приклад 8.1.2. Розглянемо функцію  
2

1

1
p x

x



, x R . 

Тоді  * 0, 0,

, 0.

f
p f

f


 

 
 

Дійсно, нехай 0f  . Тоді  

      * *

2 2

1 1
0 sup 0 sup inf

1 1x Rx R x R

p f p p x
x x 

 
       

  
. 
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Оскільки 
2

1
0

1 x



 для всіх x R  і 

2

1
lim 0

1x x



, то 

 inf 0
x R

p x


 , а, отже,  *
0 0p  . 

Нехай тепер 0f  . Тоді  f x cx , де 0c  , 

  *

2 2

1 1
sup ,

1 1x R

p f cx cx x R
x x

 
     

  
. (8.1) 

Нехай 0c  . Тоді з (8.1)  

 *

2

1
lim

1x
p f cx

x

 
    

 
. 

Тому  *
p f   , якщо  f x cx , x R , де 0c  . 

Нехай 0c  . Тоді з (8.1)  

 *

2

1
lim

1x
p f cx

x

 
    

 
. 

Тому  *
p f   , якщо  f x cx , x R , де 0c  . 

Отже,  * 0, 0,

, 0.

f
p f

f


 

 
 

8.2. Властивості спряжених функцій 

Наведемо деякі властивості спряжених функцій. 

Твердження 8.2.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

:p X R  – власна функція, задана на X . Має місце нерівність  

      *
p x p f f x  , x X , 

*
f X . (8.2) 

Доведення. Згідно з означенням 8.1.1       *
sup
x X

p f f x p x


  , 

*
f X . Тому  

     *
p f f x p x  , x X , *

f X . 

Отже,      *
p x p f f x  , x X , 

*
f X , що й потрібно було 

довести. 
Твердження доведено. 

Нерівність (8.2) називають нерівністю Юнга-Фенхеля. 
Твердження 8.2.2. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

:p X R  – функція, задана на X . Для довільного додатного числа 

  справедлива рівність    
* * f

p f p 


 
  

 
. 
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Доведення. За означенням 8.1.1 

            
* *

sup sup
x X x X

f f
p f f x p x x p x p   

  

   
       

   
, 

*
f X . 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.3. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

:p X R  – функція, задана на X . Для R   справедлива рівність 

     
* *

p f p f    , 
*

f X . 

Доведення. За означенням 8.1.1 

               
*

sup sup
x X x X

p f f x p x f x p x  
 

         

      *
sup
x X

f x p x p f 


     , 
*

f X . 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.4. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

:p X R  – функція, задана на X . Для z X  справедлива рівність 

     * *
zp f p f f z  , 

*
f X , де    zp x p x z  , x X . 

Доведення. За означенням 8.1.1 

                *
sup supz
x X x X

p f f x p x z f x f z f z p x z
 

          

          *
sup
x X

f x z p x z f z p f f z


       , 
*

f X . 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.5. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

1 2, :p p X R  – функції, задані на X ,    1 2p x p x , x X . Тоді 

   * *
1 2p f p f , 

*
f X . 

Доведення. Оскільки    1 2p x p x , x X , то    1 2p x p x   , 

x X . Для довільного 
*

f X  

       1 2f x p x f x p x   , 

         1 2sup sup
x X x X

f x p x f x p x
 

   , 

   * *
1 2p f p f . 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.6. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

: ,ip X R i I  , – функції, задані на X . Тоді 
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     
*

*
inf supi i
i I i I

p f p f
 

 , 
*

f X , де      inf infi i
i I i I

p x p x
 

 , x X . 

Доведення. Нехай        inf infi i
i I i I

p x p x p x
 

  , x X . Маємо, 

що    ip x p x  для довільних i I , x X . Згідно з тверджен-

ням 8.2.5    * *
ip f p f , i I , 

*
f X . Тому  

        
*

* *
sup infi i

i Ii I

p f p f p f


  , 
*

f X . (8.3) 

Якщо  *
p f    для деякого 

*
f X , то згідно з (8.3) 

 *
sup i
i I

p f


  . Отже, в цьому випадку твердження доведено. 

Припустимо, що 
*

f X  і  *
p f   . 

Візьмемо  *
a p f . Тоді     sup

x X

a f x p x


  . Тому існує 

елемент 0x X  такий, що  

            0 0 0 0 0 0inf supi i
i I i I

a f x p x f x p x f x p x
 

      . 

Тому існує індекс 0i I  такий, що 

            
0 0 0

* *
0 0 sup supi i i i

x X i I

a f x p x f x p x p f p f
 

      . 

При  *
a p f  звідси одержимо, що  

        
*

* *
inf supi i
i I i I

p f p f p f
 

  . (8.4) 

З урахуванням (8.3) та (8.4) робимо висновок, що  

     
*

*
inf supi i
i I i I

p f p f
 

  

і в цьому випадку. 
Твердження доведено. 

Твердження 8.2.7. Нехай X  – лінійний топологічний простір. 

Для будь-якої функції :p X R  справедлива нерівність  

   **
p x p x , x X ,  

де       
*

** *
sup
f X

p x f x p f


  , x X . 

Доведення. Маємо, що       *
sup
x X

p f f x p x


  , 
*

f X . 
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Тому      *
f x p x p f  , x X , 

*
f X . 

Звідки      *
f x p f p x  , x X , 

*
f X . 

Тоді         
*

** *
sup
f X

p x f x p f p x


   , x X . 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.8. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 

:p X R . Тоді 
**

p  є опуклою та замкненою функцією. 

Доведення. Нехай  *
p f   , 

*
f X . Тоді 

      
*

** *
sup
f X

p x f x p f


    , x X . 

Внаслідок цього   **
,x epi p   для всіх  ,x X R   . оскільки 

 **
p x    . Звідси випливає, що в цьому випадку 

**
epi p X R   – опукла і замкнена множина. Тому 

**
p  є опуклою та 

замкненою функцією. 

Припустимо, що 
*

domp    та  *
0p f    для деякого 

*
0f X . Тоді  

          
*

** * *
0 0sup

f X

p x f x p f f x p f


      , x X . 

В цьому випадку 
**

epi p   , оскільки для будь-якого 

 ,x X R     **
p x    . 

Вважається, що   є опуклою множиною. Вона також є замкне-

ною множиною. Тому і в цьому випадку 
**

p  є опуклою та замкне-

ною функцією. 

Нехай тепер 
*

domp    та  *
p f   , 

*
f X , тобто 

*
p  є 

власною функцією, заданою на 
*

X . В цьому випадку  

           
* *

** * *
sup sup
f X f domp

p x f x p f f x p f
 

      , x X . (8.5) 

Для 
*

f domp  позначимо через  

     *
f x f x p f   , x X . 

Переконаємося, що власні функції f , 
*

f domp , є опуклими 

та замкненими. 

Нехай 1 2,x x X ,  0,1  . Тоді  
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       *
1 2 1 21 1f x x f x x p f            

                 * *
1 2 1 21 1 f ff x p f f x p f x x            . 

Відповідно до теореми 7.1.1 функції f , 
*

f domp , є опуклими. 

Тому fepi  є опуклою множиною простору X R  для всіх 
*

f domp . 

Доведемо, що fepi , 
*

f domp , є замкненою множиною. Не-

хай  0 0, fx epi  . Тоді  0 0f x  . Виберемо 0   таким, що 

 0 0f x    . Оскільки функція f , 
*

f domp , є неперервною на 

X , то існує окіл  0O x  точки 0x  простору X  такий, що 

  0f x    ,  0x O x . Нехай    0 0 0,O        . Маємо, 

що для всіх      0 0,x O x O   :   0f x      . Отже, 

    0 0 fO x O epi    . Тому доповнення fepi  до X R  є 

відкритою множиною простору X R . Звідси з урахуванням озна-

чення 1.3.1 робимо висновок, що fepi  є замкненою множиною про-

стору X R  для всіх 
*

f domp . Переконаємося, що 

 
*

**
f

f domp

epi p epi


 . (8.6) 

Нехай   **
,x epi p  . Тоді  

 **
p x  ,     

*

*
sup

f domp

f x p f 


  ,  

     *
ff x p f x    , 

*
f domp .  

Тому  , fx epi  , 
*

f domp . Звідси випливає, що  

  
*

, f
f domp

x epi 


 , 
*

**
f

f domp

epi p epi


 . (8.7) 

Навпаки, якщо  
*

, f
f domp

x epi 


 , то  f x  , 
*

f domp . 

Тоді  

        
* *

** *
sup sup f

f domp f domp

p x f x p f x 
 

    . 

Звідси випливає, що 

   **
,x epi p  , 

*

**
f

f domp

epi epi p


 . (8.8) 
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Зі співвідношень (8.7), (8.8) робимо висновок про справедли-

вість рівності (8.6). Оскільки fepi , 
*

f domp , є опуклими та за-

мкненими множинами простору X R , то 
*

**
f

f domp

epi p epi


  

також є опуклою (як перетин опуклих множин) та замкненою мно-

жиною (як перетин замкнених множин). 

Тому 
**

p  є опуклою та замкненою функцією і в розглядуваному 

випадку. 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.9. Нехай X  – локально опуклий лінійний топо-

логічний простір, p  – власна опукла замкнена функція, задана на X . 

Тоді 
*

p  – власна функція. 

Доведення. Нехай 0x domp . Тоді  

          *
0 0sup

x X

p f f x p x f x p x


      , 
*

f X . 

З іншого боку, точка   0 0, 1x p x epip   та epi p  є опуклою за-

мкненою множиною локально опуклого простору X R . Згідно з тео-

ремою 6.3.1 (друга теорема віддільності) існує  * *
,f X R   , що  

     
 

  * *
0 0

,

1 sup
x epi p

f x p x f x


 


    . (8.9) 

Ясно, що 0  . Дійсно, якщо б 0  , то відповідно до (8.9)  

 
 

   * * *
0 0

,

sup
x epi p

f x f x f x
 

  , 

що неможливо. 

З іншого боку,   не може бути додатним числом, оскільки вер-

хня межа у правій частині нерівності (8.9) дорівнювала б  , що 

суперечить (8.9). 

Отже, 0  . Поділивши (8.9) на   та позначивши через 

*
0

1
f f


 , одержимо, що  

   
 

       0 0 0 0 0
,

1 sup sup
x epi p x domp

f x p x f x f x p x



 

          

      *
0 0sup

x X

f x p x p f


   . 
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Звідси випливає, що  *
0p f   . Це означає, що 

*
0f domp . 

Отже, 
*

domp   . Вище встановлено, що  *
p f   , 

*
f X . 

Це й означає, що 
*

p  є власною функцією. 

Твердження доведено. 

Твердження 8.2.10. Нехай X  – локально опуклий лінійний топо-

логічний простір, p  – власна опукла замкнена функція, задана на X . 

Тоді 
**

p  є власною опуклою замкненою функцією, заданою на X . 

Доведення. Згідно з твердженням 8.2.8 
**

p  є опуклою та за-

мкненою функцією. Оскільки p  є власною функцією, то існує точка 

0x X  така, що  0p x   . Оскільки    **
0 0p x p x  (див. твер-

дження 8.2.7), то  **
0p x   . 

Згідно з твердженням 8.2.9 
*

p  є власною функцією. Тоді існує 

*
0f X , що  *

0p f R . Тому для всіх x X : 

          
*

** * *
0 0sup

f X

p x f x p f f x p f


      . 

Отже,  **
p x   , x X , та  **

0p x   . Це й означає, що 

**
p  є власною функцією. 

Твердження доведено. 

8.3. Теорема Фенхеля-Моро 

В цьому пункті доводиться одна з основних теорем теорії двоїс-

тості опуклих функцій. 

Теорема 8.3.1 (Фенхеля-Моро). Нехай X  – локально опуклий 

лінійний топологічний простір,  :p X R   . Тоді 
**

p p  тоді 

і тільки тоді, коли p  є опуклою і замкненою. 

Доведення. Необхідність. Нехай 
**

p p . Оскільки 
**

p  є опук-

лою та замкненою (див. твердження 8.2.8), то p  також є опуклою та 

замкненою. 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай p  є опуклою і замкненою. Доведемо, що 

**
p p . Якщо  p x   , x X , то  
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      *
sup
x X

p f f x p x


    , 
*

f X ,  

а 

        
*

** *
sup
f X

p x f x p f p x


     . 

Отже, в цьому випадку 
**

p p . 

Припустимо, що p  є власною функцією, тобто, що domp   . 

Тоді p  є власною опуклою та замкненою функцією. Згідно з твер-

дженням 8.2.10 
**

p  – власна опукла замкнена функція і, отже, 

 **
p x   , x X . Припустимо, що існує точка 0x X  така, що 

   **
0 0p x p x . Тоді  **

0p x R  і точка   **
0 0,x p x epi p . Від-

повідно до другої теореми віддільності (див. теорему 6.3.1) epi p , як 

непорожню опуклу і замкнену множину, можна сильно відділити від 

точки   **
0 0,x p x  ненульовим лінійним функціоналом, тобто існує 

 * *
,f X R   ,    *

, 0,0f   , що 

    
 

  * ** *
0 0

,

sup
x epi p

f x p x f x


 


   . (8.10) 

Переконаємося, що 0  . Дійсно, якщо б   було більшим 0, то 

для точок  ,x epi p  , де x dom p , а  p x  , одержали б, що  

      * ** *
0 0f x p x f x    . (8.11) 

В цьому випадку 

 

  *

,
lim

p x

f x








   . Тому для достатньо 

великих  p x   одержали б, що      * ** *
0 0f x p x f x    . 

Ця нерівність суперечить співвідношенню (8.11). Отже, 0  . 

Переконаємося, що випадок 0   також неможливий. Дійс-

но, нехай 0  . Тоді внаслідок (8.10) 

 
 

   * * *
0

,

sup sup
x epi p x domp

f x f x f x
  

  ,  

    * *
0 sup 0

x domp

f x f x


   . (8.12) 

Вибравши 
*

1f X  так, що  *
1p f R  (див. твердження 8.2.9), 

отримаємо для 0t   
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               * * * * * * *
1 1 1sup sup

x domp x domp

p f tf f tf x p x f x p x tf x
 

         

          * * * * *
1 1sup sup sup

x domp x domp x domp

f x p x t f x p f t f x
  

     . 

Тоді 

            

           

       

*

** * * * * * *
0 0 1 0 1

* * * * * * * *
1 0 0 1 1 0 1

* * * * *
0 1 0 1

sup

sup

sup ,

f X

x domp

x domp

p x f x p f f tf x p f tf

f x tf x p f t f x f x p f

t f x f x f x p f t







      

      

 
     
 

 (8.13) 

де 0   (див. 8.12). 

Оскільки    * * *
1 0 1f x p f t     при t   , 0t  , то 

з (8.13) одержуємо, що  **
0p x   , що суперечить припущенню 

про те, що  **
0p x R . 

Отже, 0  . 

Поділимо (8.10) на   та позначимо 
*

*
0

f
f


 . Тоді одержимо, що 

   
 

         * ** * * * *
0 0 0 0 0 0

,

sup sup
x epi p x domp

f x p x f x f x p x p f



 

      . 

Звідси випливає, що  

            
*

** * * * * **
0 0 0 0 0 0sup

f X

p x f x p f f x p f p x


     . 

Одержана суперечність доводить, що в розглядуваному випадку 

для всіх 0x X     **
0 0p x p x . Оскільки    **

p x p x , x X , 

(див. твердження 8.2.7), то    **
p x p x  для всіх x X  у випадку, 

коли  p x   , x X , й у випадку, коли p  є власною функцією. 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 
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Розділ 9 

ПОНЯТТЯ СУБГРАДІЄНТА ТА СУБДИФЕРЕНЦІАЛА 

ФУНКЦІЇ. ВЛАСТИВОСТІ СУБДИФЕРЕНЦІАЛА 

9.1. Поняття субградієнта та субдиференціала функції. Приклади 

Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – простір, спря-

жений з X , p  : X R  – власна функція, задана на X , 0x domp .  

Означення 9.1.1. Функціонал 
*

f X  називається субградієн-

том функції p  в точці 0x , якщо  

         0 0 0 ,p x p x f x x f x f x x X      . 

Приклад 9.1.1. Нехай X R ,  p x x , x R , 0 0x  . Розгля-

немо 
*

f R :  f x cx , x R , де 1c  . Переконаємося, що f  є 

субградієнтом функції p  в точці 0 0x  . 

Оскільки 1c  , то cx cx c x x   , тому  

       0 0 0 0p x p x x cx c x f x         , x R . 

Згідно з означенням 9.1.1  f x cx , x R , де 1c  , є субграді-

єнтом функції  p x x , x R , в точці 0 0x  . 

Означення 9.1.2. Множину всіх субградієнтів функції p  в точці 

0x  називають субдиференціалом цієї функції в точці 0x  і познача-

ють  0p x . 

З цього означення випливає, що  

        *
0 0 0: ,p x f X p x p x f x x x X       . 

Приклад 9.1.2. Довести, що для  p x x , x R , 

     *
0 : , , 1p f R f x cx x R c      . (9.1) 

З прикладу 9.1.1 випливає, що 

     *
: , , 1 0f R f x cx x R c p      . (9.2) 

Нехай  f x cx , x R , є субградієнтом функції  p x x  в 

точці 0 0x  . Тоді згідно з означенням 9.1.1  
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   0 0 0p x p x x x cx c cx        , x R . 

Звідси cx x , x R . З цієї нерівності при 1x    та 1x   

отримуємо відповідно нерівності 1c   , 1c  . Отже, 1c  . Тому  

     *
0 : , , 1p f R f x cx x R c      . (9.3) 

З (9.2) та (9.3) випливає рівність (9.1). 

Теорема 9.1.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – 

простір, спряжений з X , :p X R  – власна функція, задана на X , 

0x domp , 
*

p  – функція, спряжена з p . Тоді 

         * *
0 0 0:p x f X p x p f f x     . (9.4) 

Доведення. Нехай  0f p x  . Тоді  

       0 0 ,p x p x f x f x x X    . 

Звідси 

       0 0 ,f x p x f x p x x X    , 

        0 0sup ,
x X

f x p x f x p x


    

     *
0 0p f f x p x  . 

Тому      *
0 0p x p f f x  . Отже,  

         * *
0 0 0:p x f X p x p f f x     . (9.5) 

Навпаки, нехай       * *
0 0:f f X p x p f f x    .  

Тоді      *
0 0p f p x f x  . Звідси  

          *
0 0sup

x X

p f f x p x f x p x


    , 

       0 0 ,f x p x f x p x x X    , 

       0 0 ,p x p x f x f x x X    . 

Отже,  0f p x  . Тому  

         * *
0 0 0:f X p x p f f x p x     . (9.6) 

З урахуванням включень (9.5) та (9.6) одержимо, що має місце (9.4). 

Теорему доведено. 

З теореми 9.1.1 випливають еквівалентні означення субградієнта 

та субдиференціала. 
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Означення 9.1.3. Функціонал 
*

f X  називається субградієн-

том функції p  в точці 0x , якщо  

     *
0 0p x p f f x  . 

Означення 9.1.4. Множину всіх 
*

f X  таких, що 

     *
0 0p x p f f x  , називають субдиференціалом функції p  в 

точці 0x . 

9.2. Властивості субдиференціала.  

Критерій точки глобального мінімуму функції 

Нехай X  – лінійний топологічний простір, 
*

X  – простір, спря-

жений з X , p  : X R  – власна функція, задана на X , 0x domp , 

*
p  – функція, спряжена з p . 

Теорема 9.2.1. Субдиференціал функції p  в точці 0x  є опуклою 

слабко
*

 замкненою множиною простору 
*

X  (замкненою у слабкій
*

 

топології простору 
*

X ). 

Доведення. Доведемо, що  0p x  є опуклою множиною прос-

тору 
*

X . Нехай  1 2 0,f f p x  ,  0,1  . Переконаємося, що 

   1 2 01 f f p x     . 

Оскільки  1 2 0,f f p x  , то 

        0 1 1 0 ,p x p x f x f x x X    , (9.7) 

        0 2 2 0 ,p x p x f x f x x X    . (9.8) 

Помножимо нерівності (9.7), (9.8) на  1   та   відповідно та 

додамо одержані результати. Внаслідок цього будемо мати, що 

             0 1 2 1 2 01 1 , .p x p x f f x f f x x X            (9.9) 

З (9.9) випливає, що функціонал    1 2 01 f f p x      для 

 0,1  , а, отже, відрізок    1 2 0,f f p x  . Тому  0p x  є опуклою 

множиною простору 
*

X . 

Доведемо, що  *
0\X p x  є слабко* відкритою множиною просто-

ру 
*

X . Нехай  *
0 0\f X p x  . Тоді  0 0f p x  . Тому існує x X , що 
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        0 0 0 0p x p x f x f x   . (9.10) 

Покладемо       0 0 0f x x p x p x     . Зі співвідношен-

ня (9.10) випливає, що 0  . Розглянемо окіл  0O f  точки 0f  просто-

ру 
*

X  у розумінні слабкої* топології простору 
*

X , що визначається 

числом   та точкою 0x x : 

        *
0 0 0 0 0 0; ; :O f O f x x f X f x x f x x         . 

Для будь-яких  0f O f  

       

      
0 0 0 0 0 0

0 0 0 ,

f x x f x x f x x f x x

f x x p x p x

        

   
 

     0 0p x p x f x x   . 

Це означає, що  *
0\f X p x  , а, отже,    *

0 0\O f X p x  . 

Згідно з теоремою 1.2.1  *
0\X p x  є відкритою множиною у розумінні 

слабкої
*

 топології простору 
*

X , а згідно з означенням 1.3.1  0p x  є 

замкненою множиною у розумінні слабкої* топології простору 
*

X . 
Теорему доведено. 

Твердження 9.2.1. Якщо 0  , то  

     0 0p x p x    . 

Доведення. Нехай 0  . Тоді   0p x  , x X . Нехай 

   0f p x  . Тоді  

         0 00 0 0p x p x f x x       , x X . 

Звідси випливає, що 0f  . З іншого боку,    00f p x    

при 0  , оскільки  

         0 00 0 0p x p x x x      , x X . 

Тому        0 00 0 0p x p x      . Отже, при 0   твердження 

справедливе. 

Нехай 0   та    0f p x  . Тоді  

             0 0 0p x p x p x p x f x x        , x X ;  

     0 0

1
p x p x f x x


   , x X ;  0

1
f p x


 ;  0f p x  . 

Тому      0 0p x p x    . 
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Нехай тепер  0f p x  . Тоді f  , де  0p x   . Тому  

            0 0 0f x f x x x x x           

            0 0p x p x p x p x      , x X . 

Тому    0f p x  . Отже,      0 0p x p x    . Вище було 

встановлене протилежне включення. Тому      0 0p x p x    . 

Твердження доведено. 

Теорема 9.2.2 (критерій точки глобального мінімуму функ-

ції). Нехай X  – лінійний топологічний простір, :p X R  – власна 

функція, задана на X . Точка 0x domp  є точкою глобального міні-

муму функції p  на X  тоді і тільки тоді, коли  00 p x  . 

Доведення. Необхідність. Нехай 0x domp  і є точкою глоба-

льного мінімуму функції p  на X , тобто    0min
x X

p x p x


 . Тоді 

   0p x p x , x X . Звідси 

     0 00 0p x p x x x    , x X . 

Тому 0-функціонал (  0 0x  , x X ) є субградієнтом функції p  

в точці 0x . Отже,  00 p x  . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай тепер  00 p x  . Тоді  

     0 00 0p x p x x x    , x X . 

Звідси    0p x p x , x X . Отже, 0x  є точкою глобального 

мінімуму функції p  на X . 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 
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Розділ 10 

ЗАДАЧА ОПУКЛОГО ПРОГРАМУВАННЯ.  
ТЕОРЕМИ КУНА-ТАККЕРА, МОРО-РОКАФЄЛЛАРА, 

ДУБОВІЦКОГО-МІЛЮТІНА, КАРУША-КУНА-ТАККЕРА 

10.1. Постановка задачі опуклого програмування.  

Теорема Куна-Таккера 

Нехай X  – лінійний над полем дійсних чисел простір, :ip X R , 

0,1,...,i m , – опуклі функції, A  – непорожня опукла множина просто-

ру X . 
Задачу відшукання 

  0inf p x  (10.1) 

за умов 

   0, 1,...,ip x i m  , (10.2) 

 x A  (10.3) 

називають задачею опуклого програмування. 
Функцією Лагранжа задачі (10.1)-(10.3) називається функція 

      0 1

0

; , ,..., ;
m

m i i

i

L x L x p x    


  , (10.4)  

де x X ,   1
0 1, ,...,

m
m R   


  . 

Числа i , 0,1,...,i m , називаються множниками Лагранжа, а 

вектор  0 1, , ..., m     – вектором множників Лагранжа. 

Теорема 10.1.1 (теорема Куна-Таккера). Нехай в задачі (10.1)-

(10.3) :ip X R , 0,1,...,i m , – опуклі власні функції, A  – непоро-

жня опукла множина, яка включається в множину 
0

m

i
i

domp


. Тоді: 

1. Якщо *
x  є оптимальним розв’язком задачі опуклого програмуван-

ня (10.1)-(10.3), то знайдеться ненульовий вектор множників Ла-

гранжа  0 1, , ..., m    , такий, що виконуються: 

а) принцип мінімуму:    *
min ; ;
x A

L x L x 


 , де  ;L x   – функція 

Лагранжа (10.4); 

б) умови доповнюючої нежорсткості:  *
0, 1,...,i ip x i m   ; 
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в) умови невід’ємності: 0, 0,1,...,i i m   . 

2. Якщо 0 0  , то умови а)-в) достатні для того, щоб допустимий 

розв’язок *
x  задачі опуклого програмування (10.1)-(10.3) був оп-

тимальним розв’язком цієї задачі. 

3. Нехай для допустимого вектора *
x  задачі (10.1)-(10.3) та нену-

льового вектора  0 1, , ..., m     виконуються умови а), б), в) 

пункту 1 теореми. Для того щоб за цих умов 0 0  , достатньо 

виконання умови Слейтера, тобто існування вектора x A , для 

якого   0, 1,...,ip x i m  . 

Доведення. Нехай *
x  є оптимальним розв’язком задачі опукло-

го програмування (10.1)-(10.3). Оскільки *

0

m

i
i

x A domp


  , то 

 *
, 0,1,...,ip x R i m  .  

Розглянемо в просторі 
1m

R


 множину B , елементами якої є ті і 

тільки ті вектори   1
0 1, ,...,

m
m R  


 , для кожного з яких знайдеть-

ся такий вектор x A , що  

   *
0 0 0p x p x   ;  1 1p x  , …,  m mp x  . 

Нехай для вектора   1
0 1, ,...,

m
m R  


 : 0 10, 0,..., 0m      

(   1
0 1, ,...,

m
m R  


 ). Оскільки *

x  є допустимим розв’язком задачі 

(10.1)-(10.3), то *
x A  та 

   * *
0 0 00p x p x    ;  *

1 10p x   , …,  *
0m mp x   . 

Отже, будь-який вектор  0 1, , ..., m    із 
1m

R


  належить B . 

Тому 
1m

B R


  і, отже, B   .  

Доведемо, що B  є опуклою множиною простору 
1m

R


. Нехай 

вектори  1 1 1 1
0 1, ,..., m    ,  2 2 2 2

0 1, ,..., m     належать B .  

Переконаємося, що 1 2
, B   

 
. Оскільки 

1 2
, B   , то існу-

ють 1 2,x x A  такі, що  

    * 1
0 1 0 0p x p x   ;   1

1 1 1p x  , …,   1
1m mp x  , (10.5) 

    * 2
0 2 0 0p x p x   ;   2

1 2 1p x  , …,   2
2m mp x  . (10.6) 
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Внаслідок того, що A  є опуклою множиною, то  1 2,x x A .  

Нехай 1 2
,   

 
. Тоді існує  0,1  , що  

    1 2
1           

      1 2 1 2 1 2
0 0 1 11 , 1 ,..., 1 .m m                

Маємо, що точка      1 2 1 21 ,x x x x x A       . 

Для цієї точки і точки   1 2
,      

 
 внаслідок того, що 

ip , 0,1,...,i m , є власними опуклими функціями і справедливі нері-

вності (10.5), (10.6), отримаємо такі співвідношення 

    *
0 1 2 01p x x p x      

           * *
0 1 0 2 0 01 1p x p x p x p x           

             * * 1 2
0 1 0 0 2 0 0 01 1p x p x p x p x            ; 

           1 2
1 1 2 1 1 1 2 1 11 1 1p x x p x p x              ,…, 

           1 2
1 2 1 21 1 1m m m m mp x x p x p x              . 

Звідси випливає, що B  . Оскільки точку   вибрано довільно 

з 1 2
,  

 
, то 1 2

, B   
 

. Це й означає, що B  є непорожньою 

опуклою множиною простору 
1m

R


. 

Позначимо через   0 1, ,..., : 0, 0,1,...,m iC y y y y y i m    . 

Переконаємося, що C  є відкритою опуклою множиною простору 
1m

R


. Нехай  0 0 0 0
0 1, ,..., my y y y C  . Тоді 

0
0, 0,1,...,iy i m  . 

Позначимо через 
 

 0

0,1,...,
min i

i m
y


  . Зрозуміло, що 0  . Розгляне-

мо окіл  0
O y  точки 

0
y  радіуса  , тобто  

     
2

0 1 0
0 1

0

, ,..., :
m

m
m i i

i

O y y y y y R y y 




  
     
  

 . 

Для всіх    0
0 1, ,..., my y y y O y   та  0,1,...,i m  маємо, що  

   
2 2

0 0 0 0

0

m

i i i i i i i

i

y y y y y y y


        . 
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Звідки 
0 0

i i iy y y   , 0iy  ,  0,1,...,i m . Тому будь-яка точка 

 0
y O y  належить C , отже,  0

O y C , якщо 
0

y C . Тому C  є 

відкритою множиною (див. теорему 1.2.1). 

Переконаємося в опуклості множини C . Нехай 

 1 1 1 1
0 1, ,..., my y y y C  ,  2 2 2 2

0 1, ,..., my y y y C  . Доведемо, що 

1 2
,y y C  

 
. Для довільного   1 2

0 1, ,..., ,my y y y y y  
 

 існує 

 0,1  , що  

    1 2
0 1, ,..., 1my y y y y y       

      1 2 1 2 1 2
0 0 1 11 , 1 ,..., 1 m my y y y y y            . 

Оскільки 
1

0iy  , 
2

0iy  , то   1 2
1 0i i iy y y     , 0,1,...,i m . 

Звідси випливає, що y C . Внаслідок того, що y  вибрано дові-

льно з 1 2
,y y 

 
, то 1 2

,y y C  
 

. Тому C  є опуклою множиною. Пе-

реконаємося, що B C  . Припустимо, що 

 0 1, , ..., m B C      . Тоді 0i  , 0,1,...,i m , та існує x A , 

що    *
0 0 0 0p x p x     ;  1 1 0p x    , …,   0m mp x    . 

Звідси випливає, що x A  і   0ip x  , 1,...,i m . Тому x  є до-

пустимим розв’язком задачі (10.1)-(10.3), для якого    *
0 0p x p x  , що 

суперечить оптимальності вектора *
x  для задачі (10.1)-(10.3). 

З урахуванням теореми про віддільність опуклих множин (див. 
теорему 6.2.2) існує гіперплощина 

  1
0 1 0 0 1 1, ,..., : ...

m
m m mR d         


      , 

де фіксований вектор  0 1, , ..., m     є ненульовим, d R , така, що  

 0 0 1 1 ... m my y y d       для всіх  0 1, , ..., my y y y C  , (10.7) 

 0 0 1 1 ... m m d          для всіх  0 1, , ..., m B     .(10.8) 

Перейшовши в (10.7) до границі при 0 0y  , 1 0y  , …, 

0my  ,  0 1, , ..., my y y C , одержимо, що 0d  . 

Переконаємося, що 0i  , 0,1,...,i m . 

Припустимо, що, наприклад, 1 0  . Нехай 0 2, ,..., my y y  – фіксо-

вані від’ємні числа, а 1y  – довільне від’ємне число. 
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Тоді вектор  0 1 2, , , ..., my y y y C  і тому  

 0 0 1 1 2 2 ... m my y y y d         для всіх  1 , 0y   . (10.9) 

Оскільки 1 0  , то 

 
1

1

0 0 1 1 2 2
,

0

lim ... m m
y
y

y y y y   



      , 

що суперечить співвідношенню (10.9). 

Одержана суперечність доводить, що 1 0  . Аналогічно дово-

диться, що 0 0  , 2 0  , …, 0m  . Отже, вектор  0 1, , ..., 0m     і 

0i  , 0,1,...,i m . Умову відмінності від нуля вектора  0 1, , ..., m    

та умову в) невід’ємності його координат встановлено. 

Оскільки за умовою *
x  є оптимальним розв’язком задачі (10.1)-

(10.3), то *
x A  і  

   * *
0 0 00p x p x    , де 0 0  ,  *

0ip x  , 1, 2,...,i m . 

Тому вектор  0 , 0,..., 0 , де 0  – довільне додатне число, нале-

жить множині B . Тоді згідно з (10.8)  

0 0 1 0 ... 0m d         . 

Перейшовши в цій нерівності до границі при 0 0  , 0 0  , 

одержимо, що 0d  . Вище було встановлено, що 0d  . Тому 0d  . 

Тоді співвідношення (10.8) запишеться у такому вигляді 

 0 0 1 1 ... 0m m          для всіх  0 1, , ..., m B     . (10.10) 

Для векторів x A  і довільного 0   маємо, що 

       * *
0 0 0 0p x p x p x p x     ,    i ip x p x , 1, 2,...,i m . 

Тому вектор         *
0 0 1, , ..., mp x p x p x p x B   . З ураху-

ванням (10.10) звідси одержимо, що  

         *
0 0 0 1 1 ... 0m mp x p x p x p x          (10.11) 

для всіх x A . 

Перейдемо в (10.11) до границі при 0  , 0  . Тоді одержимо 

        *
0 0 0 1 1 ... 0m mp x p x p x p x       , 

        *
0 0 1 1 0 0... m mp x p x p x p x       , x A . (10.12) 

При *
x x  з (10.12) випливає, що 
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    * *
1 1 ... 0m mp x p x    . (10.13) 

Оскільки 1 0  ,  *
1 0p x  ;…; 0m  ,  *

0mp x  , то 

 *
0i ip x  , 1, 2,...,i m . 

Звідси і з (10.13) одержимо, що  *
0i ip x  , 1, 2,...,i m . Отже, 

умову б) доповнюючої нежорсткості встановлено. 

З урахуванням цієї умови та співвідношення (10.12) одержимо, 

що  

       * *

0 0

; ;
m m

i i i i

i i

L x p x p x L x   
 

    , x A , 

тобто, що  

    *
min ; ;
x A

L x L x 


 . (10.14) 

Принцип мінімуму встановлено. 

Справедливість пункту 1 теореми Куна-Таккера доведено повністю. 

Перейдемо до доведення пункту 2. Нехай *
x  є допустимим 

розв’язком задачі опуклого програмування (10.1)-(10.3), існує ненульо-

вий вектор  0 1, , ..., m    , для якого виконуються умови а), б), в) та 

0 0  . Доведемо, що *
x  є оптимальним розв’язком задачі (10.1)-(10.3). 

Нехай x  є довільним допустимим розв’язком задачі (10.1)-(10.3), тобто 

x A  і   0ip x  , 1,i m . Згідно з умовами а), б), в) одержимо, що  

             * *
0 0 0 0 1 1 0 0; ... ;m mL x p x p x p x p x L x p x             . 

Оскільки 0 0  , то звідси випливає, що    *
0 0p x p x  для 

всіх допустимих розв’язків задачі (10.1)-(10.3). Це й означає, що *
x  є 

оптимальним розв’язком цієї задачі. 

Перейдемо до доведення пункту 3. Нехай x A  і   0ip x  , 

1,i m , (для обмежень (10.2), (10.3) виконується умова Слейтера). 

Припустимо, що для допустимого вектора *
x  та ненульового вектора 

 0 1, , ..., m     виконуються умови а), б), в). Переконаємося, що 

0 0  . Припустимо, що 0 0  . Оскільки серед чисел 0 0  , 

1 0  , …, 0m   є хоча б одне відмінне від нуля (більше нуля) та 

  0ip x  , 1, 2,...,i m , то тоді  
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         * *
0 0

0 1

; 0 ;
m m

i i i i

i i

L x p x p x p x L x    
 

      , 

що суперечить умові а) (принципу мінімуму). 

Одержана суперечність доводить, що 0 0  . 

Теорему доведено. 

Розглянемо варіант теореми Куна-Таккера, що стосується задачі 
(10.1)-( 10.3), для якої виконується умова Слейтера. 

В цьому варіанті замість функції Лагранжа  ;L x   (див. (10.4)) 

фігуруватиме функція Лагранжа  

 

       

 

1 0

1

1

; , ..., ; ,

, , ..., .

m

m i i

i

m
m

F x F x p x p x

x X R

   

  



  

  



 (10.15) 

Теорема 10.1.2. Нехай в задачі (10.1)-(10.3) :ip X R , 

0,1,...,i m , – опуклі власні функції, A  – непорожня опукла множи-

на, яка включається в множину 
0

m

i
i

domp


, існує вектор x A , для 

якого   0, 1,...,ip x i m  . 

Для того щоб допустимий вектор *
x  задачі (10.1)-(10.3) був 

оптимальним розв’язком цієї задачі, необхідно і достатньо, щоб іс-

нував вектор  1,...,
m

m R     такий, що виконуються: 

а/) принцип мінімуму:    *
min ; ;
x A

F x F x 


 , де  ;F x   – функція 

Лагранжа (10.15); 

б/) умови доповнюючої нежорсткості:  *
0, 1,...,i ip x i m    

в/) умови невід’ємності: 0, 1,...,i i m   . 

Доведення. Необхідність. Нехай *
x  є оптимальним розв’язком 

задачі опуклого програмування (10.1)-(10.3). Згідно з пунктом 1 тео-

реми 10.1.1 існує ненульовий вектор  0 1, , ..., m      такий, що 

 
     

     
0 0 1 1

* * *
0 0 1 1 , ;

m m

m m

p x p x p x

p x p x p x x A

  

  

        

         
 (10.16) 

  *
0, 1,...,i ip x i m    ; (10.17) 

 0, 0,1,...,i i m    . (10.18) 
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Згідно з пунктом 3 теореми 10.1.1 0 0   . Покладемо 1
1

0










, 

2
2

0










, …, 

0

m
m










. Тоді для вектора  1 , ..., m    з (10.16) ви-

пливає принцип мінімуму а/), з (10.17) – умови доповнюючої нежорс-

ткості б/), з (10.18) – умови невід’ємності в/). 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай тепер для допустимого вектора *
x  задачі 

(10.1)-(10.3) та вектора  1,...,
m

m R     виконуються умови а/)-в/). 

Тоді для вектора *
x , ненульового вектора  11, ,..., m    

  1
0 1, ,...,

m
m R  


   внаслідок а/)-в/) виконуються умови: 

   *
0 1 0 1min ; , ,..., ; , , ...,m m

x A
L x L x     


 ; 

 *
0, 1,...,i ip x i m   ; 0, 0,1,...,i i m   . 

Оскільки 0 1  , то згідно з пунктом 2 теореми 10.1.1 *
x  є оп-

тимальним розв’язком задачі (10.1)-(10.3). 

Достатність доведено. 

Теорему доведено. 

10.2. Теорема Моро-Рокафєллара 

Теорема 10.2.1 (теорема Моро-Рокафєллара). Нехай X  – лі-

нійний топологічний простір, ip , 1,i m , – власні опуклі функції, 

задані на X , 
1

m

i
i

domp


  . Тоді 

    
1 1

m m

i i

i i

p x p x

 

 
    

 
  , 

1

m

i
i

x domp


 . (10.19) 

Якщо ж всі функції ip , 1,i m , за винятком, можливо, однієї, 

неперервні в деякій точці 
1

m

i
i

x domp


 , то справедлива рівність 

    
1 1

m m

i i

i i

p x p x

 

 
    

 
  , 

1

m

i
i

x domp


 . (10.20) 
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Доведення. Нехай 
1

m

i
i

x domp


 ,  i if p x  , 1,i m . Тоді 

     i i ip y p x f y x   , y X , 1,i m . 

Звідки випливає, що  

     
1 1 1

m m m

i i i

i i i

p y p x f y x

  

     
       

     
   , y X . 

Тому  
1 1

m m

i i

i i

f p x

 

 
   

 
  . Оскільки if  вибрані з  ip x , 

1,i m , довільно, то (10.19) має місце. 

Нехай 
1

m

i
i

x domp


  і функції ip , 1, 1i m  , неперервні в x . 

Доведемо, що за цих умов має місце рівність (10.20). Нехай 

0
1

m

i
i

x domp


 .  

Згідно (10.19)  

    0 0

1 1

m m

i i

i i

p x p x

 

 
   
 
  . (10.21) 

Переконаємося, що 

    0 0

1 1

m m

i i

i i

p x p x

 

 
   
 
  . (10.22) 

Для цього переконаємося, що довільний функціонал 

 *
0

1

m

i

i

f p x



 
   

 
  належить  0

1

m

i

i

p x



 . Спочатку розглянемо випа-

док, коли 2m  , 0 0x  ,    1 20 0 0p p  ,   *
1 20 0f p p   . 

Доведемо, що в цьому випадку 

    *
1 20 0 0f p p    . (10.23) 

Оскільки    1 20 0p p   , то  

             1 2 1 2 1 20 0 0 0p p x p p p x p x x        , x X . 

Звідси випливає, що  

         1 2 1 2min 0 0 0
x X

p x p x p p


    . (10.24) 

Розглянемо в лінійному топологічному просторі X R  дві мно-

жини: 
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      1 1 1, : int ,C x X R x domp p x      , 

    2 2, :C y X R p y      . 

Оскільки за припущенням функція 1p  є неперервною в точці 

1x domp , то для довільного 0   існує окіл  O x  точки x  в ліній-

ному топологічному просторі X  такий, що    1 1p z p x    для 

всіх  z O x . Звідси випливає, що    1 1p z p x R   ,  z O x . 

Це й означає, що   1O x domp . Отже,  1intx domp . Тому 

  1,x C   для будь-яких  1p x  . Звідси випливає, що 1C  є непо-

рожньою множиною. 

За припущенням 2x domp . Тому  2p x R . Оскільки 

    2 2p x p x   , то   2 2,x p x C  . 

Тому 2C  також є непорожньою множиною простору X R . 

Переконаємося, що  1 1intC epip . Нехай   1,x C  . Тоді 

 1intx domp  і  1p x  . 

Виберемо 0   так, що  1p x      . Оскільки за умовою 1p  

є опуклою і неперервною в точці  1intx domp , то згідно з теоре-

мою 7.3.2 вона є неперервною на  1int domp . Оскільки  1intx domp  

та  1p x    , то існує окіл  O x  точки x  простору X  такий, що 

   1intO x domp ,  1p z     для довільних  z O x . 

З урахуванням цього для будь-якої точки      ,z O x O   , 

де    ,O        , матимемо, що    1intz O x domp   і 

 1p z      . 

Це означає, що   1,z C  . Тому й     1O x O C  , якщо 

  1,x C  . Звідси випливає, що 1C  є відкритою множиною. 

Маємо, що  

      1 1 1, : , intC x X R p x x domp        

     1 1, :x X R p x epip      . (10.25) 

Оскільки 1C  є відкритою множиною простору X R  і має місце 

співвідношення (10.25), то 
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  1 1intC epip . (10.26) 

Нехай тепер    1, intx epip  . Тоді існують окіл  O x  точки x  

в просторі X  та окіл    ,O        , де 0  , точки   прос-

тору R  такі, що     1O x O epip  . 

Звідси, зокрема, випливає, що  

 1p y    ,  y O x . 

Тоді   1O x domp . Тому  1intx domp  і  1p x      . З 

цих двох співвідношень випливає, що   1,x C  . 

Оскільки точку  ,x   вибрано довільно з  1int epip , то  

  1 1int epip C . (10.27) 

З (10.26), (10.27) робимо висновок, що  1 1intC epip . 

Оскільки 1p  є опуклою функцією, то за означенням опуклої фу-

нкції 1epip  є опуклою множиною простору X R . 

Згідно з теоремами 1.2.2 та 4.3.3 тоді  1int epip  є відкритою та 

опуклою множиною простору X R . 

Тому 1C  – непорожня відкрита опукла множина лінійного топо-

логічного простору X R . 

Переконаємося, що 2C  є опуклою множиною простору X R . Не-

хай  1 1 2,x C  ,  2 2 2,x C  . Доведемо, що    1 1 2 2 2, , ,x x C     . 

Для цього переконаємося, що для будь-якого  0,1t   точки 

          1 1 2 2 1 2 1 2 21 , , 1 , 1t x t x t x tx t t C           , 

тобто, що  

     2 1 2 1 21 1p t x tx t t       . 

Оскільки  1 1 2,x C  ,  2 2 2,x C  , то  2 1 1p x   ,  2 2 2p x   . 

З останніх нерівностей випливає, що  1 1 2,x epip  , 

 2 2 2,x epip  . 

Оскільки за умовою 2p  є опуклою функцією, то 2epip  є опук-

лою множиною простору X R . Тому 

          1 1 2 2 1 2 1 2 21 , , 1 , 1t x t x t x tx t t epip              . 

Це означає, що      2 1 2 1 21 1p t x tx t t       . 
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Звідси випливає, що     1 2 1 2 21 , 1t x tx t t C      . 

Отже,    1 1 2 2 2, , ,x x C     . Це й означає, що 2C  є опуклою 

множиною лінійного топологічного простору X R . Отже, встанов-

лено, що 2C  є непорожньою опуклою множиною простору X R . 

Переконаємося, що 1 2C C  . Дійсно, якщо   1 2,y C C   , 

то одержимо, що  1p y  ,  2p y   . Звідки    1 2 0p y p y  , 

що суперечить (10.24). 

Оскільки 1C  є непорожньою опуклою та відкритою множиною 

простору X R , а 2C  є непорожньою опуклою множиною цього 

простору і 1 2C C  , то згідно з теоремою 6.2.2 про віддільність 

двох опуклих множин існують пара  * * *
,f X R    і число c  такі, 

що    * *
, 0,0f   , 

  * *
f x c   ,   1,x C  , (10.28) 

  * *
f y c   ,   2,y C  . (10.29) 

Переконаємося, що 
*

0  . Припустимо, що 
*

0  . Нехай 

  1,x C   . Тоді 1intx domp  та  1p x   . Звідси випливає, що 

  1,x C   для всіх    . Згідно з (10.28), тоді  

  * *
f x c     для всіх    . (10.30) 

Якщо взяти число     і   *

*

1
c f x


  , то з (10.30) одер-

жимо 

     * * * *
c f x f x c f x c         , 

що неможливо. Отже, 
*

0  . Якщо припустити, що 
*

0  , то для точ-

ки   1,x p x  , де 0  , яка належить 1C , з урахуванням (10.28) 

одержимо, що  *
f x c , а для точки   2 2,x p x C   з урахуван-

ням (10.29) одержимо, що  *
f x c , що неможливо. Отже, 

*
0  .  

Тепер розділимо обидві частини співвідношень (10.28), (10.29) 

на 
*

 . В результаті одержимо, що  

 
*

* *

f c
x 

 

 
     

 

,   1,x C  , 
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 
*

* *

f c
y 

 

 
     

 

,   2,y C  . 

Позначивши через 
*

*

f
f


  , 

*

c
c


  , одержимо, що 

  f x c  ,   1,x C  , (10.31) 

  f y c  ,   2,y C  . (10.32) 

Нехай 1x domp . Тоді  1p x R  та  

    1 1 1 1 1, intx p x epip epip epip C    . 

Оскільки 1C  є непорожньою відкритою та опуклою множиною, 

то для точки   1 1, intz C C    та для всіх  0,1t   маємо, що 

             1 1 1 11 , , 1 , 1 intt z t x p x t z tx t tp x C C          . 

Згідно з (10.31) тоді отримаємо, що  

          11 1t f z tf x t tp x c      ,  0,1t  . 

Перейшовши в цьому співвідношенні до границі при 1t  , 

1t  , одержимо, що  

    1f x p x c   для всіх 1x domp . (10.33) 

Нехай тепер 2y domp . Тоді   2 2,y p y C  , оскільки 

    2 2p y p y   . Внаслідок (10.32) отримаємо, що  

    2c f y p y   для всіх 2y domp . (10.34) 

Оскільки 1 20 domp domp   і    1 20 0 0p p  , то згідно з 

(10.33), (10.34) одержимо, що 

       1 20 0 0 0 0 0f p c f p      . 

Звідси випливає, що 0c  . Тоді, врахувавши, що  1p x    

для 1x domp ,  2p y    для 2y domp , з (10.33) та (10.34) одер-

жимо, що    1f x p x , x X ,    2f y p y  , y X . 

Оскільки за умовою    1 20 0 0p p  , то з цих співвідношень 

одержимо 

       1 1 0 0p x p f x f   , x X , 

           2 2 0 0p y p f y f     , y X . 
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Це означає, що  1 0f p ,  2 0f p  . 

А тому      1 20 0 0f f p p      . 

Отже, ми встановили, що коли 2m  , 0 0x  ,    1 20 0 0p p  , 

  *
1 20 0f p p   , то тоді    1 20 0 0p p    , тобто має місце 

співвідношення (10.23). 

Нехай тепер 2m  , 0 1 2x domp domp  ,    *
1 2 0f p p x  . 

Доведемо, що 

    *
1 0 2 0f p x p x   . (10.35) 

Для цього розглянемо функції 

       *
1 1 0 1 0g y p x y p x f y    , y X , 

     2 2 0 2 0g y p x y p x   , y X . 

Згідно з твердженням 7.1.1 функції 1 2,g g  є власними опуклими 

функціями, заданими на X . Переконаємося, що функція 1g  є неперерв-

ною у точці 0y x x  . Дійсно, оскільки функція 1p  за умовою є непе-

рервною в точці x , а 
* *

f X , то для довільного 0   існує окіл 

   0O x x O   точки x , де  0O  деякий окіл точки 0 X , такий, що  

   1 1
2

p x p x


  ,    * *

2
f x f x


  ,    0x O x x O   . (10.36) 

Розглянемо окіл      00 0O y y O x x O     . 

Для будь-якої точки  y O y  матимемо, що 

   0 0y O y x x O    ,    0 0x y x O O x    . 

Внаслідок цього та (10.36) одержимо, що  

   1 0 1
2

p x y p x


   ,    * *
0

2
f x y f x


   ,  y O y . (10.37) 

З урахуванням (10.37) матимемо 

       1 1 1 0 1 0g y g y p x y p x      

       * *
1 0 1 0f y p x y p x f y       

       * *
1 0 1 0

2 2
p x y p x f x y f x

 
         ,  y O y . 

Звідси й випливає, що функція 1g  є неперервною у точці 

1y domg . Маємо, крім того, що 2y domg , оскільки 
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         2 2 0 0 2 0 2 2 0g y p x x x p x p x p x       

та 2x domp , 0 2x domp . 

Справедливі рівності 

       *
1 1 0 1 00 0 0 0g p x p x f     , 

     2 2 0 2 00 0 0g p x p x    . 

Переконаємося, що    1 20 0g g   . Дійсно, оскільки 

   *
1 2 0f p p x  , то для всіх y X  

           1 2 1 2 1 0 1 00g g y g g p x y p x        

     *
2 0 2 0f y p x y p x      

          *
1 0 2 0 1 0 2 0p x y p x y p x p x f y         

     * * *
0 0 0f x y f x f y     . 

Тому 

         1 2 1 2 0 0 0g g y g g y      для всіх y X . 

Це й означає, що    1 20 0g g   . За доведеним вище 

   1 20 0 0g g    . Тобто існують функціонали  1 1 0f g , 

 2 2 0f g   такі, що  

 1 2 0f f  . (10.38) 

Оскільки  1 1 0f g , то  

           *
1 1 1 0 1 0 10g y g p x y p x f y f y      , y X , 

           * *
1 0 1 0 1 0 1 0p x y p x f f x y f f x       , y X . (10.39) 

Для кожного x X  покладемо 0y x x  . Тоді згідно з (10.39) 

отримуємо 

             * *
1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0p x x x p x p x p x f f x f f x         , 

x X . 

Звідси випливає, що  *
1 1 0f f p x  . 

Оскільки  2 2 0f g  , то  

           2 2 2 2 0 2 0 20g y g g y p x y p x f y      , y X . (10.40) 

Для кожного x X  покладемо 0y x x  . Тоді згідно з (10.40) 

      2 2 0 2 0p x p x f x x   , x X . (10.41) 
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Зі співвідношень (10.41) випливає, що  2 2 0f p x  . З урахуван-

ням (10.38) отримаємо, що  

   * * *
1 2 1 2f f f f f f f      ,  

де  *
1 1 0f f p x  , а  2 2 0f p x  . 

Тому (10.35) має місце. Оскільки 
*

f  вибрано довільно з 

   1 2 0p p x  , то        1 2 0 1 0 2 0p p x p x p x      . 

Отже, співвідношення (10.22) доведено для 2m  . Припустимо, 

що (10.22) справедлива для натурального числа 2k  . Тобто, що  

         1 2 0 1 0 2 0 0... ...k kp p p x p x p x p x           . 

Переконаємося, що це твердження справедливе для натурально-

го числа 1k  . Дійсно, маємо  

        1 2 1 0 1 2 1 0... ...k k k kp p p p x p p p p x              

     1 2 0 1 0... k kp p p x p x         

       1 0 2 0 0 1 0... k kp x p x p x p x         . 

Згідно з принципом математичної індукції робимо висновок, що 

дане твердження вірне для будь-якого натурального числа m , тобто 

справедливе включення (10.22). Зі співвідношень (10.21) та (10.22) 
випливає справедливість рівності 

    0 0

1 1

m m

i i

i i

p x p x

 

 
   
 
  . (10.42) 

Оскільки для довільного 0
1

m

i
i

x domp


  має місце рівність 

(10.42), то звідси випливає, що за умови теореми справедлива рів-
ність (10.20). 

Теорему доведено. 

10.3. Теорема Дубовіцкого-Мілютіна про субдиференціал 

максимуму кількох опуклих функцій 

Лема 10.3.1. Нехай X  – лінійний топологічний простір, p  – влас-

на опукла функція, задана на X , 0x domp , 
* *

f X  і нерівність  

        *
0 0 0g x p x p x f x x      (10.43) 

виконується для всіх x  деякої відкритої опуклої множини V , причо-

му   0g x   для деякої точки x V . Тоді  *
0f p x . 
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Доведення. Переконаємося, що нерівність (10.43) має місце для 
всіх x X . Функція g  є власною опуклою функцією на X , як сума 

власної опуклої функції p  та афінної функції    *
0 0p x f x x   , 

заданої на X . 

Припустимо, що   0g x   для деякого x X . Тоді для x  та 

будь-якого  0,1   

         1 1 0g x x g x g x          . (10.44) 

Оскільки x V  і V  є відкритою множиною, то V  є відкритим 

околом точки x . Як відомо (див. теорему 3.2.3 ) існує 0   таке, що 

 x x x V     для всіх  0,  . Виберемо    0,1 0,   . Тоді 

для цього   точка    1x x x x x V          і згідно (10.44) 

  1 0g x x     , що суперечить умові леми про те, що   0g x   

для всіх x V . Звідси випливає, що нерівність (10.43) має місце для 

всіх x X . 

З цієї нерівності випливає, що  

     *
0 0p x p x f x x   , x X . 

Це й означає, що  *
0f p x . 

Лему доведено. 

Теорема 10.3.1 (теорема Дубовіцкого-Мілютіна про субдифе-
ренціал максимуму кількох опуклих функцій). Нехай X  – локаль-

но опуклий лінійний топологічний простір, ip , 1,i m , – власні опук-

лі функції, задані на X , які неперервні в точці 0x X ; 

   
1
max i

i m
p x p x

 
 , x X ;  

          0 0 0 1
1

1,..., : max ,...,i i s
i m

I i m p x p x p x i i
 

     . 

Тоді 

 

        

 

1
0 0 0 0

0

1 1

...

: , ; 0, 1, , 1 .

s

k

i i i
i I

s s

k k k i k k

k k

p x co p x co p x p x

f f f f p x k s  



 

      

  
       
  

   (10.45) 

Доведення. Якщо i I  та  0if p x  , то  

           0 0 0
1
maxi i i

i m
p x p x p x p x p x p x

 
       

     0 0i ip x p x f x x    , x X . 
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Звідси випливає, що  0f p x  . Тому    0 0ip x p x   , i I ; 

   0 0i
i I

p x p x


    та 

    0 0i
i I

co p x p x


   , (10.46) 

оскільки  0p x  є опуклою множиною простору 
*

X  (див. тверджен-

ня 4.4.3 та теорему 9.2.1). 

Переконаємося, що  

    0 0i
i I

p x co p x


   . (10.47) 

Нехай  *
0f p x . 

Розглянемо спочатку випадок, коли  1I i , тобто, коли I  є од-

ноелементною множиною, і, отже,  

 
     

1

1

0 0 0
1,..., ,
max i i

i m

i i

p x p x p x




  . 

Нехай  
 

 

1

1,..., ,
max i

i m

i i

h x p x




 . Згідно з попереднім співвідношен-

ням для власної опуклої і неперервної в точці 0x  функції  h x  має-

мо, що      
1

0 0 0ih x p x p x  ,    
1

0 0 0ih x p x  . Внаслідок непе-

рервності функцій  h x ,  
1
ip x , x X , в точці 0x , локальної опук-

лості простору X  існує відкритий опуклий окіл  0V x  точки 0x  та-

кий, що    
1

0ih x p x  ,  0x V x ;    
1
ih x p x ,  0x V x . Звід-

си випливає, що для всіх  0x V x  
 

     
11,...,

max i i
i m

p x p x p x


  . 

Оскільки  *
0f p x , то 

     *
0 0p x p x f x x   , x X . 

З урахуванням зазначеного вище звідси одержимо, що  

     
1 1

*
0 0i ip x p x f x x   ,  0x V x ;  

     
1 1

0i ig x p x p x    *
0 0f x x  ,  0x V x ,  

причому  0 0g x   та  0 0x V x . 

Згідно з лемою 10.3.1  
1

*
0if p x . Отже, якщо  1I i , то 

     
1 1

0 0 0i ip x p x co p x     , оскільки  
1

0ip x є опуклою множи-
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ною. Згідно з (10.46)      
1 1

0 0 0i ico p x p x p x     . Тому в цьому 

випадку      
1 1

0 0 0i ip x p x co p x     , що й потрібно було встанови-

ти. Отже, коли I  є одноелементною множиною, то рівність (10.45) 

має місце. 

Співвідношення (10.47) будемо доводити далі індуктивно по кі-

лькості функцій. При 1m      1p x p x , x X . Тому  1I  , 

     0 1 0 1 0p x p x co p x     , оскільки  1 0p x  є опуклою множи-

ною. Отже, при 1m   (10.47) має місце. 

Припустимо, що співвідношення (10.47) має місце для 1m  фу-

нкції. Переконаємося, що воно має місце і для m  функцій, де 1m   

та множина I  не є одноелементною.  

Припустимо, що 0x  не є оптимальним розв’язком такої задачі 

опуклого програмування 

        
1 1

*
0 0min i ig x p x p x f x x     (10.48) 

при обмеженнях 

        *
0 0 0i ig x p x p x f x x     ,  1,...,i m , 1i i . (10.49) 

Тоді існує точка y X , що  

           
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0i i i i ig y g x p x p x p x p x      ,   0ig y  , 

 1,...,i m , 1i i . 

Оскільки 
1
ig  є неперервною функцією в точці 0x  (

1
ip  є непере-

рвною в точці 0x  за умовою, а 
* *

f X ), то 
1

0 int ix domg . Оскільки 

 
1

0ig y  , то 
1
iy domg . За теоремою 4.3.2 

  
1

0 , int ix y domg . (10.50) 

З урахуванням того, що 
1
ig  є опуклою власною функцією, має-

мо, що  

        
1 1 1

0 01 1i i ig x y g x g y        ,  0,1  . 

Оскільки  
1

0 0ig x  , а  
1

0ig y  , то  

     
1 1

01 0i ig x y g y       для всіх  0,1  . (10.51) 

Виберемо  0,1  . Внаслідок (10.50), (10.51) матимемо, що 

 
1

01 int ix x y domg      і  
1

0ig x  . Оскільки 
1
ig  є неперерв-

ною в точці 0x , то згідно з теоремою 7.3.2 
1
ig  є неперервною на 
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1

int idomg , в тому числі й у точці x . Оскільки X  є локально опуклим 

лінійним топологічним простором, то існує відкритий опуклий окіл 

 V x  точки x  такий, що  
1

0ig x   для всіх  x V x , тобто 

      
1

*
0 0ip x p x f x x   ,  x V x . (10.52) 

Оскільки функції ig ,  1,...,i m , 1i i , є власними опуклими 

функціями та   0ig y  ,  

     
 

       0 0 0 0 0 0 0
1,...,

max 0i i i
i m

g x p x p x p x p x p x p x


       , 

 1,...,i m , 1i i ,  

то  

          0 01 1i i i ig x g x y g x g y           

  1 0 0 0       ,  1,...,i m , 1i i . (10.53) 

Оскільки  *
0f p x , то  

    
 

     *
0 0 0

1,...,
max i

i m
p x p x p x p x f x x


     , x X . (10.54) 

Нехай  x V x  і 
 

   
1,...,

max
x

i i
i m

p x p x


 , де  1,...,xi m . Пере-

конаємося, що 1xi i , тобто, що    11,..., \xi m i . Дійсно, якщо б 

1xi i , то внаслідок (10.52), (10.54) 

     
 

     
1

* *
0 0 0 0

1,...,
maxi i

i m
f x x p x p x p x p x f x x


       , 

що неможливо. 

Отже, для всіх  x V x   

 
   

 
 

 
 

1

1,..., 1,..., , 1,...,
max max max

x
i i i i

i m i m i m

i i

p x p x p x p x
  



   ,  

оскільки    11,..., \xi m i . 

З отриманих вище співвідношень випливає, що для всіх 

 x V x  
 

   

1

1,..., , 1
max maxi i

i m i m

i i

p x p x
  



 . Внаслідок цього і (10.54)  

  
 

     

1

*
0 0

1,..., ,
max 0i

i m

i i

g x p x p x f x x




     ,  x V x . (10.55) 

Оскільки  x V x , то  
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  
 

     

1

*
0 0

1,..., ,
max 0i

i m

i i

g x p x p x f x x




     . (10.56) 

Внаслідок (10.53) 

 
 

 
 

     

1 1

*
0 0

1,..., , 1,..., ,
max max 0i i

i m i m

i i i i

g x p x p x f x x
 

 

     . (10.57) 

З (10.56), (10.57) випливає, що  

  
 

     

1

*
0 0

1,..., ,
max 0i

i m

i i

g x p x p x f x x




     . (10.58) 

Позначимо через  2 , ..., sJ i i . Маємо, що    11,..., \J m i . 

Тому  

 
 

     
2

1

0 0 0 0
1,..., ,
max i i

i m

i i

p x p x p x p x




   ,  

  
 

 

1

0 0
1,..., ,
max i

i m

i i

p x p x




 . (10.59) 

Позначимо через  
 

 

1

1,..., ,
max i

i m

i i

h x p x




 , x X . 

Зрозуміло, що h  є власною опуклою функцією, заданою на X , 

0x domh . Згідно з (10.55), (10.59)  

       *
0 0 0g x h x h x f x x     ,  x V x , 

а згідно з (10.58)        *
0 0 0g x h x h x f x x     . 

Згідно з лемою 10.3.1  *
0f h x , де  

 
 

1

1,..., ,
max i

i m

i i

h x p x




 , а 

   
 

   

1

0 0 0 0
1,..., ,
max

k
i i

i m

i i

h x p x p x p x




   , де 2,k s . 

Оскільки функція h  є максимумом 1m  опуклої функції, то 

внаслідок індукційного припущення 

           
2 1 2

*
0 0 0 0 0... ...

s s
i i i i if co p x p x co p x p x p x         . 

Отже, в цьому випадку для  *
0f p x  маємо, що 

 *
0i

i I

f co p x


  . (10.60) 

Нехай тепер 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.48), 

(10.49). 
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Оскільки X  є локально опуклим лінійним топологічним прос-

тором і за умовою теореми функції ip , 1,i m , є неперервними в 

точці 0x , то 0
1

m

i
i

x domp


  та для 0   існує опуклий окіл  0O x  

точки 0x  такий, що  

   0i ip x p x   ,  0x O x . 

Звідси випливає, що  0
1

m

i
i

O x domp


 . 

Переконаємося, що 0x  є оптимальним розв’язком такої задачі 

опуклого програмування:  

        
1 1

*
0 0min i ig x p x p x f x x     (10.61) 

при обмеженнях 

        *
0 0 0i ig x p x p x f x x     ,  1,...,i m , 1i i , (10.62) 

  0x O x . (10.63) 

Дійсно, нехай x  є допустимим розв’язком задачі (10.61)-(10.63). 

Тоді x  є допустимим розв’язком задачі (10.48), (10.49). Тому 

   
1 1

0i ig x g x  . 

З цих міркувань випливає, що 0x  є оптимальним розв’язком за-

дачі (10.61)-(10.63), в якій функції ig , 1,i m , є власними опуклими 

функціями, а  0O x  є відкритою опуклою множиною, такою, що  

 0
1 1

m m

i i
i i

O x domp domg
 

  . 

Згідно з теоремою Куна-Таккера існує ненульовий вектор 

 1 , ..., m   , для якого 1 0,..., 0m   ,  

 
 

 
      

0 0

*
1 1 0 0min , min ...

x O x x O x
L x p x p x f x x 

 
       

       *
0 0m mp x p x f x x      (10.64) 

         1 1 0 0 0 0... m mp x p x p x p x      ,  

причому  

      *
0 0 0 0i ip x p x f x x      

     0 0 0i ip x p x   , 1,...,i m . (10.65) 
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Для всіх  1,..., \i m I  випливає, що    0 0ip x p x . Тому 

із (10.65) маємо, що 0i   для всіх  1,..., \i m I . 

З урахуванням цього та (10.64) одержимо, що  

       *
0 0 0i i i

i I

p x p x f x x


    ,  0x O x , (10.66) 

причому 0i  , i I , та серед чисел i , i I , є хоча б одне більше 

нуля. 

Для i I  позначимо через i
i

i

i I










. З урахуванням цього та 

(10.66) будемо мати, що  

        *
0 0 0i i i i

i I i I

g x p x p x f x x 
 

      ,  0x O x . (10.67) 

Оскільки i i

i I

p


  є власною опуклою функцією, заданою на X ,  

0 i i

i I

x dom p


 
  

 
 , 

* *
f X ,  0 0x O x ,  0 0g x  ,  

то з урахуванням (10.67) та леми 10.3.1 робимо висновок, що  

  *
0i i

i I

f p x


 
   

 
 , (10.68) 

де 

 0i  , i I , 1i
i

ii I i I

i I




 



  


. (10.69) 

Оскільки функції i ip , i I , є неперервними в точці 0x , то згі-

дно з теоремою Моро -Рокафєллара 

       0 0i i i i

i I i I

p x p x 
 

 
   
 
  . (10.70) 

Оскільки для i I , 0i  , то, взявши до уваги твердження 9.2.1 

та співвідношення (10.68), (10.70), робимо висновок, що  

   *
0 0i i i

i Ii I

f p x co p x


    . 

Отже, для всіх  *
0f p x  маємо, що  *

0i
i I

f co p x


  . Тому  

   0 0i
i I

p x co p x


   . 
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Співвідношення (10.47) встановлено. Зі співвідношень (10.46) та 

(10.47) випливає справедливість рівності (10.45). 

Отже, співвідношення (10.45) справедливе для 1m  . З припу-

щення, що воно справедливе для натурального числа 1m  випли-

ває, що воно справедливе і для натурального числа m . Згідно з 

принципом математичної індукції це твердження має місце для 

будь-якого m N . 

Теорему доведено. 

10.4. Субдиференціальна форма теореми  

Каруша-Куна-Таккера 

Нехай X  – локально опуклий лінійний топологічний простір, 

ip , 0,1,...,i m , – власні опуклі функції, задані на X , A  – непорож-

ня опукла множина, яка включається в 
0

m

i
i

domp


.  

Розглянемо таку задачу опуклого програмування: 

знайти  

  0min p x  (10.71) 

за умов 

   0, 1,...,ip x i m  , (10.72) 

 x A . (10.73) 

Нагадаємо, що функцією Лагранжа задачі (10.71)-(10.73) нази-

вається функція 

     0 1

0

; , ,..., ;
m

m i i

i

L x L x p x    


  , 

де x X ,   1
0 1, ,...,

m
m R   


  . 

Твердження 10.4.1. Нехай 0x  є оптимальним розв’язком задачі 

(10.71)-(10.73). Тоді 0x  є оптимальним розв’язком задачі відшукання 

  min
x X

g x


, (10.74) 

де  

            0 0 0 1max , ,..., /mg x p x p x p x p x x A   ,  

x X ,  

а  
, ,

/
0,

якщо x A
x A

якщо x A


 
 


 – індикаторна функція множини A . 
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Доведення. Нехай 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.71)-

(10.73). Тоді  0 0, 1,...,ip x i m  , 0x A  і  

          
 

0 0 0 0 0 1 0 0

0

max , ,...,

/ 0 0 0

mg x p x p x p x p x

x A

  

   
. 

Припустимо, що x X  та    00g x g x  . 

Тоді           0 0 0 1max , ,..., / 0mp x p x p x p x x A   . 

Звідси випливає, що x A ,   0, 1,ip x i m  ,    0 0 0 0p x p x  . 

Отже, x  є таким допустимим розв’язком задачі (10.71)-(10.73), 

що    0 0 0p x p x , що суперечить оптимальності вектора 0x  для 

задачі (10.71)-(10.73). 

Одержана суперечність доводить, що    00g x g x   для 

всіх x X . Це й означає, що 0x  є оптимальним розв’язком зада-

чі (10.74). 

Твердження доведено. 

Теорема 10.4.1 (субдиференціальна форма теореми Каруша-

Куна-Таккера). Нехай в задачі (10.71)-(10.73) функції 0 1, ,..., mp p p  

неперервні в точці 0x A .  

Якщо 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.71)-(10.73), то іс-

нують числа i , 0,1,...,i m , такі, що 

 0i  , 0,1,...,i m , 
0

1
m

i

i




 , (10.75)  

  0 0i ip x  , 1,...,i m , (10.76) 

    0 0

0

0 /
m

i i

i

p x N x A


     (10.77) 

де       *
0 0/ : ,N x A f X f x f x x A     – конус опорних функці-

оналів до множини A  в точці 0x . 

Співвідношення (10.77) рівносильне тому, що існують 

 *
0i if p x , 0,1,...,i m , для яких справедлива нерівність  

  *
0

0

0
m

i i

i

f x x


 
  

 
 , x A . (10.78) 
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Доведення. Нехай 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.71)-

(10.73). Згідно з твердженням 10.4.1 точка 0x  є оптимальним 

розв’язком задачі безумовної мінімізації (10.74). 

Внаслідок цього та теореми 9.2.2 про критерій точки глобально-

го мінімуму функції справедливе включення 

  00 g x  , (10.79) 

де, як і вище, 

            0 0 0 1max , ,..., /mg x p x p x p x p x x A   ,  

x X . 

Зрозуміло, що  

          0 0 0 1max , ,..., mp x p x p x p x p x  , x X ,  

є опуклою власною функцією на X , неперервною в точці 0x A , 

оскільки за умовою теореми такими є функції 0 1, ,..., mp p p . 

Крім того, опуклою власною на X  є функція  / A , оскільки 

за умовою A  є непорожньою опуклою множиною простору X . 

З урахуванням цього, рівності      /g x p x x A  , x X , та 

теореми Моро-Рокафєллара (див. теорему 10.2.1) можна зробити ви-

сновок, що  

        0 0 0/g x p x A x     . (10.80) 

Маємо, що  

          0 0 0 0 0 1 0 0max , ,..., mp x p x p x p x p x    

    1 0 0max 0, ,..., 0mp x p x  , 

оскільки 0x A  та  0 0, 1,...,ip x i m  .  

Позначимо через     1 01,..., : 0iI i m p x   ,  1 0I I  . 

Оскільки функції        0 0 0 1, , ..., mp x p x p x p x , x X , є вла-

сними опуклими функціями, заданими на X , які неперервні в точці 

0x X , то відповідно до теореми Дубовіцкого-Мілютіна (див. тео-

рему 10.3.1) 

 

        

     

1

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 .

i
i I

i i
i I i I

p x co p p x x p x

co p x p x co p x



 

  
        

  
  

    
               

 (10.81) 
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Згідно з (10.79)-(10.81)  

      0 00 /i
i I

co p x A x


 
    

 
. (10.82) 

З опуклості множин  0 ,ip x i I  , та співвідношення (10.82) ви-

пливає, що існують числа 0i  , i I , 1i

i I




 ; функціонали 

 *
0i if p x , i I ,    *

0/f A x  такі, що  

 * *
0 i i

i I

f f


  . (10.83) 

Оскільки    *
0/f A x  та 0x A , то 

          *
0 0/ / /A x A x A x f x x      ,  

x X . 

З урахуванням того, що    / 0A x  , x A , звідси одержимо, 

що    * *
0f x f x , x A . 

Тому  *
0 /f N x A . З урахуванням проведених міркувань та 

співвідношення (10.83) приходимо до висновку, що існують числа  

 0i  ,  1 0i I I   , 1i

i I




 , (10.84) 

що 

 

   

     
1

0 0

0 0 0 0 0

0 /

/

i i

i I

i i

i I

p x N x A

p x p x N x A



 





   

    




. (10.85) 

Оскільки для 1i I   0 0ip x  , то 

  0 0i ip x  , 1i I . (10.86) 

Покладемо 0i   для   11,..., \i m I . Тоді для чисел i , 

0,1,...,i m , внаслідок (10.84)-(10.86) мають місце співвідношення 

(10.75)-(10.77). 
Нехай виконується співвідношення (10.77). Тоді існують функ-

ціонали  *
0i if p x , 0,1,...,i m ,  *

0 /f N x A , такі, що 

* *

0

0
m

i i

i

f f


  . Звідси випливає, що 

   * *
0 0

0

0
m

i i

i

f x x f x x


    , x A . 
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   * *
0 0

0

0
m

i i

i

f x x f x x


     , x A , 

оскільки  *
0 /f N x A . Отже (10.78) має місце. 

Нехай для чисел i , 0,1,...,i m , існують функціонали 

 *
0i if p x , 0,1,...,i m , такі, що має місце (10.78). Тоді  

 * *
0

0

/
m

i i

i

f f N x A


   ,  

а * *

0

0
m

i i

i

f f


  . Звідси випливає, що  

   0 0

0

0 /
m

i i

i

p x N x A


   ,  

тобто має місце (10.77). 

З проведених міркувань випливає, що співвідношення (10.77) і 

(10.78) є рівносильними. 

Теорему доведено. 

З урахуванням рівносильності співвідношень (10.77) і (10.78) те-

орему 10.4.1 можна сформулювати в такій еквівалентній формі. 

Теорема 10.4.2 (субдиференціальна форма теореми Каруша-

Куна-Таккера). Нехай в задачі (10.71)-(10.73) функції ip , 

0,1,...,i m , неперервні в точці 0x A . 

Якщо 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.71)-(10.73), то 

існують числа i , функціонали  *
0i if p x , 0,1,...,i m , такі, що 

0i  , 0,1,...,i m , 
0

1
m

i

i




 , 

 0 0i ip x  , 1,...,i m , 

 *
0

0

0
m

i i

i

f x x


 
  

 
 , x A . 

Твердження 10.4.2. Нехай обмеження (10.72), (10.73) задачі 

(10.71)-(10.73) задовольняють умові Слейтера, тобто існує точка 

x A  така, що   0ip x  , 1,...,i m . Якщо для точки 0x A  існу-

ють числа i , 0,1,...,i m , такі, для яких виконуються умови 

(10.75)-(10.77), то 0 0  . 
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Доведення. Припустимо, що 0 0  . Тоді 
1

1
m

i

i




 . Отже, серед 

чисел 1,..., m   є хоча б одне більше нуля. Оскільки   0ip x  , 

1,...,i m , то звідси випливає, що  

  
1

0
m

i i

i

p x


 .  (10.87) 

Оскільки має місце співвідношення (10.77), то згідно з теоремою 

10.4.1 існують функціонали  *
0i if p x , 0,1,...,i m , такі, що  

 *
0

0

0
m

i i

i

f x x


  , x A ,  

в тому числі  

  *
0

0

0
m

i i

i

f x x


  . (10.88) 

З урахуванням того, що  *
0i if p x , 1,...,i m , то 

      *
0 0i i ip x p x f x x   , 1,...,i m . (10.89) 

Звідки внаслідок (10.76), (10.87), (10.88) та рівності 0 0   оде-

ржимо, що  

   

   

0

1 1

*
0

1 1

0

0

m m

i i i i

i i

m m

i i i i

i i

p x p x

p x f x x

 

 

 

 

  

   

 

 

. 

Одержана суперечність дозволяє зробити висновок, що 0 0  . 

Оскільки 0 0  , то звідси випливає, що 0 0  . 

Твердження доведено. 

Теорема 10.4.3. Нехай для допустимого розв’язку 0x  задачі 

(10.71)-(10.73) існують числа i , 0,1,...,i m , для яких виконуються 

співвідношення (10.75)-(10.77), причому 0 0  . 

Тоді 0x  є оптимальним розв’язком цієї задачі. 

Доведення. Нехай x  – довільний допустимий розв’язок задачі 

(10.71)-(10.73), тобто 

 x A  і   0ip x  , 1,...,i m . (10.90) 
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Оскільки має місце співвідношення (10.77), то згідно з теоре-

мою 10.4.1 існують функціонали  *
0i if p x , 0,1,...,i m , такі, що  

 *
0

0

0
m

i i

i

f x x


  , x A ,  

в тому числі 

  *
0

0

0
m

i i

i

f x x


   . (10.91) 

Оскільки  *
0i if p x , 0,1,...,i m , то 

      *
0 0i i ip x p x f x x    , 0,1,...,i m . (10.92) 

З урахуванням співвідношень (10.75), (10.76), (10.90), (10.91), 

 *
0i if p x , 0,1,...,i m , одержимо, що  

       

   

0 0 0 0 0 0 0 0

0

0

0 0

m

i i

i

m m

i i i i

i i

p x p x p x p x

p x p x

   

 



 

    

  



 

 

      *
0 0

0 0

0
m m

i i i i i

i i

p x p x f x x 
 

       . 

Отже,    0 0 0 0 0 0p x p x    . Оскільки за припущенням 

0 0  , то    0 0 0p x p x  . Це й означає, що 0x  є оптимальним 

розв’язком задачі (10.71)-(10.73). 

Теорему доведено. 

Наслідок 10.4.1. Нехай обмеження (10.72), (10.73) задачі 

(10.71)-(10.73) задовольняють умові Слейтера. Якщо для допустимо-

го розв’язку 0x  цієї задачі існують числа i , 0,1,...,i m , для яких 

виконуються співвідношення (10.75)-(10.77), то 0x  є оптимальним 

розв’язком задачі (10.71)-(10.73). 

Доведення. Згідно з твердженням 10.4.2 0 0  . Тоді згідно з 

теоремою 10.4.3 0x  є оптимальним розв’язком задачі (10.71)-(10.73). 

Наслідок доведено. 

Наслідок 10.4.2. Нехай обмеження (10.72), (10.73) зада-

чі (10.71)-(10.73) задовольняють умові Слейтера, функції 

0 1, ,..., mp p p  неперервні в точці 0x A , яка є допустимим 

розв’язком задачі (10.71)-(10.73). 
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Для того щоб точка 0x  була оптимальним розв’язком зада-

чі (10.71)-(10.73), необхідно і достатньо, щоб існували числа i , 

0,1,...,i m , для яких справедливі співвідношення (10.75)-(10.77). 

Доведення. Необхідність. Нехай 0x  є оптимальним розв’язком 

задачі (10.71)-(10.73). Згідно з теоремою 10.4.1 існують числа i , 

0,1,...,i m , для яких виконуються умови (10.75)-(10.77). 

Достатність встановлено в наслідку 10.4.1. 

Наслідок доведено. 
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