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ПЕРЕДМОВА 

 
Основу даного на-

вчально-методичного по-
сібника складає курс ле-
кцій авторів для студен-

тів фізико-математичного факультету Кам’янець-Подільського 
національного університету імені Івана Огієнка. Оскільки цей 
посібник розрахований для початкового вивчення предмету ши-
роким колом читачів, що мають різний рівень математичної під-
готовки, то необхідні теоретичні відомості тут подано у мініма-
льному обсязі. Так, складні і громіздкі доведення деяких теорем 
опускаються, а наводяться лише їх формулювання. Читачеві, 
який виявить бажання детально ознайомитись з технікою таких 
доведень, слід звернутись до більш серйозної літератури з конс-
труктивної геометрії. Основну увагу сконцентровано на роз-
в’язуванні задач. Частину з них розв’язано в тексті посібника, 
частину запропоновано для самостійного розв’язування. 

Посібник присвячений ознайомленню з методами розв'язу-
вання геометричних задач на побудову фігур на площині за до-
помогою циркуля та лінійки. Підбір задач здійснено так, що 
читач при бажанні може отримати цілком достатні навички у 
самостійному застосуванні цих методів. Практика показує, що 
саме геометричні задачі на побудову фігур на площині станов-
лять чи не найважчу проблему для учнів та абітурієнтів. 

При розв'язуванні конструктивних задач на геометричному 
малюнку доводиться використовувати креслярські інструменти, 
дотримуючись при цьому певних правил та законів. Зрозуміло, 
що й самі малюнки при цьому повинні бути накреслені за від-
повідними правилами та законами.  

Для формул та тверджень (означень, теорем, прикладів і 
т.п.) у тексті кожної теми цього посібника застосовано свою 
окрему нумерацію. Нумерація малюнків є суцільною. Символ ■ 
у тексті означає, що доведення сформульованої теореми або ро-
зв'язання прикладу завершене. 
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òðåáóº äîñêîíàëîãî çíàííÿ ïëàí³ìåòð³¿ òà êðåñëÿðñüêèõ íàâè÷îê.
Àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ íå ³ñíóº, òîìó îêðåì³ ç
íèõ ìîæóòü ñêëàñòè äëÿ ÷èòà÷à äîñèòü ñåðéîçíó ïðîáëåìó.

Íàäàë³ ïëîùèíó ìè íå áóäåìî ââàæàòè ô³ãóðîþ ³ ïðè ðîç-
â’ÿçóâàíí³ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ô³ãóð ó ïëîùèí³ áóäåìî âèêîðèñ-
òîâóâàòè íàñòóïí³ àêñ³îìè:

1) êîæíà ç äàíèõ (çàäàíèõ) ô³ãóð ïîáóäîâàíà;
2) ÿêùî ïîáóäîâàíî ô³ãóðè F ³ G, òî ïîáóäîâàíî ô³ãóðó

F ∪ G;
3) ÿêùî ïîáóäîâàíî ô³ãóðè F ³ G, ïåðåòèí ÿêèõ íå ïîðîæ-

í³é, òî ïîáóäîâàíî ô³ãóðó F ∩ G;
4) ÿêùî ïîáóäîâàíî ô³ãóðè F ³ G, ùî íå ñï³âïàäàþòü, ³

F ⊂ G, òî ïîáóäîâàíî ô³ãóðó, ùî º ¿õ ð³çíèöåþ;
5) ÿêùî ô³ãóðó ïîáóäîâàíî, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷-

êó, ùî ¿é íàëåæèòü;
6) ÿêùî ô³ãóðó ïîáóäîâàíî, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè òî÷-

êó, ùî ö³é ô³ãóð³ íå íàëåæèòü;
7) ïîáóäîâàíó ô³ãóðó íàêðåñëåíî;
8) ÿêùî äâ³ òî÷êè À ³ Â ïîáóäîâàíî, òî ìîæíà ïîáóäóâà-

òè ïðîì³íü ÀÂ ç âåðøèíîþ À;
9) ÿêùî ïîáóäîâàíî òî÷êó òà â³äð³çîê, òî ìîæíà ïîáó-

äóâàòè êîëî ç öåíòðîì ó ö³é òî÷ö³, ðàä³óñ ÿêîãî äî-
ð³âíþº öüîìó â³äð³çêó.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà øóêàíî¿ ô³ãóðè ó ïëîùèí³ çâîäèòü-
ñÿ äî ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ íàéïðîñò³øèõ ïîáóäîâ, ÿê³ ðåãëàìåíòî-
âàíî àêñ³îìàìè 1-9:

à) ïîáóäîâà ïðîìåíÿ ÀÂ ç âåðøèíîþ À ïðè óìîâ³, ùî ð³çí³
òî÷êè À ³ Â ïîáóäîâàíî;

á) ïîáóäîâà êîëà ç öåíòðîì ó ïîáóäîâàí³é òî÷ö³, ðàä³óñ
ÿêîãî äîð³âíþº ïîáóäîâàíîìó â³äð³çêó;

â) ïîáóäîâà òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ ïîáóäîâàíèõ íåïàðàëå-
ëüíèõ ïðÿìèõ;

ã) ïîáóäîâà òî÷îê ïåðåòèíó ïîáóäîâàíèõ êîëà ³ ïðÿìî¿,
ÿêùî òàê³ òî÷êè ³ñíóþòü;

ä) ïîáóäîâà òî÷îê ïåðåòèíó äâîõ ïîáóäîâàíèõ ê³ë, ÿêùî
òàê³ òî÷êè ³ñíóþòü;

å) ïîáóäîâà òî÷êè, ùî íàëåæèòü ïîáóäîâàí³é ô³ãóð³;
æ) ïîáóäîâà òî÷êè, ùî íå íàëåæèòü ïîáóäîâàí³é ô³ãóð³.
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Çàóâàæèìî, ùî 7-ìà àêñ³îìà ïîâ’ÿçàíà ç ïðîöåñîì êðåñëåííÿ,
ÿêèé íå ìîæíà àêñ³îìàòè÷íî âèçíà÷èòè. ßêùî öþ àêñ³îìó âèëó-
÷èòè ç ñïèñêó ³ çâåñòè çàäà÷ó íà ïîáóäîâó ô³ãóðè ó ïëîùèí³ äî
âèçíà÷åííÿ ñê³í÷åíîãî ëàíöþæêà íàéïðîñò³øèõ ïîáóäîâ, ÿêèé âåäå
â³ä çàäàíèõ óìîâîþ çàäà÷³ ô³ãóð äî øóêàíî¿, òî í³ÿêèõ êðåñëÿð-
ñüêèõ ³íñòðóìåíò³â íå ïîòð³áíî, çàäà÷à ñòàº ñóòî ìàòåìàòè÷íîþ,
àëå ïðè öüîìó âñ³ ïîáóäîâè âèêîíóþòüñÿ ëèøå â óÿâ³ ëþäèíè.

Ó ö³é êíèæö³ ìè ñâ³äîìî îáðàëè ³íøèé øëÿõ, ïðè ÿêîìó
ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèé ïðîöåñ ³ëþçîðíèõ ïîáóäîâ äîïîâíþºòüñÿ
ðåàëüíèì ïðîöåñîì êðåñëåííÿ.

Íàäàë³ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ÿê êðåñëÿðñüê³ ³íñòðóìåí-
òè ëèøå öèðêóëü ³ ë³í³éêó. Àêñ³îìè 8 òà 9 íàçâåìî â³äïîâ³äíî
àêñ³îìàìè ë³í³éêè òà öèðêóëÿ. Îòæå, çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ìîæíà
êðåñëèòè ëèøå êîëà òà ¿õ äóãè, à çà äîïîìîãîþ ë³í³éêè — ëèøå
ïðÿì³, â³äð³çêè òà ïðîìåí³.

Ðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ÷è ïåðåòèíàþòüñÿ ïîáóäîâàí³ ô³ãó-
ðè, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå ¿õ ìàëþíêîì, íå ìîæíà. Äëÿ öüîãî äîäà-
òêîâî ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè àíàë³òè÷í³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ. Äåâ’ÿ-
òà àêñ³îìà ãîâîðèòü ïðî òå, ùî çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ìîæíà
ïîáóäóâàòè êîëî áóäü-ÿêîãî ðàä³óñà. Òàêèé öèðêóëü ÷àñòî íàçè-
âàþòü ìàòåìàòè÷íèì öèðêóëåì. Ï³ä ë³í³éêîþ íàäàë³ ðîçóì³òè-
ìåìî îäíîñòîðîííþ ë³í³éêó áåç ïîä³ëîê, ùî ìàº íåîáìåæåíó
äîâæèíó (ìàòåìàòè÷íà ë³í³éêà). Òàêà ë³í³éêà äàº ìîæëèâ³ñòü
ïîáóäóâàòè ïðîì³íü ÀÂ ç âåðøèíîþ À ïðè óìîâ³, ùî ð³çí³ òî÷êè
A ³ B ïîáóäîâàíî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ âèäó: “ïîáóäóâàòè ï³ðàì³äó”, “ïîáóäóâàòè ïðèç-
ìó”, “ïîáóäóâàòè ñôåðó” º íåêîðåêòíîþ ùîäî ïîáóäîâ ó ïëîùèí³. Ó
ïëîùèí³ ìîæíà áóäóâàòè ëèøå çîáðàæåííÿ âêàçàíèõ ïðîñòîðîâèõ
ô³ãóð, ïðî ùî áóäå éòè ìîâà ó äðóãîìó ðîçä³ë³ ö³º¿ êíèæêè.

Íàãàäàºìî, ùî äâ³ ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ ð³âíèìè, ÿêùî
êîæíèé åëåìåíò îäí³º¿ ç íèõ ì³ñòèòüñÿ â äðóã³é, ³ íàâïàêè. Òîá-
òî, ð³âí³ ìíîæèíè çàâæäè ñï³âïàäàþòü. Ó öüîìó ñåíñ³ äâ³ ð³âí³
ô³ãóðè ïîâèíí³ ñï³âïàäàòè, îñê³ëüêè çà îçíà÷åííÿì êîæíà ô³ãó-
ðà º ìíîæèíîþ òî÷îê. Äâ³ ô³ãóðè íàçèâàþòü êîíãðóåíòíèìè, ÿêùî
îäíó ç íèõ ìîæíà îäåðæàòè ç äðóãî¿ çà äîïîìîãîþ ðóõó. Ùîá íå
óñêëàäíþâàòè òåðì³íîëîã³þ òà ïîçíà÷åííÿ, ó ïîäàëüøîìó òåêñò³
ìè äîçâîëÿºìî ñîá³ ââàæàòè êîíãðóåíòí³ ô³ãóðè ð³âíèìè.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ïðîâîäèòüñÿ çà íàñòóï-
íîþ çàãàëüíîþ ñõåìîþ.
1. Àíàë³ç. Âñòàíîâëþþòüñÿ â³äíîøåííÿ ì³æ çàäàíèìè òà øóêà-

íîþ ô³ãóðàìè, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè ïîñë³äîâí³ñòü
ïîáóäîâ, ùî ðîçâ’ÿçóþòü çàäà÷ó. Ïðè öüîìó äóæå ÷àñòî áóâàº
êîðèñíèì ââàæàòè øóêàíó ô³ãóðó ïîáóäîâàíîþ ³, âèõîäÿ÷è ç
öüîãî, çíàõîäèòè ö³ â³äíîøåííÿ. Íà öüîìó êðîö³ ìîæíà íå
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âèêîðèñòîâóâàòè êðåñëÿðñüê³ ³íñòðóìåíòè, õî÷à íå çàáîðîíÿ-
ºòüñÿ ¿õ âèêîðèñòàííÿ.

2. Ïîáóäîâà. Óñ³ ïîòð³áí³ ïîáóäîâè âèêîíóþòüñÿ îáîâ’ÿçêîâî
çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Îäíî÷àñíî êîðîòêî îïèñó-
ºòüñÿ õ³ä ïîáóäîâ.

3. Äîâåäåííÿ. Äîâîäèòüñÿ, ùî ïîáóäîâàíà ô³ãóðà — øóêàíà. Öåé
êðîê ó ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ ò³ñíî ïîâ’ÿçàíèé ç àíàë³çîì.

4. Äîñë³äæåííÿ. Âñòàíîâëþºòüñÿ, ïðè ÿêèõ óìîâàõ çàäà÷à ìàº
ðîçâ’ÿçîê ³ ñê³ëüêè ð³çíèõ ðîçâ’ÿçê³â ìîæå ³ñíóâàòè â çàëåæ-
íîñò³ â³ä âëàñòèâîñòåé çàäàíèõ ô³ãóð. Äâ³ ô³ãóðè ââàæàþòüñÿ
ð³çíèìè, ÿêùî âîíè íå êîíãðóåíòí³. Àëå ³ñíóþòü çàäà÷³, â
ÿêèõ áåðåòüñÿ äî óâàãè ðîçòàøóâàííÿ øóêàíî¿ ô³ãóðè ïî â³ä-
íîøåííþ äî äàíèõ ô³ãóð. ßêùî òàêå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ðîç-
â’ÿçê³â çàäà÷³ íå îäíàêîâå, òî âîíè ââàæàþòüñÿ ð³çíèìè ðîç-
â’ÿçêàìè íàâ³òü òîä³, êîëè º êîíãðóåíòíèìè ô³ãóðàìè.

Çàäà÷à íà ïîáóäîâó ââàæàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàíîþ, ÿêùî ðåàë³çî-
âàíî âñ³ ÷îòèðè êðîêè çàïðîïîíîâàíî¿ ñõåìè.

Ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî âñ³ ïîáóäîâè âèêîíóþòüñÿ ñàìå íà ïëî-
ùèí³, à íå íà àðêóø³ ïàïåðó îáìåæåíèõ ðîçì³ð³â. Ïðè öüîìó
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ³íñòðóìåíòè, ùî íå º ðåàëüíèìè öèðêóëåì ³
ë³í³éêîþ. Òîìó ó âèïàäêó, êîëè ïðîöåñ ïîáóäîâè øóêàíî¿ ô³ãó-
ðè âèâîäèòü çà ìåæ³ àðêóøà ïàïåðó, íà ÿêîìó â³äáóâàºòüñÿ êðåñ-
ëåííÿ, íå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî çàäà÷à íå ìàº ðîçâ’ÿçêó. Çðî-
çóì³ëî, ùî íà àðêóø³ ïàïåðó âçàãàë³ íåìîæëèâî íàêðåñëèòè ïðÿ-
ìó, êóò, ïðîì³íü. Îòæå, íàäàë³ ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ äðóãîãî êðîêó
íàâåäåíî¿ âèùå çàãàëüíî¿ ñõåìè ï³ä àðêóøåì ïàïåðó ðîçóì³òèìå-
ìî ÷àñòèíó ïëîùèíè, íà ÿê³é çä³éñíþþòüñÿ ïîáóäîâè, ï³ä ðåàëü-
íèì öèðêóëåì — ìàòåìàòè÷íèé öèðêóëü, ï³ä îäíîñòîðîííüîþ
ë³í³éêîþ ñê³í÷åíî¿ äîâæèíè — ÷àñòèíó ìàòåìàòè÷íî¿ ë³í³éêè.
Áóäåìî ââàæàòè òàêîæ, ùî íà ïëîùèí³ ïîáóäîâàíî ïðîì³íü, ÿêùî
íà àðêóø³ ïàïåðó íàêðåñëåíî éîãî â³äð³çîê, îäèí ç ê³íö³â ÿêîãî
ñï³âïàäàº ç âåðøèíîþ öüîãî ïðîìåíÿ. Öÿ äîìîâëåí³ñòü äàº ïðà-
âî ââàæàòè ïðÿìó, â³äð³çîê ÿêî¿ íàêðåñëåíî íà àðêóø³ ïàïåðó,
ïîáóäîâàíîþ íà ïëîùèí³. Àíàëîã³÷íî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ïèòàííÿ ç
ïîáóäîâîþ êóòà íà ïëîùèí³. Áåç òàêèõ äîìîâëåíîñòåé ïðàêòè÷-
íà ðåàë³çàö³ÿ ñüîìî¿ àêñ³îìè òà äðóãîãî êðîêó çàãàëüíî¿ ñõåìè
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ô³ãóð ó ïëîùèí³ íåìîæëèâà.

Ñôîðìóëþºìî 8 ñòàíäàðòíèõ çàäà÷, ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ÿêèõ
ëåãêî áóäóºòüñÿ ëàíöþæîê ïîòð³áíèõ íàéïðîñò³øèõ ïîáóäîâ,
äîáðå â³äîìèé ç øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿:

1) ïîáóäóâàòè êóò, ð³âíèé äàíîìó;
2) ïîä³ëèòè äàíèé êóò íàâï³ë;
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3) ïîä³ëèòè äàíèé â³äð³çîê íàâï³ë;
4) ïîáóäóâàòè ïåðïåíäèêóëÿð äî äàíî¿ ïðÿìî¿, ÿêèé ïðîõîäèòü

÷åðåç äàíó òî÷êó;
5) ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ³ ïàðàëå-

ëüíà äî äàíî¿ ïðÿìî¿;
6) ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ó ÿêîãî çàäàíî: à) òðè ñòîðîíè,

á) ñòîðîíà ³ ïðèëåãë³ êóòè, â) äâ³ ñòîðîíè ³ êóò ì³æ íèìè;
7) ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê, ó ÿêîãî çàäàíî: à) ã³-

ïîòåíóçà ³ êàòåò, á) ã³ïîòåíóçà ³ ãîñòðèé êóò, â) êàòåò ³ ãîñò-
ðèé êóò;

8) ïîáóäóâàòè äîòè÷íó äî äàíîãî êîëà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
äàíó òî÷êó.

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ á³ëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ ö³ ïîáóäîâè ÷àñòî
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê äîïîì³æí³. ¯õ ìè äîìîâèìîñü âèêîíóâàòè
áåç îá´ðóíòóâàííÿ. Ó ôîðìóëþâàííÿõ 5-7 ñâ³äîìî äîïóùåíî “â³-
ëüí³ñòü ìîâè”. Òàê, íàïðèêëàä, çàäà÷ó 6(à) ñë³ä áóëî ñôîðìóëþ-
âàòè òî÷í³øå: ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ÿêùî çàäàíî òðè â³äð³çêè,
ÿê³ äîð³âíþþòü éîãî ñòîðîíàì. Ìè ³ íàäàë³ áóäåìî öå ðîáèòè ç
ìåòîþ çíà÷íîãî ñêîðî÷åííÿ âèêëàäîê, ùî íå ïîâèííî âèêëèêàòè
í³ÿêèõ íåïîðîçóì³íü. Òàê, íàïðèêëàä, ñëîâà “ïîáóäóâàòè” ³ “ïðî-
âåñòè” ïðè îïèñàíí³ ïîáóäîâ ââàæàòèìåìî ñèíîí³ìàìè. ßêùî
ñåíñ ïîçíà÷åííÿ ÀÂ ó òåêñò³ íå âèçíà÷åíî, òî ââàæàòèìåìî, ùî
öå º ÷èñëî, ÿêå äîð³âíþº äîâæèí³ â³äð³çêà ÀÂ.

Ðîçãëÿíåìî äâà ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 1. Çàäàíî òðèêóòíèê ÀÂÑ. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ÿêà
ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÀÑ, ïåðåòèíàº ñòîðîíè ÀÂ òà ÂÑ ó òî÷êàõ
Ð òà Ì â³äïîâ³äíî, ³ ïðè öüîìó ÀÐ + ÌÑ = ÐÌ.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ñïî÷àòêó àíàë³ç. Íåõàé ÀÂÑ — äà-
íèé òðèêóòíèê (ìàë. 1). Ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíà ïðÿìà ïîáóäî-
âàíà ³ ïîçíà÷èìî ¿¿ ÷åðåç à. Òîä³ âèêîíó-
ºòüñÿ ð³âí³ñòü, âêàçàíà â óìîâ³ çàäà÷³.
Îòæå, íà â³äð³çêó ÐÌ ³ñíóº òàêà òî÷-
êà Ê, ùî ÀÐ = ÐÊ. Òîä³ çðîçóì³ëî,
ùî ÊÌ = ÌÑ. Îñê³ëüêè ∆ÀÐÊ
ð³âíîáåäðåíèé, òî êóòè ÐÀÊ
³ ÐÊÀ ð³âí³. Àëå íåâàæ-
êî ïîì³òèòè, ùî êóòè
ÐÊÀ ³ ÊÀÑ òàêîæ
ð³âí³. Ó öüîìó
ðàç³ â³äð³çîê
ÀÊ íàëåæèòü

Ìàë. 1
À

Â

Ñ

ÊÐàà Ì
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á³ñåêòðèñ³ êóòà ÂÀÑ. Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî â³äð³çîê ÑÊ
íàëåæèòü á³ñåêòðèñ³ êóòà ÂÑÀ. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà Ê º òî÷êîþ
ïåðåòèíó öèõ äâîõ á³ñåêòðèñ. Öå äîçâîëÿº âèêîíàòè ëàíöþæîê
ïîáóäîâ:

1) áóäóºìî á³ñåêòðèñè êóò³â ÂÀÑ ³ ÂÑÀ;
2) áóäóºìî òî÷êó Ê ïåðåòèíó öèõ á³ñåêòðèñ;
3) ÷åðåç òî÷êó Ê ïðîâîäèìî ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ ÀÑ.
Ïîáóäîâàíà ïðÿìà — øóêàíà. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ.

Îñê³ëüêè ïîáóäîâàíà ïðÿìà òà ïðÿìà ÀÑ ïàðàëåëüí³ çà ïîáóäî-
âîþ ³ ïàðè êóò³â ÐÀÊ òà ÊÀÑ, ÌÑÊ òà ÀÑÊ â³äïîâ³äíî ð³âí³ (òåæ
çà ïîáóäîâîþ), òî òðèêóòíèêè ÀÐÊ ³ ÊÌÑ — ð³âíîáåäðåí³. Çâ³ä-
ñè îäðàçó âèïëèâàº ð³âí³ñòü ÀÐ + ÌÑ = ÐÌ, ùî çàâåðøóº äîâå-
äåííÿ. Äîñë³äæåííÿ ñë³ä ïîâ’ÿçóâàòè ç ëàíöþæêîì ïðîâåäåíèõ
ïîáóäîâ. Óñ³ âîíè çàâæäè âèêîíóþòüñÿ, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî.
Âèñíîâîê: çàäà÷à çàâæäè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê ÀÂÑ, ÿêùî çàäàíî éîãî
âèñîòó, á³ñåêòðèñó ³ ìåä³àíó, ÿê³ ïðîâåäåíî ç âåðøèíè Â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ñïî÷àò-
êó àíàë³ç. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèêóòíèê
ÀÂÑ — øóêàíèé ³ ó íüîìó ÂÍ — âèñî-
òà, ÂÌ — ìåä³àíà. Îïèøåìî íàâêîëî
öüîãî òðèêóòíèêà êîëî, öåíòð ÿêîãî ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Î (ìàë. 2). Î÷åâèäíî,
ùî ïðÿìà ÎÌ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî
ïðÿìî¿ ÀÑ.

Òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìî¿ ÎÌ ç ïî-
áóäîâàíèì êîëîì ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ê.
Îñê³ëüêè òî÷êà Ê ä³ëèòü äóãó ÀÊÑ íà-
âï³ë, òî â³äð³çîê ÂÊ ì³ñòèòü ó ñîá³ á³-
ñåêòðèñó ÂÐ êóòà ÀÂÑ. Îñê³ëüêè òî÷-
êè Â ³ Ê íàëåæàòü êîëó, òî éîãî öåíòð
ëåæèòü íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿ-
ð³, âñòàíîâëåíîìó äî â³äð³çêà ÂÊ. Ïðî-
âåäåí³ ì³ðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü âèêîíà-
òè íàñòóïí³ ïîáóäîâè:

1) áóäóºìî ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ÂÍÌ çà êàòåòîì (äàíîþ
âèñîòîþ h) ³ ã³ïîòåíóçîþ (äàíîþ ìåä³àíîþ m);

2) áóäóºìî ïðÿìó ÌÅ, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ ÂÍ;
3) áóäóºìî òî÷êó Ð, îñê³ëüêè â³äð³çîê ÂÐ (á³ñåêòðèñà n êóòà

ÀÂÑ) çàäàíèé;
4) áóäóºìî òî÷êó Ê ïåðåòèíó ïðÿìèõ ÂÐ ³ ÌÅ;

h

n

m

E

A

K

C
HPM

B

O

Ìàë. 2
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5) áóäóºìî ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð äî â³äð³çêà ÂÊ ³ òî÷êó Î
ïåðåòèíó éîãî ç ïðÿìîþ ÌÊ;

6) áóäóºìî êîëî ç öåíòðîì ó òî÷ö³ Î, ðàä³óñ ÿêîãî äîð³âíþº
â³äð³çêó ÎÂ, ³ òî÷êè À òà Ñ ïåðåòèíó îñòàííüîãî êîëà ç ïðÿ-
ìîþ ÀÑ. Òðèêóòíèê ÀÂÑ — øóêàíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðÿì³ ÂÍ ³ ÀÑ ïåðïåíäèêóëÿðí³, â³äð³çêè ÂÍ = h,
ÂÌ = m (âñå öå çà ïîáóäîâîþ). Òî÷êà Ì º ñåðåäèíîþ â³äð³çêà
ÀÑ, îñê³ëüêè âîíà º îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷-
êè Î (öåíòð êîëà) íà õîðäó ÀÑ. Êóòè ÀÂÐ ³ ÐÂÑ ð³âí³, îñê³ëüêè
òî÷êà Ê º ñåðåäèíîþ äóãè ÀÊÑ.

Äîñë³äæåííÿ. Òðèêóòíèê ÌÂÍ áóäóºòüñÿ, ÿêùî m > h. Ëåã-
êî áà÷èòè, ùî ïðè óìîâ³ h < n < m, óñ³ ïðîâåäåí³ ïîáóäîâè
îäíîçíà÷íî âèêîíóþòüñÿ, òîáòî çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. ßêùî
h = n = m, òî øóêàíèé òðèêóòíèê ð³âíîáåäðåíèé, ³ çàäà÷à ìàº
áåçë³÷ ðîçâ’ÿçê³â. Ïðè âñ³õ ³íøèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ì³æ äàíèìè
åëåìåíòàìè çàäà÷à ðîçâ’ÿçêó íå ìàº. n

Íèæ÷å ìè íàâîäèìî óìîâè çàäà÷, ùî âõîäÿòü äî øê³ëüíèõ
ï³äðó÷íèê³â ç ãåîìåòð³¿, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêèõ íå âèìàãàº çàñòîñó-
âàííÿ ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â, ïðî ÿê³ áóäå éòè ìîâà ó öüîìó ïîñ³á-
íèêó. Ðàäèìî ÷èòà÷åâ³ îö³íèòè ñâî¿ ìîæëèâîñò³, ðîçâ’ÿçàâøè çà-
ïðîïîíîâàí³ íèæ÷å çàäà÷³. Öå ñòàíîâèòèìå ïåðøèé êðîê äî óñï³ø-
íîãî çàñâîºííÿ ïîäàëüøîãî ìàòåð³àëó.

Çàäà÷³ ï³äãîòîâ÷îãî ð³âíÿ

1. Ïîáóäóâàòè êîëî äàíîãî ðàä³óñà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³
òî÷êè.

2. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå âïèñàíå â äàíèé òðèêóòíèê.
3. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå îïèñàíå íàâêîëî äàíîãî òðèêóòíèêà.
4. Âïèñàòè â äàíå êîëî ïðàâèëüíèé äâàíàäöÿòèêóòíèê.
5. Îïèñàòè íàâêîëî äàíîãî êîëà ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê (ïðà-

âèëüíèé âîñüìèêóòíèê).
6. ×åðåç äàíó òî÷êó ïðîâåñòè äîòè÷í³ äî äàíîãî êîëà. Ïîáóäó-

âàòè ñï³ëüí³ äîòè÷í³ äî äâîõ äàíèõ ê³ë.
7. Ïîä³ëèòè äàíèé êóò íà ÷îòèðè ð³âí³ ÷àñòèíè. Ïîáóäóâàòè

êóòè ãðàäóñíîþ ì³ðîþ 30, 45 òà 60 ãðàäóñ³â. Ïîáóäóâàòè êóò,
êîñèíóñ ÿêîãî äîð³âíþº 0,8.

8. Ïîä³ëèòè äàíèé â³äð³çîê íà ï’ÿòü ð³âíèõ ÷àñòèí.
9. Íà äàí³é ïðÿì³é ïîáóäóâàòè òî÷êó, ñóìà â³äñòàíåé â³ä ÿêî¿

äî äâîõ äàíèõ òî÷îê º íàéìåíøîþ.
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10. Íà äàí³é ïðÿì³é ïîáóäóâàòè òî÷êó, ð³âíîâ³ääàëåíó â³ä äâîõ
äàíèõ òî÷îê.

11. ×è ìîæíà ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê ç ñòîðîíàìè 3 ñì, 7 ñì,
11 ñì?

12. Ïîâåðíóòè äàíèé â³äð³çîê íà êóò ó 60 ãðàäóñ³â ïðîòè ãîäèí-
íèêîâî¿ ñòð³ëêè íàâêîëî äàíî¿ òî÷êè.

13. Çàäàíî â³äð³çêè, ùî ìàþòü äîâæèíè a, b, c, d, l. Ïîáóäóâà-
òè â³äð³çêè, äîâæèíè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

2222 ,,,, babaab
dl

abc

c

ab
−+ .

14. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ÿêùî çàäàíî ñåðåäèíè éîãî ñòîð³í.
15. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà ã³ïîòåíóçîþ ³ âèñî-

òîþ, îïóùåíîþ ç âåðøèíè ïðÿìîãî êóòà.
16. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà:

à) äâîìà ñòîðîíàìè ³ ðàä³óñîì îïèñàíîãî êîëà;
á) äâîìà ñòîðîíàìè ³ êóòîì, ïðîòèëåæíèì äî îäí³º¿ ç íèõ;
â) äâîìà ñòîðîíàìè ³ ìåä³àíîþ, ïðîâåäåíîþ äî îäí³º¿ ç íèõ;
ã) äâîìà ñòîðîíàìè ³ ìåä³àíîþ, ïðîâåäåíîþ äî òðåòüî¿ ñòîðîíè;
ä) äâîìà ñòîðîíàìè ³ âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà òðåòþ ñòîðîíó;
å) äâîìà ñòîðîíàìè ³ âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà îäíó ç íèõ;
æ) ñòîðîíîþ òà ïðîâåäåíèìè äî íå¿ ìåä³àíîþ ³ âèñîòîþ;
ç) ñòîðîíîþ, ïðèëåãëèì äî íå¿ êóòîì ³ â³äð³çêîì, äîâæèíà ÿêî-

ãî äîð³âíþº ñóì³ äîâæèí äâîõ ³íøèõ ñòîð³í;
³) ñòîðîíîþ, ïðèëåãëèì äî íå¿ êóòîì ³ â³äð³çêîì, äîâæèíà ÿêî-

ãî äîð³âíþº ð³çíèö³ äîâæèí äâîõ ³íøèõ ñòîð³í;
17. Ïîáóäóâàòè ð³âíîáåäðåíèé òðèêóòíèê çà îñíîâîþ òà ðàä³ó-

ñîì îïèñàíîãî êîëà.
18. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà êàòåòîì òà â³äð³ç-

êîì, äîâæèíà ÿêîãî äîð³âíþº ñóì³ äîâæèí äðóãîãî êàòåòà ³
ã³ïîòåíóçè.

19. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà ñòîðîíîþ, ìåä³àíîþ, ïðîâåäåíîþ
äî íå¿, òà ðàä³óñîì îïèñàíîãî êîëà.

20. Ïîáóäóâàòè ðîìá çà:
à) ä³àãîíàëëþ ³ ïðîòèëåæíèì êóòîì;
á) ñòîðîíîþ ³ ä³àãîíàëëþ;
â) äâîìà ä³àãîíàëÿìè.

21. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëîãðàì çà:
à) ñòîðîíîþ ³ ä³àãîíàëÿìè;
á) ä³àãîíàëÿìè ³ êóòîì ì³æ íèìè.
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22. Ïîä³ëèòè äàíèé ïàðàëåëîãðàì íà òðè ð³âíîâåëèê³ ÷àñòèíè
äâîìà ïðÿìèìè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó ç éîãî âåðøèí
(ïîáóäóâàòè ö³ ïðÿì³).

23. Ïîáóäóâàòè òðàïåö³þ çà: à) îñíîâàìè òà á³÷íèìè ñòîðîíàìè;
á) îñíîâàìè òà ä³àãîíàëÿìè.

1.2. Ìåòîä ïåðåð³ç³â (ãåîìåòðè÷íèõ ì³ñöü òî÷îê)
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó

×àñòî òðàïëÿºòüñÿ, ùî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ çâîäèòüñÿ äî
ïîáóäîâè òî÷êè, ÿêà ìàº äâ³ ïåâí³ âëàñòèâîñò³: A ³ B. ßêùî âäà-
ºòüñÿ ïîáóäóâàòè ìíîæèíó N(A) óñ³õ òî÷îê ïëîùèíè, ÿê³ çàäî-
âîëüíÿþòü âëàñòèâ³ñòü A, ³ ìíîæèíó M(B) óñ³õ òî÷îê ïëîùèíè,
ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâ³ñòü B, òî øóêàíà òî÷êà ïîâèííà íàëå-
æàòè ïåðåð³çó öèõ ìíîæèí. Çâ³ñíî, ùî öåé ïåðåð³ç ìîæå â ð³çíèõ
âèïàäêàõ ñêëàäàòèñÿ ç îäí³º¿ òî÷êè, ê³ëüêîõ òî÷îê, íåñê³í÷åííî¿
ê³ëüêîñò³ òî÷îê àáî áóòè ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ. Óñ³ ö³ âèïàäêè
ï³äëÿãàþòü îêðåìîìó äîñë³äæåííþ.

Ìíîæèíó âñ³õ òî÷îê ïëîùèíè, êîæíà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿº
ïåâíó âëàñòèâ³ñòü, íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íèì ì³ñöåì òî÷îê
ïëîùèíè (ÃÌÒ), ùî çàäîâîëüíÿþòü öþ âëàñòèâ³ñòü. Îòæå,
ìíîæèíà N(A) º ÃÌÒ, ùî çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâ³ñòü A, à ìíî-
æèíà M(B) — ÃÌÒ, ùî çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâ³ñòü B. Òàêèì ÷è-
íîì, ïîñòàâëåíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ ïåðåð³çó äâîõ
ÃÌÒ. Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïåðåð³ç³â òðåáà
âì³òè áóäóâàòè ÃÌÒ, âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî âèçíà÷àëüíó âëàñòè-
â³ñòü. Àëãîðèòìó äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ òàêîãî òèïó íå ³ñíóº.
Ìîæíà ëèøå ïîðàäèòè âèêîðèñòàòè îäèí ç äâîõ íàñòóïíèõ øëÿ-
õ³â ì³ðêóâàíü.

Øëÿõ 1. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðó F, ÿê³é íàëåæèòü øóêàíå ÃÌÒ.
Ï³ñëÿ öüîãî ïåðåâ³ðèòè àíàë³òè÷íèì ñïîñîáîì, ÷è íàëåæèòü äî-
â³ëüíà òî÷êà ô³ãóðè F øóêàíîìó ÃÌÒ. ßêùî â³äïîâ³äü íà öå
çàïèòàííÿ ïîçèòèâíà, òî øóêàíå ÃÌÒ ñï³âïàäàº ç ô³ãóðîþ F ³ º
ïîáóäîâàíèì. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ÃÌÒ íå º ïîáóäîâàíèì ³
ñë³ä øóêàòè ñïîñ³á âèëó÷åííÿ ç ô³ãóðè F òèõ òî÷îê, ÿê³ íå íàëå-
æàòü øóêàíîìó ÃÌÒ.

Øëÿõ 2. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðó G, ùî íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ.
Ï³ñëÿ öüîãî ïåðåâ³ðèòè àíàë³òè÷íèì ñïîñîáîì, ÷è íàëåæèòü äî-
â³ëüíà òî÷êà ïëîùèíè, ÿêà íå íàëåæèòü ô³ãóð³ G, øóêàíîìó ÃÌÒ.
ßêùî â³äïîâ³äü íà öå çàïèòàííÿ íåãàòèâíà, òî øóêàíå ÃÌÒ —
ñï³âïàäàº ç ô³ãóðîþ G ³ º ïîáóäîâàíèì. Ó ïðîòèëåæíîìó âè-
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ïàäêó ÃÌÒ íå º ïîáóäîâàíèì ³ ñë³ä øóêàòè ñïîñ³á â³äøóêàííÿ
òèõ òî÷îê ïëîùèíè, ÿê³ íàëåæàòü øóêàíîìó ÃÌÒ ³ íå íàëåæàòü
ô³ãóð³ G.

Íàãàäàºìî ÃÌÒ, äîáðå â³äîì³ ç øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿:
à) ÃÌÒ, ð³âíîâ³ääàëåíèõ â³ä äàíî¿ òî÷êè — êîëî;
á) ÃÌÒ, ð³âíîâ³ääàëåíèõ â³ä äàíî¿ ïðÿìî¿ — îá’ºäíàííÿ äâîõ

ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ äî äàíî¿ ïðÿìî¿;
â) ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå âíóòð³øí³õ òî÷îê äàíîãî êóòà, ð³âíîâ³ääà-

ëåíèõ â³ä éîãî ñòîð³í — á³ñåêòðèñà äàíîãî êóòà.
Íàäàë³ ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ëèøå ò³ ÃÌÒ, ÿê³ ìîæíà ïîáóäó-

âàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ë³í³éêè. Ñàìå òàê³ ÃÌÒ ìîæóòü
ñòàòè â ïðèãîä³ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ íà ïîáóäîâó çã³äíî íà-
øî¿ äîìîâëåíîñò³ ïðî âèá³ð ³íñòðóìåíò³â, ÿêèìè ìîæíà êîðèñòó-
âàòèñÿ. Çâè÷àéíî, ³ñíóþòü ÃÌÒ, ÿê³ çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³-
í³éêè íå áóäóþòüñÿ. Íàïðèêëàä, ÃÌÒ, ñóìà â³äñòàíåé â³ä êîæíî¿
ç ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê º ñòàëå ÷èñëî, ÿêå ïåðåâèùóº â³ä-
ñòàíü ì³æ äàíèìè òî÷êàìè, º åë³ïñ, ÿêèé, ÿê â³äîìî, íå ñêëàäà-
ºòüñÿ ç äóã ê³ë òà â³äð³çê³â ïðÿìèõ, ÿêùî ò³ëüêè éîãî îñ³ íå º
ð³âíèìè (òîä³ åë³ïñ º êîëîì). Çà äîïîìîãîþ âêàçàíèõ ³íñòðóìåí-
ò³â öþ ô³ãóðó ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ÃÌÒ, ÿê³ ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè ðîç-
â’ÿçóâàíí³ çàäà÷.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ç êîæíî¿ òî÷êè ÿêîãî çàäàíèé
â³äð³çîê âèäíî ï³ä äàíèì êóòîì, ãðàäóñíà ì³ðà ÿêîãî á³ëüøà â³ä 0
³ ìåíøà â³ä 180 ãðàäóñ³â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé À ³ Â — çàäàí³ òî÷êè, α — çàäàíèé êóò.
Ïðèïóñòèìî, ùî X — äîâ³ëüíà òî÷êà, ùî íàëåæèòü øóêàíîìó
ÃÌÒ. Öå îçíà÷àº, ùî êóò ÀXÂ äîð³âíþº êóòó α. Îïèøåìî êîëî
íàâêîëî òðèêóòíèêà ÀXÂ. Êîæíà òî÷êà Y äóãè ÀXÂ öüîãî êîëà,
çà âèíÿòêîì òî÷îê À ³ Â, íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ, îñê³ëüêè
êóòè ÀXÂ ³ ÀYÂ ð³âí³, áî âîíè º âïèñàíèìè â ïîáóäîâàíå êîëî
êóòàìè, ùî ñïèðàþòüñÿ íà îäíó äóãó. Îòæå, ô³ãóðà Å, ùî º äóãîþ
ÀXÂ áåç ê³íöåâèõ òî÷îê, âõîäèòü äî øóêàíîãî ÃÌÒ. Î÷åâèäíî,
äî íüîãî âõîäèòü ³ ô³ãóðà F, ñèìåòðè÷íà ç ô³ãóðîþ Å â³äíîñíî
ïðÿìî¿ ÀÂ. Îá’ºäíàííÿ ô³ãóð Å òà F ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q. Òàêèì
÷èíîì, ô³ãóðà Q ì³ñòèòüñÿ ó øóêàíîìó ÃÌÒ. Íåâàæêî ïîêàçàòè,
ùî äîâ³ëüíà òî÷êà ïëîùèíè, ÿêà íå íàëåæèòü ô³ãóð³ Q, íå íàëå-
æèòü øóêàíîìó ÃÌÒ (ïðîïîíóºìî öå äîâåñòè ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³é-
íî). Âèñíîâîê: ô³ãóðà Q º øóêàíèì ÃÌÒ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
ïðîâåäåííÿ öèõ ì³ðêóâàíü áóâ âèêîðèñòàíèé äðóãèé ³ç çàïðîïî-
íîâàíèõ øëÿõ³â. Òåïåð âèêîíàºìî ïîáóäîâó öüîãî ÃÌÒ (ìàë. 3):
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1) áóäóºìî êóò ÂÀÑ, ð³âíèé
êóòó α, ÿê âêàçàíî íà ìà-
ëþíêó 3;

2) áóäóºìî ñåðåäèííèé ïåð-
ïåíäèêóëÿð a äî â³äð³çêà
ÀÂ òà ïåðïåíäèêóëÿð b äî
ïðÿìî¿ ÀÑ â òî÷ö³ À. Ëåã-
êî áà÷èòè, ùî ïðÿì³ à ³ b
ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷ö³, ÿêó
ïîçíà÷åíî ÷åðåç Î;

3) áóäóºìî êîëî ç öåíòðîì â
òî÷ö³ Î, ðàä³óñ ÿêîãî äîð³â-
íþº â³äð³çêó ÎÀ;

4) áóäóºìî ô³ãóðó, ñèìåòðè÷-
íó äóç³ ÀXÂ â³äíîñíî ïðÿ-
ìî¿ ÀÂ. Îá’ºäíàííÿ äâîõ
îñòàíí³õ äóã áåç òî÷îê À
òà Â ³ º øóêàíèì ÃÌÒ.
Äîâåäåííÿ. Êóòè ÂÀÑ ³

ÀÎÊ ð³âí³ ÿê êóòè ç ïîïàðíî
ïåðïåíäèêóëÿðíèìè ñòîðîíà-
ìè. Êóòè ÀÎÊ ³ ÊÎÂ òåæ ð³â-
í³, â ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòè-
ñÿ. Òàêèì ÷èíîì, êóò ÀÎÂ äî-
ð³âíþº 2α. Öåé êóò º öåíòðà-
ëüíèì äëÿ êîëà (Î, ÎÀ) ³ â³í
ñïèðàºòüñÿ íà éîãî äóãó ÀÂ.
Êóò ÀXÂ º äëÿ âêàçàíîãî êîëà âïèñàíèì êóòîì, ùî ñïèðàºòüñÿ
íà òó æ ñàìó äóãó. Çðîçóì³ëî, ùî êóò ÀÎÂ óäâ³÷³ á³ëüøèé çà êóò
ÀXÂ, òîáòî êóò ÀXÂ äîð³âíþº êóòó α. Çàâåðø³òü äîâåäåííÿ ñà-
ìîñò³éíî. Óñ³ âêàçàí³ ïîáóäîâè îäíîçíà÷íî âèêîíóþòüñÿ. Îòæå,
çàäà÷à çàâæäè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå ñåðåäèí õîðä äà-
íîãî êîëà, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç äàíó òî÷êó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé êîëî (Î, ÎÂ) (öåíòð êîëà — òî÷êà Î,
ðàä³óñ — â³äð³çîê ÎÂ) ³ òî÷êà À — çàäàí³ ô³ãóðè. ßêùî À —
çîâí³øíÿ òî÷êà â³äíîñíî äàíîãî êîëà, òî î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à
ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè öÿ òî÷êà º âíóòð³ø-
íüîþ òî÷êîþ êðóãà (Î, ÎÂ). Ïîäàëüø³ ì³ðêóâàííÿ ïðîâåäåìî
ïåðøèì ðåêîìåíäîâàíèì øëÿõîì. Íåõàé òî÷êà X íàëåæèòü øó-
êàíîìó ÃÌÒ (ìàë. 4). Òîä³ òî÷êàìè À òà X âèçíà÷àºòüñÿ õîðäà
äàíîãî êîëà, ïðè÷îìó òî÷êà X ä³ëèòü ¿¿ íàâï³ë. Çà â³äîìîþ òåîðå-

Ìàë. 3
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ìîþ ïðÿì³ ÎX òà ÀX âçàºìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðí³, òîáòî òî÷êà X º âåðøèíîþ ïðÿ-
ìîãî êóòà òðèêóòíèêà ÀXÎ ç ã³ïîòåíó-
çîþ ÎÀ. Îòæå, òî÷êà X íàëåæèòü êîëó,
ä³àìåòðîì ÿêîãî º â³äð³çîê ÎÀ.

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíå ÃÌÒ íàëå-
æèòü âêàçàíîìó êîëó, ÿêå ìè ïîçíà÷èìî
÷åðåç S.

Ïðîâåäåìî òåïåð ì³ðêóâàííÿ ó çâî-
ðîòíîìó ïîðÿäêó. Íåõàé òî÷êà X — äî-
â³ëüíà òî÷êà êîëà S. Òîä³ êóò ÀXÎ —
ïðÿìèé, áî â³í ñïèðàºòüñÿ íà ä³àìåòð

êîëà. Çà â³äîìîþ òåîðåìîþ çâ³äñè âèïëèâàº, ùî òî÷êà X ä³ëèòü
õîðäó äàíîãî êîëà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ òî÷êàìè X òà À, íàâï³ë.
Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà X íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ. Âèñíîâîê: øó-
êàíå ÃÌÒ ñï³âïàäàº ç êîëîì S.

ßêùî òî÷êà À íàëåæèòü äàíîìó êîëó, òî âñ³ ïðîâåäåí³ ì³ð-
êóâàííÿ çàëèøàþòüñÿ â ñèë³ (ïåðåâ³ðòå ñàìîñò³éíî).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîáóäîâà êîëà S çàâæäè âèêîíóºòüñÿ, ïðè-
÷îìó îäíîçíà÷íî. Çàäà÷à çàâæäè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, â³äíîøåííÿ â³äñòàíåé â³ä êîæíî¿

ç ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê äîð³âíþº 1≠
n

m
, äå m ³ n — äîâæèíè

äàíèõ â³äð³çê³â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ïðè óìîâ³ 1=
n

m
, ÿê

â³äîìî ç øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿, øóêàíå ÃÌÒ º ñåðåäèííèì
ïåðïåíäèêóëÿðîì äî â³äð³çêó ÀÂ, äå À ³ Â — çàäàí³ òî÷êè. Òîìó
öåé âèïàäîê âèëó÷åíî ç ðîçãëÿäó.

Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà X íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ ³ íå ëå-

æèòü íà ïðÿì³é ÀÂ. Öå îçíà÷àº, ùî 
n

m

XB

AX
= . Íåõàé á³ñåêòðèñà

êóòà ÀÕÂ ïåðåòèíàº â³äð³çîê ÀÂ (÷îìó?) ó òî÷ö³ Ñ, à á³ñåêòðèñà
çîâí³øíüîãî êóòà ÊÕÂ òðèêóòíèêà ÀÕÂ ïåðåòèíàº ïðîì³íü ÀÂ ó
òî÷ö³ D (ìàë. 5). Çà â³äîìèìè âëàñòèâîñòÿìè á³ñåêòðèñ âíóòð³ø-

íüîãî òà çîâí³øíüîãî êóò³â òðèêóòíèêà ìàºìî, ùî 
n

m

BX

AX

CB

AC
==

³ 
n

m

BX

AX

BD

AD
== , òîáòî, òî÷êè Ñ ³ D íàëåæàòü øóêàíîìó ÃÌÒ.

B

S

O

X

A

Ìàë. 4
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Ïðè öüîìó ö³ òî÷êè íå çàëå-
æàòü â³ä âèáîðó òî÷êè Õ,
îñê³ëüêè ¿õ ìîæíà ïîáóäó-
âàòè, ïîä³ëèâøè äàíèé
â³äð³çîê ÀÂ âíóòð³ø-
í³ì ³ çîâí³øí³ì ñïî-
ñîáîì ó äàíîìó

â³äíîøåíí³ 
n

m
.

Äàë³ ìè ïîêàæå-
ìî, ÿê öå ðîáèòü-
ñÿ. Ëåãêî ïåðåêî-
íàòèñÿ, ùî êóò ÑÕD
— ïðÿìèé, îòæå òî÷êà
Õ íàëåæèòü êîëó ç ä³à-
ìåòðîì ÑD, ÿêå ìè ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç S. Ïðèõîäèìî äî
âèñíîâêó, ùî öüîìó êîëó íà-
ëåæèòü ³ øóêàíå ÃÌÒ.

Îáåðåìî òåïåð íà êîë³ S äîâ³ëüíó òî÷êó Í (êð³ì òî÷îê Ñ ³
D) ³ äîâåäåìî, ùî âîíà íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ. Öå îçíà÷àòè-
ìå, ùî öå êîëî ñï³âïàäàº ç øóêàíèì ÃÌÒ. ×åðåç òî÷êó Â ïðîâå-
äåìî ïðÿìó a, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÀÍ. Òî÷êè ïåðåòèíó
ïðÿìî¿ à ç ïðîìåíåì ÍÑ òà â³äð³çêîì ÍD ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ð ³ N
â³äïîâ³äíî (ìàë. 6). Ëåãêî áà÷èòè, ùî òðèêóòíèêè ÀÍÑ ³ ÂÐÑ
ïîä³áí³. Ïîä³áíèìè º òàêîæ òðè-
êóòíèêè ÀÍD ³ ÂND. Ç ïîä³áíî-
ñò³ äâîõ ïàð âêàçàíèõ òðèêóò-
íèê³â âèïëèâàþòü ð³âíîñò³:

Ìàë. 5

Õ
Ê

À ÂÑ

D

Ìàë. 6

À Ñ

Ð

à

B

N

H

D
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n

m

BC

AC

PB

AH
== ,   

n

m

BD

AD

BN

AH
== .               (1)

Òîä³ 
BN

AH

PB

AH
= , çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ÐÂ = ÂN. Îñê³ëüêè

òðèêóòíèê ÐÍN — ïðÿìîêóòíèé (êóò ÑÍD ñïèðàºòüñÿ íà ä³àìåòð
êîëà S) ç ã³ïîòåíóçîþ ÐN, òî òî÷êà Â º öåíòðîì êîëà, îïèñàíîãî
íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà. Òîä³ ÐÂ = ÂN = ÂÍ ÿê ðàä³óñè âêàçà-
íîãî êîëà. Çàì³íèâøè â (1) ÷èñëî ÐÂ íà ÷èñëî ÂÍ, îäåðæóºìî

ð³âí³ñòü 
n

m

BH

AH
= , òîáòî, òî÷êà Í íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ.

Âèñíîâîê: øóêàíå ÃÌÒ ñï³âïàäàº ç êîëîì S, ÿêå íàçèâàþòü êî-
ëîì Àïîëîí³ÿ. Çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê.

Çðîçóì³ëî, ùî ïîáóäîâà êîëà Àïîëîí³ÿ çâîäèòüñÿ äî ïîáó-
äîâè òî÷îê Ñ ³ D. Äëÿ öüîãî ñë³ä: à) ÷åðåç òî÷êó À ïðîâåñòè

äîâ³ëüíèé ïðî-
ì³íü, ùî íå íà-
ëåæèòü ïðÿì³é
ÀÂ, ³ íà íüîìó
â³äêëàñòè â³äð³-
çîê ÀÊ ç äîâæè-
íîþ m; á) ÷åðåç
òî÷êó Â ïðîâåñ-
òè ïðÿìó ð, ÿêà
ïàðàëåëüíà ïî-
áóäîâàíîìó ïðî-
ìåíþ, ³ â³äêëàñ-
òè íà í³é ð³âí³
â³äð³çêè ÂL ³ BG
ç äîâæèíîþ n,
ÿê âêàçàíî íà

ìàëþíêó 7. Òîä³ Ñ = (ÊL)� ∩� (ÀÂ), D = (KG) ∩ (AB). Äîâåä³òü
öå ñàìîñò³éíî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîä³áí³ñòü òðèêóòíèê³â ÀÊD ³
BGD òà àíàëîã³÷íó âëàñòèâ³ñòü òðèêóòíèê³â ÀÊÑ ³ BLC. n

Çàñòîñóºìî òåïåð ïîáóäîâàí³ ÃÌÒ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷
íà ïîáóäîâó ô³ãóð ó ïëîùèí³.

Ïðèêëàä 4. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà îñíîâîþ, ïðîòèëåæ-
íèì äî íå¿ êóòîì òà ìåä³àíîþ, ïðîâåäåíîþ äî á³÷íî¿ ñòîðîíè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïî÷íåìî ç àíàë³çó. Ïîçíà÷èìî çàäàíèé êóò
÷åðåç α, çàäàíó îñíîâó — ÷åðåç b, çàäàíó ìåä³àíó — ÷åðåç m.
Ïðèïóñòèìî, ùî òðèêóòíèê ÀÂÑ — øóêàíèé, òîáòî â³äð³çêè ÀÑ ³

n

m

D

G

K

p

L

A C B

Ìàë. 7
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b ð³âí³, êóòè ÀÂÑ òà α — ð³âí³, ìåä³àíà ÀÌ äîð³âíþº â³äð³çêó m.
Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ çðîáèòè îêðåìèé ðèñóíîê äëÿ àíàë³çó.
Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè âåðøèíè Â. Îäðàçó öå çä³éñíèòè
íå âäàºòüñÿ. Ìîæíà ëèøå çàçíà÷èòè, ùî òî÷êà Â íàëåæèòü ÃÌÒ,
ç ÿêèõ â³äð³çîê ÀÑ âèäíî ï³ä êóòîì α. Ïðè ïîáóäîâ³ öüîãî ÃÌÒ
îäíî÷àñíî áóäå ïîáóäîâàíî êîëî, ùî îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíè-
êà ÀÂÑ (äèâ. ïðèêëàä 1). Îñê³ëüêè ÂÌ = ÌÑ, òî òî÷êà Ì íàëå-
æèòü ãåîìåòðè÷íîìó ì³ñöþ ñåðåäèí õîðä öüîãî êîëà, ÿê³ ïðîõî-
äÿòü ÷åðåç òî÷êó Ñ (äèâ. ïðèêëàä 2). ², íàðåøò³, òî÷êà Ì íàëå-
æèòü êîëó (À, ÀÌ = m). Îòæå, òî÷êó Ì ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿê
òî÷êó ïåðåòèíó îñòàííüîãî êîëà ç âêàçàíèì âèùå ãåîìåòðè÷íèì
ì³ñöåì ñåðåäèí õîðä. Ï³ñëÿ öüîãî òî÷êà Â ëåãêî áóäóºòüñÿ.

Íåõàé α, b, m — çàäàíèé êóò ³ çàäàí³ â³äð³çêè â³äïîâ³äíî.
Ïîñë³äîâí³ñòü ïîáóäîâ òàêà:

1) áóäóºìî äîâ³ëüíèé â³äð³çîê ÀÑ, ùî äîð³âíþº â³äð³çêó b;
2) áóäóºìî ÃÌÒ, ç ÿêèõ â³äð³çîê ÀÑ âèäíî ï³ä êóòîì α, öåíòð

êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ÀÂÑ, ïîçíà÷àºìî ÷åðåç Î;
3) áóäóºìî ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå ñåðåäèí õîðä öüîãî êîëà, ùî ïðî-

õîäÿòü ÷åðåç òî÷êó Ñ. Öèì ÃÌÒ º êîëî S ç ä³àìåòðîì ÎÑ;
4) áóäóºìî êîëî (À, m), â³ä ïåðåòèíó ÿêîãî ç êîëîì S îäåðæó-

ºòüñÿ òî÷êà Ì;
5) òî÷êà Â = [ÑÌ) ∩ (Î, ÎÑ), òîáòî âñ³ âåðøèíè øóêàíîãî òðè-

êóòíèêà ïîáóäîâàíî (ìàë. 8).
Äîâåäåííÿ ìè òóò íå íàâîäèìî, îñê³ëüêè éîãî ïðàêòè÷íî

ïðîâåäåíî ó ïðèêëàäàõ 1 ³ 2. Äîñë³äæåííÿ ñë³ä ïîâ’ÿçóâàòè ç
ê³ëüê³ñòþ òî-
÷îê ïåðåòèíó
ê³ë (À, m) òà
S. ßêùî òàêèõ
òî÷îê íå ³ñ-
íóº, òî çàäà÷à
ðîçâ’ÿçêó íå
ìàº, ÿêùî ³ñ-
íóº îäíà òàêà
òî÷êà, òî çà-
äà÷à ìàº ºäè-
íèé ðîçâ’ÿçîê,
ÿêùî ³ñíóþòü
äâ³ òàê³ òî÷êè,
òî çàäà÷à ìàº
äâà ðîçâ’ÿçêè.
n

Ìàë. 8

b

m

α

B

M

C

O

A
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Çàóâàæåííÿ. Áàæàíî, çâè÷àéíî, çíàõîäèòè àíàë³òè÷í³ çàëåæ-
íîñò³ ì³æ äàíèìè ô³ãóðàìè (ì³æ äîâæèíàìè äàíèõ â³äð³çê³â, âå-
ëè÷èíàìè äàíèõ êóò³â òîùî), ÿê³ á âèçíà÷àëè êîæåí ç âèïàäê³â,
äî ÿêèõ ïðèâîäèòü äîñë³äæåííÿ. Àëå òàê³ çàäà÷³ ìîæóòü âèÿâè-
òèñü ñêëàäí³øèìè, í³æ ñàì ïðîöåñ ïîáóäîâè øóêàíî¿ ô³ãóðè. Ïî-
ïðîáóéòå ïðîâåñòè òàêå äîñë³äæåííÿ äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 5. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà îñíîâîþ, â³äíîøåí-
íÿì á³÷íèõ ñòîð³í òà âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà öþ îñíîâó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé çàäàíî â³äð³çîê b, ùî äîð³âíþº îñíîâ³
øóêàíîãî òðèêóòíèêà, ³ â³äð³çîê h, ùî äîð³âíþº éîãî âèñîò³. Â³ä-

íîøåííÿ éîãî á³÷íèõ ñòîð³í ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
n

m
. Öå îçíà÷àº, ùî

çàäàíî â³äð³çêè ç äîâæèíàìè m ³ n. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèêóòíèê
ÀÂÑ — øóêàíèé, òîáòî, ùî éîãî îñíîâà ÀÑ äîð³âíþº â³äð³çêó b,

n

m

BC

AB
=  ³ âèñîòà ÂÍ äîð³âíþº â³äð³çêó h. Çðîçóì³ëî, ùî âåðøèíà B

íàëåæèòü îäíî÷àñíî äî äâîõ ÃÌÒ, îäíå ç ÿêèõ º êîëîì Àïîëîí³ÿ,
à äðóãå — îá’ºäíàííÿ äâîõ ïàðàëåëüíèõ äî (ÀÑ) ïðÿìèõ. Îòæå,
çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ïåðåð³çó âêàçàíèõ ÃÌÒ. Ïîáóäîâà:

1) áóäóºìî êîëî Àïîëîí³ÿ, ÿê öå çðîáëåíî ó ïðèêëàä³ 3;
2) ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ Ê ïðÿìî¿ ÀÑ âñòàíîâëþºìî äî íå¿ ïåðïåí-

äèêóëÿð ³ íà íüîìó â³äêëàäàºìî â³äð³çîê ÊÐ, ùî äîð³âíþº
â³äð³çêó h (ìàë. 9);

3) ÷åðåç òî÷êó Ð ïðîâîäèìî ïðÿìó l, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿
ÀÑ ³ øóêàºìî òî÷êè ïåðåòèíó ö³º¿ ïðÿìî¿ ç êîëîì Àïîëîí³ÿ.
Êîæíà ç öèõ òî÷îê âèçíà÷àº øóêàíó òî÷êó Â.

Î÷åâèäíî, ùî çà-
äà÷à ìîæå ìàòè îäèí
ðîçâ’ÿçîê, äâà ðîçâ’ÿç-
êè àáî æîäíîãî ðîçâ’ÿ-
çêó. Äîâæèíè â³äð³çê³â
b ³ h ïîçíà÷èìî ÷åðåç
| b | ³ | h | â³äïîâ³äíî.

Ïîâåðíåìîñü äëÿ
çðó÷íîñò³ äî ìàë. 7.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïî-
ä³áí³ñòü òðèêóòíèê³â
ÀÊD ³ BGD òà àíàëîã³-
÷íó âëàñòèâ³ñòü òðèêó-
òíèê³â ÀÊÑ ³ BLC, îäå-Ìàë. 9

b m

nh

l E B P

KHCA n

m
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ðæóºìî ð³âíîñò³ 
BD

BDAB

n

m +
=  òà 

BC

BCAB

n

m −
= , m > n, ç ÿêèõ

âèïëèâàþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
nm

nAB
BD

−
⋅

=  òà 
nm

nAB
BC

+
⋅

= . Äîâ-

æèíà r ðàä³óñà êîëà Àïîëîí³ÿ äîð³âíþº =+= )(
2

1

2

1
BCBDCD

22 nm

nmAB

−

⋅⋅
= . Òîä³ â ïîçíà÷åííÿõ çàäà÷³ 5 r = 22

||

nm

nmb

−

⋅⋅
, ³ öÿ çàäà-

÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî | h | = r, ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè, ÿêùî
| h | < r, íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â, ÿêùî | h | > r.

Íà ìàëþíêó 9 ïîáóäîâàíî äâà òðèêóòíèêè ÀÂÑ ³ ÀÅÑ, êî-
æåí ç ÿêèõ º øóêàíèì. Âèêîðèñòàííÿ äðóãî¿ ïðÿìî¿, ñèìåòðè÷-
íî¿ ç ïðÿìîþ l â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÀÑ, íå çì³íèòü ê³ëüêîñò³ ðîçâ’ÿç-
ê³â çàäà÷³ (÷îìó?). n

Çàóâàæåííÿ. Ó íàñòóïíîìó ï³äðîçä³ë³ ìè ïîçíàéîìèìîñü
ùå ç äâîìà âàæëèâèìè ÃÌÒ òà ¿õ çàñòîñóâàííÿì äî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ çàäà÷.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. Ïîáóäóâàòè ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå âíóòð³øí³õ òî÷îê äàíîãî êóòà,
â³äíîøåííÿ â³äñòàíåé â³ä êîæíî¿ ç ÿêèõ äî éîãî ñòîð³í äîð³â-

íþº 
n

m
, äå m i n — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

2. Ïîáóäóâàòè ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå öåíòð³â ê³ë äàíîãî ðàä³óñà,
ÿê³ äîòèêàþòüñÿ äî äàíîãî êîëà.

3. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ð³âíîâ³ääàëåíèõ â³ä äâîõ äàíèõ ïðÿìèõ,
ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.

4. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ùî ä³ëÿòü íàâï³ë õîðäè äàíîãî êîëà, ÿê³
íàëåæàòü ïðÿìèì, ùî ì³ñòÿòü äàíó òî÷êó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ
çîâí³ äàíîãî êîëà.

5. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ð³âíîâ³ääàëåíèõ â³ä: à) òðüîõ äàíèõ òî÷îê,
ùî íå ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é; á) âåðøèí äàíîãî ïðÿìîêóò-
íèêà; â) âåðøèí äàíî¿ òðàïåö³¿.

6. Ïîáóäóâàòè ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå ñåðåäèí â³äð³çê³â, ùî ïàðàëå-
ëüí³ äî äàíî¿ ïðÿìî¿, ÿêùî ¿õ âåðøèíè íàëåæàòü ñòîðîíàì
äàíîãî êóòà.

7. Ïîáóäóâàòè ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå öåíòð³â ê³ë, ÿê³ îäíàêîâèì
ñïîñîáîì äîòèêàþòüñÿ äî äâîõ äàíèõ ð³âíèõ ê³ë, ùî íå ìà-
þòü ñï³ëüíèõ òî÷îê.
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8. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëîãðàì çà ñòîðîíîþ, âèñîòîþ òà êóòîì
ì³æ ä³àãîíàëÿìè.

9. ×åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè äàíîãî êîëà ïðîâåñòè äâ³ ïàðàëåëüí³
õîðäè òàê, ùîá ñóìà ¿õ äîâæèí äîð³âíþâàëà äîâæèí³ äàíîãî
â³äð³çêà.

10. Ïîáóäóâàòè êîëî äàíîãî ðàä³óñà, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó
òî÷êó, ÿêùî öå êîëî ç ³íøî¿ äàíî¿ òî÷êè âèäíî ï³ä äàíèì
êóòîì (ìàºòüñÿ íà óâàç³ êóò ì³æ äîòè÷íèìè, ïðîâåäåíèìè ç
ö³º¿ òî÷êè äî øóêàíîãî êîëà).

11. Íà ñï³ëüí³é çîâí³øí³é äîòè÷í³é äâîõ äàíèõ ê³ë ïîáóäóâàòè
òî÷êó òàê, ùîá ñóìà êóò³â, ï³ä ÿêèìè ç ö³º¿ òî÷êè âèäíî äàí³
êîëà, äîð³âíþâàëà äàíîìó êóòó.

12. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà:
à) îñíîâîþ, ïðîòèëåæíèì êóòîì ³ òî÷êîþ íà ö³é îñíîâ³, ùî

íàëåæèòü á³ñåêòðèñ³ ïðîòèëåæíîãî êóòà;
á) îñíîâîþ, âèñîòîþ, ïðîâåäåíîþ äî íå¿, òà ìåä³àíîþ, ïðîâå-

äåíîþ äî á³÷íî¿ ñòîðîíè;
â) ñòîðîíîþ, ïðîòèëåæíèì äî íå¿ êóòîì ³ âèñîòîþ, ïðîâåäå-

íîþ äî ³íøî¿ ñòîðîíè;
ã) ñòîðîíîþ, ïðîòèëåæíèì äî íå¿ êóòîì ³ ðàä³óñîì âïèñàíîãî

êîëà;
ä) á³ñåêòðèñîþ îäíîãî ç êóò³â òà â³äð³çêàìè, íà ÿê³ âîíà ä³ëèòü

ïðîòèëåæíó ñòîðîíó;
å) îñíîâîþ òà òî÷êàìè ïåðåòèíó ç íåþ âèñîòè ³ á³ñåêòðèñè, ùî

ïðîâåäåíî ç âåðøèíè ïðîòèëåæíîãî êóòà;
13. Íàêðåñëåíî äâà íåïàðàëåëüíèõ â³äð³çêè ÀÂ ³ ÑÌ. Íà äàí³é

ïðÿì³é ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó Õ, ùîá ïëîù³ òðèêóòíèê³â
ÀÕÂ ³ ÑÌÕ áóëè ð³âíèìè.

14. Ïîáóäóâàòè êîëî äàíîãî ðàä³óñà, ÿêå á íà ñòîðîíàõ äàíîãî
êóòà “âèñ³êàëî” õîðäè, ùî äîð³âíþþòü äâîì äàíèì â³äð³çêàì.

15. ×åðåç òî÷êó ïåðåòèíó äâîõ äàíèõ ê³ë ïðîâåñòè ñï³ëüíó ñ³÷íó
òàê, ùîá ñóìà äîâæèí óòâîðåíèõ õîðä äîð³âíþâàëà äîâæèí³
äàíîãî â³äð³çêà.
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1.3. Àëãåáðà¿÷íèé ìåòîä

Òðàïëÿþòüñÿ âèïàäêè, êîëè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¿ çà-
äà÷³ íà ïîáóäîâó çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè â³äð³çêà, äîâæèíà ÿêîãî
âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â çà äîïîìîãîþ ïåâíî¿
ôîðìóëè. ×àñò³øå óñüîãî äî òàêèõ ñèòóàö³é ïðèâîäèòü çíàõîäæåííÿ
äîâæèíè â³äð³çêà ÿê ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ àáî ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿê³
îäåðæóþòüñÿ íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ äàíèìè â óìîâ³ çàäà÷³
òà øóêàíèìè ô³ãóðàìè. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî äàëåêî íå êîæíà
ôîðìóëà âçàãàë³ âèçíà÷àº äîâæèíó â³äð³çêà. Ïðèïóñòèìî, ùî äîâ-
æèíà â³äð³çêà âèçíà÷åíà ð³âí³ñòþ ),...,,( 21 naaafx = , ïðàâà ÷àñ-
òèíà ÿêî¿ º ôóíêö³ºþ â³ä äîâæèí äàíèõ â³äð³çê³â, âèì³ðÿíèõ îäè-
íèöåþ âèì³ðó å. ßêùî çì³íèòè îäèíèöþ âèì³ðó çã³äíî ôîðìóëè
e = tk, äå k — íîâà îäèíèöÿ âèì³ðó, t — äîäàòíå ä³éñíå ÷èñëî, òî
äëÿ îäåðæàííÿ äîâæèíè êîæíîãî â³äð³çêà â íîâ³é ñèñòåì³ âèì³ðó
ñë³ä éîãî äîâæèíó â ñòàð³é ñèñòåì³ âèì³ðó ïîìíîæèòè íà t. Íà-
ïðèêëàä, äîâæèíà â³äð³çêà äîð³âíþº 5 ìåòð³â. Òóò îäèíèöÿ âèì³-
ðó — 1 ìåòð. ßêùî îäèíèöåþ âèì³ðó ïîêëàñòè 1 ñàíòèìåòð, òî
î÷åâèäíî, ùî â öüîìó ðàç³ t = 100 ³ äîâæèíà âêàçàíîãî â³äð³çêà
ñòàº ð³âíîþ 100 x 5 = 500 ñàíòèìåòð³â. Îòæå, ïîâåðòàþ÷èñü äî
çàãàëüíîãî âèïàäêó, îäåðæóºìî ð³âí³ñòü ),...,,( 21 ntatataftx = ,

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ),...,,(),...,,( 2121 nn tatatafaaatf = . ßê â³äîìî,
ôóíêö³¿, ùî ìàþòü òàêó âëàñòèâ³ñòü, íàçèâàþòüñÿ îäíîð³äíèìè
ôóíêö³ÿìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Öå ³ º íåîáõ³äíà óìîâà, ùîá ð³â-
í³ñòü ),...,,( 21 naaafx =  âèçíà÷àëà äîâæèíó ïåâíîãî â³äð³çêà.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåîáõ³äíà óìîâà âèêîíóºòüñÿ. Àëå öå ùå íå
îçíà÷àº, ùî â³äð³çîê ç äîâæèíîþ x ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìî-
ãîþ öèðêóëÿ òà ë³í³éêè. Äîñòàòí³ óìîâè òàêî¿ ìîæëèâîñò³ íàäàº
íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ [7, ñ.107].

Òåîðåìà 1. Çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ìîæíà ïîáóäóâà-
òè â³äð³çîê òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè éîãî äîâæèíà âèðàæàºòüñÿ
÷åðåç äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â òà ðàö³îíàëüí³ ÷èñëà çà äîïîìîãîþ
ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ ðàö³îíàëüíèõ îïåðàö³é òà äîáóâàííÿ êâàäðàò-
íèõ êîðåí³â.

Íàãàäàºìî, ùî ðàö³îíàëüíèìè ââàæàþòü îïåðàö³¿ äîäàâàí-
íÿ, â³äí³ìàííÿ, ìíîæåííÿ òà ä³ëåííÿ. Íåõàé, íàïðèêëàä, çàäàíî

ð³âíîñò³: à) 
3 33 bax += ; á) 

c

ba
x

23 +
= ; â) 

b

acba
x

)(4 422 +
= ,

äå a, b, c — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â. Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî: ð³â-
í³ñòü à) âèçíà÷àº äîâæèíó ïåâíîãî â³äð³çêà, àëå çã³äíî òåîðåìè 1
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çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ïîáóäóâàòè éîãî íåìîæëèâî;
ð³âí³ñòþ á) äîâæèíà â³äð³çêà âçàãàë³ íå âèçíà÷àºòüñÿ; ð³âí³ñòþ
â) âèçíà÷àºòüñÿ äîâæèíà â³äð³çêà, ÿêèé ìîæíà ïîáóäóâàòè çà
äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Àëå íå âñå òàê ïðîñòî. Òåîðåìà 1

ñòâåðäæóº ëèøå ïðî ìîæëèâ³ñòü ïî-
áóäîâè â³äð³çêà ³ í³ÿêèõ ðåöåïò³â ùîäî
òåõí³êè éîãî ïîáóäîâè íå äàº. Äî çà-
äà÷ òàêîãî òèïó, ùî ðîçâ’ÿçóþòüñÿ â
øê³ëüíîìó êóðñ³ ãåîìåòð³¿, íàëåæèòü
³ çàäà÷à 14 ç ï.1.1 (çàäà÷³ ï³äãîòîâ÷î-
ãî ð³âíÿ). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äâà
ïðîñò³ ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè â³äð³çîê
äîâæèíîþ na , äå à — äîâæèíà äà-
íîãî â³äð³çêà, n > 1 — íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ çâî-
äèòüñÿ äî ïîáóäîâè n — 1-ãî ïðÿìî-
êóòíîãî òðèêóòíèêà, ÿê öå âêàçàíî íà
ìàëþíêó 10 (äóãîþ ïîçíà÷åíî ïðÿì³
êóòè), ³ âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Ï³ôà-
ãîðà. Çâè÷àéíî, íå îáîâ’ÿçêîâî áóäó-
âàòè âñ³ âêàçàí³ íà öüîìó ìàëþíêó
òðèêóòíèêè. Â çàëåæíîñò³ â³ä ÷èñëà
n ê³ëüê³ñòü ¿õ ìîæíà çìåíøèòè. n

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³
òî÷êè ³ äîòèêàºòüñÿ äî äàíî¿ ïðÿìî¿.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ç óñ³õ ìîæëèâèõ âàð³àíò³â âçàºìíîãî ðîçì³-
ùåííÿ äàíèõ ô³ãóð ðîçãëÿíåìî ëèøå îäèí: çàäàí³ òî÷êè À ³ Â
ëåæàòü ïî îäèí á³ê â³ä äàíî¿ ïðÿìî¿ à, ïðè÷îìó ïðÿì³ ÀÂ ³ à
ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷ö³ Ñ ³ íå º ïåðïåíäèêóëÿðíèìè (óñ³ ³íø³
âèïàäêè çíà÷íî ïðîñò³ø³, ³ ÷èòà÷ ñàì ìîæå ¿õ ðîçãëÿíóòè). Íå-
õàé øóêàíå êîëî äîòèêàºòüñÿ äî äàíî¿ ïðÿìî¿ â òî÷ö³ Ò ³ òî÷êà Â
ëåæèòü ì³æ òî÷êàìè À ³ Ñ. Îòæå, ç òî÷êè Ñ äî øóêàíîãî êîëà
ïðîâåäåíî ñ³÷íó ÑÀ ³ äîòè÷íó ÑÒ. ßê äîáðå â³äîìî ç øê³ëüíîãî
êóðñó ïëàí³ìåòð³¿, ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü BCACCT ×=2 , çâ³ä-

êè BCACCT ×= . Â³äð³çîê ÑÒ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìî-
ãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Çâ³äñè âèïëèâàº ëàíöþæîê ïîáóäîâ
(ìàë. 11): 1) áóäóºìî â³äð³çîê ÑÊ, ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ÑÒ (öÿ
ïîáóäîâà â³äîìà ç øê³ëüíîãî êóðñó ïëàí³ìåòð³¿: íà ïðÿì³é ÀÑ
áóäóºìî â³äð³çîê ÐÑ, ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ÑÂ, áóäóºìî êîëî ç

Ìàë. 10
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6
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a

a

a

3a

5a
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ä³àìåòðîì ÀÐ, áóäóº-
ìî òî÷êó Ê, ÿêà îäåð-
æóºòüñÿ â³ä ïåðåòèíó
öüîãî êîëà ç ïåðïåí-
äèêóëÿðîì, ïðîâåäå-
íèì äî ïðÿìî¿ ÀÑ ÷å-
ðåç òî÷êó Ñ); 2) áóäó-
ºìî êîëî S (C, ÑÊ), â³ä
ïåðåòèíó ÿêîãî ç ïðÿ-
ìîþ à îäåðæóºòüñÿ
òî÷êà Ò; 3) îïèñóºìî
êîëî íàâêîëî òðèêóò-
íèêà ÀÂÒ, ÿêå ³ º øó-
êàíîþ ô³ãóðîþ. Íàãà-
äàºìî, ùî öåíòð Î êî-
ëà, îïèñàíîãî íàâêîëî
òðèêóòíèêà, ñï³âïàäàº
ç òî÷êîþ ïåðåòèíó ñåðåäèííèõ ïåðïåíäèêóëÿð³â, ïðîâåäåíèõ äî
éîãî ñòîð³í. Îñê³ëüêè êîëî S(C, ÑÊ) ïåðåòèíàº ïðÿìó à â äâîõ
òî÷êàõ, òî ó çàçíà÷åíîìó âèùå âàð³àíò³ ðîçòàøóâàííÿ äàíèõ ô³-
ãóð çàäà÷à çàâæäè ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè. n

Ïðèêëàä 3. Íà äàíîìó â³äð³çêó ÀÂ ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó

Õ, ùîá ñïðàâäæóâàëàñü ð³âí³ñòü 
BX

AX

AX

AB
=  (çîëîòèé ïåðåð³ç

â³äð³çêà ÀÂ).

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî äîâæèíè â³äð³çê³â ÀÂ ³ ÀÕ ÷åðåç à
òà õ â³äïîâ³äíî. Òîä³ ð³âí³ñòü ç óìîâè çàäà÷³ íàáèðàº âèãëÿäó

xa

x

x

a

−
= , çâ³äêè îäåðæóºòüñÿ êâàäðàòíå ð³âíÿííÿ 022 =−+ aaxx .

Âîíî ìàº ºäèíèé äîäàòíèé êîð³íü 
2

5aa
x

+−
= . Âðàõîâóþ÷è

ïðèêëàä 1, â³äð³çîê äîâæèíîþ õ ëåãêî ïîáóäóâàòè, ï³ñëÿ ÷îãî
áóäóºòüñÿ øóêàíà òî÷êà Õ. Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ö³ ïîáóäîâè
ïðîâåñòè ñàìîñò³éíî. n

Ðîçãëÿíåìî òåïåð á³ëüø ñêëàäíó âàæëèâó çàäà÷ó.

Ïðèêëàä 4. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà òðüîìà éîãî á³ñåêò-
ðèñàìè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ çàäà÷³ äàíî òðè â³äð³çêè, ùî äîð³â-
íþþòü á³ñåêòðèñàì âíóòð³øí³õ êóò³â òðèêóòíèêà, ÿêèé òðåáà
ïîáóäóâàòè.

P
K

C T a

O

A

B

T1

O1

Ìàë. 11
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Äîâåäåìî, ùî â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó íàâ³òü äëÿ ð³âíî-
áåäðåíîãî òðèêóòíèêà öÿ çàäà-
÷à çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³-
í³éêè íå ðîçâ’ÿçóºòüñÿ. Îòæå,
íåõàé òðåáà ïîáóäóâàòè ð³âíî-
áåäðåíèé òðèêóòíèê ÀÂÑ, â
ÿêîìó á³ñåêòðèñà ÂD (âîíà æ
— âèñîòà òðèêóòíèêà) äîð³â-
íþº äàíîìó â³äð³çêó äîâæèíîþ
h, à á³ñåêòðèñè AE ³ CF äîð³â-
íþþòü äàíîìó â³äð³çêó äîâæè-
íîþ l. Âåëè÷èíó êóòà ÂÀÑ ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç 2α (ìàë. 12).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ñèíóñ³â, äëÿ òðèêóòíèêà ÀÂÅ, ³
âðàõîâóþ÷è, ùî âåëè÷èíà êóòà ÀÅÂ äîð³âíþº 3a, ìàºìî, ùî

α
=

α−π 3sin)4sin(

ABl
. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ÀÂD

α
=

2sin

h
AB , òîìó 

αα
=

α−π 3sin2sin)sin(

hl
, çâ³äêè

α
αα

=
4sin

3sin2sinl
h . Ïîêëàäåìî l = 4h. Òîä³ ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³

îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ α=α 3sin22cos , ÿêå ï³ñëÿ â³äïîâ³äíèõ ïåðå-
òâîðåíü íàáèðàº âèãëÿäó 01sin6sin2sin8 23 =+α−α−α . Ïå-
ðåâ³ðêà ïîêàçóº, ùî îñòàííº ð³âíÿííÿ íå ìàº ðàö³îíàëüíèõ êîðå-
í³â, ÿêùî íåâ³äîìèì ó íüîìó ââàæàòè sin α (ÿêùî òàê³ êîðåí³ á
³ñíóâàëè, òî, ÿê â³äîìî ç êóðñó àëãåáðè, âîíè á íàëåæàëè äî

ìíîæèíè ÷èñåë 






 ±±±±

8

1
;

4

1
;

2

1
;1 ). Ïðèïóñòèìî, ùî òðèêóòíèê

ÀÂÑ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Òîä³,
î÷åâèäíî, ìîæíà ïîáóäóâàòè ³ êóò ÅÀÑ, âåëè÷èíà ÿêîãî äîð³â-
íþº α. Àëå òîä³, â ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà ïîáóäóâàòè â³äð³çîê äîâæè-
íîþ b sin α, äå b — äîâæèíà äîâ³ëüíîãî çàäàíîãî â³äð³çêà, ïîáó-
äóâàâøè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà ã³ïîòåíóçîþ, ùî ìàº äîâæè-
íó b òà ãîñòðèì êóòîì, ùî ìàº âåëè÷èíó α. Öå íåìîæëèâî çã³äíî
òåîðåìè 1. n

Ñôîðìóëþºìî òåïåð äâ³ íàñòóïí³ êëàñè÷í³ çàäà÷³.

Çàäà÷à ïðî ïîäâîºííÿ êóáà: ïîáóäóâàòè ðåáðî êóáà, îá’ºì
ÿêîãî óäâ³÷³ á³ëüøèé, í³æ îá’ºì êóáà, ðåáðî ÿêîãî çàäàíî.

Ìàë. 12
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Çàäà÷à ïðî êâàäðàòóðó êðóãà: ïîáóäóâàòè êâàäðàò, ïëîùà
ÿêîãî äîð³âíþº ïëîù³ äàíîãî êðóãà.

Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî äîâåñòè, ùî ö³ çàäà÷³ çà
äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè íå ðîçâ’ÿçóþòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí òèï çàäà÷, ÿê³ çâîäÿòüñÿ äî ïîáóäîâè
ïðàâèëüíèõ ìíîãîêóòíèê³â, âïèñàíèõ ó äàíå êîëî, àáî äî ïîä³ëó
äàíîãî êîëà íà äåê³ëüêà ð³âíèõ äóã. Öÿ çàäà÷à íå ñòàíîâèòü òðóä-
íîù³â, ÿêùî ÷èñëî ñòîð³í ïðàâèëüíîãî ìíîãîêóòíèêà äîð³âíþº
2N, äå N — íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òàê, ëåãêî áóäóþòüñÿ âïèñàí³ ó
äàíå êîëî ïðàâèëüí³ ÷îòèðèêóòíèê, âîñüìèêóòíèê, ø³ñòíàäöÿòè-
êóòíèê ³ òàê äàë³. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó íàäçâè÷àéíî êîðèñ-
íèì º íàñòóïíå òâåðäæåííÿ [7, ñ.114].

Òåîðåìà 2 (Ãàóñà). Ïîä³ëèòè äàíå êîëî íà n ð³âíèõ ÷àñòèí
çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ìîæíà òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè

s
m pppn ...2 21= , äå m — ö³ëå íåâ³ä’ºìíå ÷èñëî, à ð

³ 
(³ = 1, 2, ..., s) —

ïîïàðíî ð³çí³ ïðîñò³ ÷èñëà Ôåðìà (÷èñëà âèäó 122 +
k

, äå k — ö³ë³
íåâ³ä’ºìí³ ÷èñëà).

Çðîçóì³ëî, ùî ïðè öèõ ñàìèõ óìîâàõ çà äîïîìîãîþ öèð-
êóëÿ ³ ë³í³éêè ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðàâèëüíèé n-êóòíèê. Çà-
óâàæèìî, ùî íå âñ³ ÷èñëà Ôåðìà º ïðîñòèìè. Òàê, çíà÷åííÿì
k = 0, 1, 2, 3, 4 â³äïîâ³äàþòü ïðîñò³ ÷èñëà Ôåðìà 3, 5, 17, 257,
65537. Àëå ÷èñëó k = 5 â³äïîâ³äàº ÷èñëî Ôåðìà, ùî º ñêëàäå-
íèì (ïåðåâ³ðòå!).

Òåîðåìà Ãàóñà ãîâîðèòü ëèøå ïðî ìîæëèâ³ñòü ïîáóäîâè ïðà-
âèëüíîãî ìíîãîêóòíèêà ³ íå âêàçóº àëãîðèòìó äëÿ çä³éñíåííÿ
ö³º¿ ïîáóäîâè. Íàïðèêëàä, ç’ÿñóºìî ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà ïîáóäó-
âàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ïðàâèëüíèé ï’ÿòèêóòíèê.

Òàê, îñê³ëüêè 1225
120 += , à 12

12 +  º ïðîñòèì ÷èñëîì Ôåðìà.
Ïðàâèëüíèé 360 êóòíèê ïîáóäóâàòè íå ìîæíà, îñê³ëüêè 360 =
= 23·3·3·5, ³ õî÷à 3 òà 5 º ïðîñòèìè ÷èñëàìè Ôåðìà, àëå äî ðîç-
êëàäó ÷èñëà 360 íà ìíîæíèêè âõîäÿòü äâà îäíàêîâ³ ñï³âìíîæ-
íèêè.

Äîâåä³òü ñàìîñò³éíî, ùî ïîä³ëèòè äàíèé êóò íà òðè ð³âí³
êóòè (êëàñè÷íà çàäà÷à ïðî òðèñåêö³þ êóòà) íå çàâæäè ìîæ-
ëèâî çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü íà-
âåñòè ïðèêëàä õî÷ îäíîãî òàêîãî êóòà. Çðîçóì³ëî, ùî ³ñíóþòü
êóòè, ÿê³ ìîæíà ïîä³ëèòè íà òðè ð³âí³ ÷àñòèíè çà äîïîìîãîþ öèõ
³íñòðóìåíò³â, íàïðèêëàä, ïðÿìèé êóò (íàâåä³òü ùå ïðèêëàäè òà-
êèõ êóò³â).
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Ïðèêëàä 5. Ïîáóäóâàòè ñòîðîíè ïðàâèëüíèõ äåñÿòèêóòíè-
êà ³ ï’ÿòèêóòíèêà, âïèñàíèõ ó äàíå êîëî.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî öÿ çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà
äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè.
Ïðèïóñòèìî, ùî S(Î, ÎÀ) — äàíå
êîëî, ÀÌ — ñòîðîíà âêàçàíîãî â
óìîâ³ çàäà÷³ äåñÿòèêóòíèêà
(ìàë. 13). Íåõàé ÀÅ — á³ñåêòðè-
ñà êóòà ÎÀÌ. Ó öüîìó ðàç³ êóòè
ÀÎÌ, ÎÀÅ òà ÌÀÅ ð³âí³. Ãðàäó-
ñíà ì³ðà êîæíîãî ç íèõ äîð³âíþº
36 ãðàäóñ³â. Êóòè ÎÀÌ, ÎÌÀ,
ÀÅÌ òà ÀÌÅ òåæ ð³âí³. ̄ õ ãðàäóñ-
íà ì³ðà ñòàíîâèòü 72 ãðàäóñè. Ç
öüîãî âèïëèâàº, ùî â³äð³çêè ÀÌ,
ÀÅ, ÎÅ ð³âí³ ì³æ ñîáîþ, à òðèêóò-

íèêè ÀÎÌ òà ÅÀÌ ïîä³áí³. Ïîçíà÷èâøè äîâæèíè â³äð³çê³â ÎÀ
òà ÀÌ ÷åðåç r òà õ â³äïîâ³äíî òà ïðèð³âíÿâøè â³äíîøåííÿ äîâ-
æèí â³äïîâ³äíèõ ñòîð³í öèõ òðèêóòíèê³â, îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ

r

x

x

xr
=

−
, ùî ìàº ºäèíèé äîäàòíèé êîð³íü 

2

5rr
x

+−
= . Çâ³ä-

ñè âèïëèâàº, ùî òî÷êà Å çä³éñíþº “çîëîòèé ïåðåð³ç” â³äð³çêà ÎÌ
(äèâèñü ïðèêëàä 3), à â³äð³çîê ÎÅ º øóêàíèì. Öþ ïîáóäîâó íå-
âàæêî çä³éñíèòè.

Ïîáóäóâàâøè ñòîðîíó ïðàâèëüíîãî äåñÿòèêóòíèêà, âïèñàíî-
ãî â äàíå êîëî, ëåãêî ìîæíà ïîáóäóâàòè ñòîðîíó ïðàâèëüíîãî ï’ÿ-
òèêóòíèêà, âïèñàíîãî â öå êîëî. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîáóäóâàòè
â³äð³çîê ÌÑ, ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ÀÌ, ÿê öå çðîáëåíî íà ìàë. 13.
Î÷åâèäíî, ùî â³äð³çîê ÀÑ º ñòîðîíîþ âêàçàíîãî ï’ÿòèêóòíèêà.

Óñ³ ö³ ïîáóäîâè ìîæíà çíà÷íî ñïðîñòèòè. Ä³éñíî, íåõàé S(Î,
ÎÀ) — äàíå êîëî, ÀÂ ³ ÑÊ — éîãî âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³
ä³àìåòðè (ìàë. 14). Ä³ëèìî òî÷êîþ Ð â³äð³çîê ÎÑ íàâï³ë ³ áóäóº-
ìî êîëî (Ð, ÐÂ), ÿêå ïåðåòèíàº â³äð³çîê ÎÊ ó òî÷ö³ Í. Ïîêàæåìî,
ùî â³äð³çîê ÎÍ º ñòîðîíîþ ïðàâèëüíîãî äåñÿòèêóòíèêà, âïèñà-
íîãî â äàíå êîëî. Çà òåîðåìîþ Ï³ôàãîðà ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

2
5r

PHPB == , äå r — äîâæèíà ðàä³óñà äàíîãî êîëà. Òîä³

2

5rr
POPHOH

+−
=−= , ùî çàâåðøóº äîâåäåííÿ. ², íàðåøò³,

äîâåäåìî, ùî â³äð³çîê ÍÂ º ñòîðîíîþ ïðàâèëüíîãî ï’ÿòèêóòíèêà,

O

E
C

MA

Ìàë. 13
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âïèñàíîãî â äàíå êîëî. Ç òðèêóòíèêà ÂÎÍ ìàºìî, ùî

2
2

2
5










 +−
+=

rr
rBH . Äëÿ çðó÷íîñò³ íàêðåñëèìî ùå îäèí

ìàëþíîê 15, íà ÿêîìó (Î, ÎÀ) — çàäàíå êîëî, â³äð³çêè ÀÌ ³ ÌÒ
— ñòîðîíè ïðàâèëüíèõ äåñÿòèêóòíèêà ³ ï’ÿòèêóòíèêà â³äïîâ³äíî,
ÿê³ âïèñàí³ â öå êîëî, òîáòî â³äð³çêè ÌÀ ³ ÀÒ ð³âí³. Âèðàçèâøè
ïëîùó òðèêóòíèêà ÎÀÌ îäèí ðàç ÷åðåç ÌÀ, à äðóãèé ðàç —

÷åðåç ÌÒ, îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 
2

2

2
2 






−=⋅
AM

rAMMTr , ç

ÿêîãî çíàõîäèìî ÌÒ. Ïðèð³âíþþ÷è ÌÒ äî ÂÍ, îäåðæóºìî ñï³â-
â³äíîøåííÿ

22
2

2

2
2 AMr

AM
r

r

AM
+=







− .

Çàëèøàºòüñÿ ïîêàçàòè, ùî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ º òîòîæí³ñòü. Åëå-
ìåíòàðí³ ñïðîùåííÿ çâîäÿòü öþ çàäà÷ó äî äîâåäåííÿ ð³âíîñò³

2
2

4
23 r

r

AM
AM =− , ï³äñòàâèâøè â ÿêó çàì³ñòü ÀÌ ÷èñëî

2

5rr +−
, çâîäèìî îñòàííþ çàäà÷ó, â ñâîþ ÷åðãó, äî äîâåäåííÿ

ð³âíîñò³ 1)
2

51
()

2

51
(3 42 =

+−
−

+−
, ÿêå íå âèêëèêàº í³ÿêèõ

òðóäíîù³â. n

Ìàë. 14 Ìàë. 15

B

KHOPC

A

O

T

A

M
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ àëãåáðà¿÷íîãî ìå-
òîäó äî ïîáóäîâè ÃÌÒ.

Ïðèêëàä 6. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ñóìà êâàäðàò³â â³äñòàíåé â³ä
êîæíî¿ ç ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê À ³ Â º ñòàëå ÷èñëî, ùî äîð³â-
íþº êâàäðàòó äîâæèíè äàíîãî â³äð³çêà ÊÌ.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äîâæèíè â³äð³çê³â ÀÂ òà ÊÌ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
à òà ñ â³äïîâ³äíî. Íåõàé òî÷êà Õ íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ. Öå
îçíà÷àº, ùî 222 cBXAX =+ . Äîïîâíèìî òðèêóòíèê ÀÕÂ äî
ïàðàëåëîãðàìà ÀÕÂÅ, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó 16. ßê â³äîìî ç
øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿, ñóìà êâàäðàò³â äîâæèí ä³àãîíà-
ëåé ïàðàëåëîãðàìà äîð³âíþº ñóì³ êâàäðàò³â äîâæèí éîãî ñòî-

ð³í, òîáòî 2222 )(2 EXABBXAX +=+ , çâ³äêè âèïëèâàº ð³âí³ñòü
222 42 OXac += , äå Î — òî÷êà ïåðåòèíó ä³àãîíàëåé ïàðàëåëîã-

ðàìà. Òîä³ 
2

2 22 ac
OX

−
= , ïðè÷îìó äð³á ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ îñòàí-

íüî¿ ð³âíîñò³ íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó òî÷êè Õ. Îòæå, êîæíà òî÷êà

øóêàíîãî ÃÌÒ â³ääàëåíà â³ä òî÷êè Î íà â³äñòàíü 
2

2 22 ac − , à

öå îçíà÷àº, ùî øóêàíå ÃÌÒ íàëåæèòü êîëó S(O, 
2

2 22 ac −
).

Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî äîâåñòè, ùî êîæíà òî÷êà êîëà
S íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ, òîáòî øóêàíå ÃÌÒ ³ êîëî S ñï³âïà-
äàþòü. Äîñë³äæåííÿ: çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ïðè óìîâ³, ùî

22 2ca ≤  àáî 2ca ≤ . ßêùî 2ca = , òî ÃÌÒ âèðîäæóºòüñÿ â
òî÷êó Î, ÿêùî à = ñ, òî øóêàíå ÃÌÒ º êîëîì ç ä³àìåòðîì ÀÂ.

Ïîáóäîâà öüîãî ÃÌÒ çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè â³äð³çêà, äîâ-

æèíà ÿêîãî äîð³âíþº 
2

2 22 ac − , ùî ïîòðåáóº çàñòîñóâàííÿ àë-

ãåáðà¿÷íîãî ìåòîäó. Öåé â³äð³çîê ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìî-
ãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Ñïî÷àòêó áóäóºìî â³äð³çîê ç äîâæèíîþ b
= 2c  (ïðèêëàä 1). Ïîò³ì áóäóºìî â³äð³çîê äîâæèíîþ

22 abd −=  (êàòåò òðèêóòíèêà ç ã³ïîòåíóçîþ, ùî ìàº äîâæèíó
b, ³ äðóãèé êàòåò, ùî ìàº äîâæèíó à). Îñòàíí³é â³äð³çîê ä³ëèìî
íàâï³ë ³ îäåðæóºìî â³äð³çîê ïîòð³áíî¿ äîâæèíè. Ï³ñëÿ öüîãî áó-
äóºìî òî÷êó Î ³ êîëî S. n
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Çàóâàæåííÿ. Ùîá âñòàíîâèòè, ÷èì º øóêàíå ÃÌÒ, ÷àñòî
çàñòîñîâóþòü ìåòîä êîîðäèíàò. Çàñòîñóºìî éîãî äî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ îñòàííüîãî ïðèêëàäó. Îáåðåìî íà ïëîùèí³ ïðÿìîêóòíó ñèñ-
òåìó êîîðäèíàò XOY ³ ðîçì³ñòèìî òî÷êè À ³ Â òàê, ÿê âêàçàíî íà
ìàëþíêó 17. Íåõàé òî÷êà Õ ç êîîðäèíàòàìè x, y íàëåæèòü øóêà-
íîìó ÃÌÒ. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ â³äñòàí³ ì³æ äâî-
ìà òî÷êàìè, îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ, ÿêîìó çàäîâîëüíÿþòü êîîðäè-

íàòè òî÷êè Õ: 22
22

2
22

cy
a

x
a

x =+






 −+






 + . Çä³éñíèâøè î÷å-

âèäí³ ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 
4

2 22
22 ac

yx
−

=+ , ÿêå

âèçíà÷àº êîëî ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðè óìîâ³, ùî
2ca ≤ . ßêùî 2ca = , òî îäåðæóºòüñÿ êîëî íóëüîâîãî ðàä³óñà.

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíå ÃÌÒ íàëåæèòü öüîìó êîëó. Äàë³ âñòàíîâ-
ëþºòüñÿ, ùî êîæíà òî÷êà öüîãî êîëà íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ.
Ïîáóäîâà ÃÌÒ çä³éñíþºòüñÿ òàê, ÿê áóëî âêàçàíî âèùå.

Ïðèêëàä 7. Ïîáóäóâàòè ÃÌÒ, ð³çíèöÿ êâàäðàò³â â³äñòàíåé
â³ä êîæíî¿ ç ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê À ³ Â º ñòàëå ÷èñëî, ùî
äîð³âíþº êâàäðàòó äîâæèíè äàíîãî â³äð³çêà ÊÌ.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äîâæèíè â³äð³çê³â ÀÂ òà ÊÌ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
à òà ñ â³äïîâ³äíî. Íåõàé òî÷êà Õ íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ. Öå
îçíà÷àº, ùî 222 cBXAX =− . Íåõàé òî÷êà Ð º îñíîâîþ ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè Õ íà ïðÿìó ÀÂ (ìàë. 18). Ñïðàâ-
äæóþòüñÿ íàñòóïí³ î÷åâèäí³ ð³âíîñò³: ,222 PXAPAX +=

Ìàë. 16 Ìàë. 17

K M

E

A O

X

B

y

x

X(x; y)

O






− 0;

2
aA 






 0;

2
aB
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222 PXPBBX += , ç ÿêèõ âèïëè-

âàº, ùî 222 cPBAP =− . Òàêèì ÷è-
íîì, ïîëîæåííÿ òî÷êè Ð íà ïðÿì³é
ÀÂ íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó òî÷êè Õ,
ÿêà íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ. Îòæå,
øóêàíå ÃÌÒ íàëåæèòü ïåðïåíäèêó-
ëÿðí³é äî ïðÿìî¿ ÀÂ ïðÿì³é b, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Ð. Ëåãêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî äîâ³ëüíà òî÷êà ïðÿ-

ìî¿ b íàëåæèòü øóêàíîìó ÃÌÒ (ïåðåêîíàéòåñü ó öüîìó ñàìî-
ñò³éíî), òîáòî øóêàíå ÃÌÒ ³ ïðÿìà b ñï³âïàäàþòü. Òàêèì ÷è-
íîì, ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè òî÷êè Ð. Ïî-
çíà÷èìî äîâæèíó â³äð³çêà ÀÐ ÷åðåç õ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñëà õ

îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 222 )( cxax =−− , ÿêå ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿ-

çîê  )
2

(
2
1

2

222 a

a

c

a

ac
x +=

+
= . Â³äð³çîê äîâæèíîþ õ ìîæíà ïîáó-

äóâàòè çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè. Ñïî÷àòêó ñë³ä ïîáóäóâà-

òè â³äð³çîê, äîâæèíîþ 
a

c2

, ïîäàâøè îñòàíí³é äð³á ó âèãëÿä³ 
a

cc ⋅
.

Öå ñòàíäàðòíà ïîáóäîâà ÷åòâåðòîãî ïðîïîðö³éíîãî â³äð³çêà ç øê³-
ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿ (çàäà÷à 14 ï³äãîòîâ÷îãî ð³âíÿ, ï.1.1). Ï³ñ-
ëÿ öüîãî â³äð³çîê ç äîâæèíîþ õ áóäóºòüñÿ òðèâ³àëüíî. Çàëèøà-
ºòüñÿ ëèøå ïîáóäóâàòè òî÷êó Ð ³ ïðîâåñòè ÷åðåç íå¿ ïðÿìó b,
ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïðÿìî¿ ÀÂ. Øóêàíå ÃÌÒ ïîáóäîâàíî. Ïðî-
ïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî ïðîâåñòè ïîáóäîâó ÃÌÒ îêðåìî äëÿ
âèïàäê³â: à = ñ, à > c, a < c. n

Íàâåäåí³ ó öüîìó ï³äðîçä³ë³ ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî çó-
ñòð³÷àþòüñÿ çàäà÷³ íà ïîáóäîâó, ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êîæíî¿ ç ÿêèõ
äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè äåê³ëüêà ìåòîä³â îäíî÷àñíî, òîìó
êëàñèô³êàö³ÿ òàêèõ çàäà÷ çà ìåòîäàìè ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ º äîñèòü
óìîâíîþ.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. ×è âèçíà÷àþòü ôîðìóëè: à) 
b

ba
x

4 78 32 +
= ,

á) 
10

35 4 228 44 baba
x

+⋅+
=  äîâæèíè ïåâíèõ â³äð³çê³â, ÿêùî

à ³ b — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â?

Ìàë. 18

A
P

B

X

b
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2. ×è ìîæíà çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ïîáóäóâàòè â³äð³-
çîê äîâæèíîþ õ, ÿêùî:
à) 0723 =+− xx ; á) 05372 23 =++− xxx , äå a, b — äîâ-

æèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

3. Ïîáóäóâàòè â³äð³çîê äîâæèíîþ õ, ÿêùî 022 =+− aabxx ,
äå a, b — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

4. Ïîáóäóâàòè â³äð³çîê äîâæèíîþ õ, ÿêùî −− 32 abxax

0— 44 =− bab , äå a, b — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

5. Ïîáóäóâàòè â³äð³çêè, äîâæèíè ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äîâ-
æèíè a, b, c, d äàíèõ â³äð³çê³â çà ôîðìóëàìè:

à) )(
22

22
ba

ba

ba
abx >

+

−
= , á) 4 224 ba

d

b
cx +⋅⋅= ,

â) 
2

3

bc

aba
x = .

6. Ïîáóäóâàòè êâàäðàò, ð³âíîâåëèêèé äàíîìó òðèêóòíèêó.
7. ×åðåç äàíó çîâí³øíþ â³äíîñíî äàíîãî êîëà òî÷êó À ïðîâåñòè

ñ³÷íó äî íüîãî òàê, ùîá âîíà ïåðåòèíàëà öå êîëî â òî÷êàõ Ñ
³ Ê (òî÷êà Ñ ëåæèòü ì³æ òî÷êàìè Ê ³ À), ïðè÷îìó ÀÑ = ÑÊ.

8. Ïîáóäóâàòè êîëî, ïëîùà ÿêîãî äîð³âíþº ïëîù³ ê³ëüöÿ ì³æ
äâîìà äàíèìè êîíöåíòðè÷íèìè êîëàìè.

9. ×è ìîæíà çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè ïîáóäóâàòè:
à) ïðàâèëüíèé ï’ÿòíàäöÿòèêóòíèê (ñ³ìíàäöÿòèêóòíèê, 365-êóò-

íèê);
á) êóò, ãðàäóñíà ì³ðà ÿêîãî ñòàíîâèòü 3 ãðàäóñè (8 ãðàäóñ³â, 18

ãðàäóñ³â)?
10. Ïîáóäóâàòè êðóã äàíîãî ðàä³óñà, ïðè ïåðåòèí³ ÿêîãî ç ñòîðî-

íàìè äàíîãî êóòà îäåðæóþòüñÿ õîðäè, ùî äîð³âíþþòü äâîì
çàäàíèì â³äð³çêàì.

11. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà îñíîâîþ òà âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà
íå¿, ÿêùî ñóìà êâàäðàò³â äîâæèí éîãî á³÷íèõ ñòîð³í äîð³â-
íþº êâàäðàòó äîâæèíè äàíîãî â³äð³çêà.

12. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà îñíîâîþ òà âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà
íå¿, ÿêùî ð³çíèöÿ êâàäðàò³â äîâæèí éîãî á³÷íèõ ñòîð³í äîð³-
âíþº êâàäðàòó äîâæèíè äàíîãî â³äð³çêà.

13. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà îñíîâîþ òà ïðîòèëåæíèì äî íå¿
êóòîì, ÿêùî ñóìà (ð³çíèöÿ) êâàäðàò³â äîâæèí éîãî á³÷íèõ
ñòîð³í äîð³âíþº êâàäðàòó äîâæèíè äàíîãî â³äð³çêà.



34

14. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà ã³ïîòåíóçîþ òà á³-
ñåêòðèñîþ ïðÿìîãî êóòà.

15. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ùî ïàðàëåëüíà äî îñíîâè äàíîãî òðèêóò-
íèêà ³ â³äòèíàº â³ä íüîãî òðèêóòíèê, ïëîùà ÿêîãî óäâ³÷³ ìåí-
øà, í³æ ïëîùà äàíîãî òðèêóòíèêà.

16. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ùî ïàðàëåëüíà äî ä³àãîíàë³ äàíîãî ïðÿ-
ìîêóòíèêà ³ ä³ëèòü éîãî íà äâ³ ô³ãóðè, ïëîù³ ÿêèõ â³äíîñÿòü-
ñÿ ÿê îäèí äî òðüîõ.

17. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ÿêà ïàðàëåëüíà äî îñíîâ äàíî¿ òðàïåö³¿ ³
ä³ëèòü ¿¿ íà äâ³ ð³âíîâåëèê³ ÷àñòèíè.

1.4. ²íâåðñ³ÿ òà ¿¿ çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ
çàäà÷ íà ïîáóäîâó

Çàäàìî íà ïëîùèí³ êîëî S(O, OP) ³ äîâæèíó éîãî ðàä³óñà
ÎÐ ïîçíà÷èìî ÷åðåç r. Íåõàé Ô – ìíîæèíà âñ³õ òî÷îê ïëîùèíè
áåç òî÷êè Î. Çàäàìî â³äîáðàæåííÿ f ô³ãóðè Ô ó ñåáå, ùî ä³º íà
äîâ³ëüíó òî÷êó Ì ∈ Ô íàñòóïíèì ÷èíîì:

à) òî÷êà M’ = f(M) íàëåæèòü ïðîìåíåâ³ ÎÌ;
á) OM · OM’ = r2.
Òàêå â³äîáðàæåííÿ  f  íàçèâàþòü ³íâåðñ³ºþ; êîëî S, éîãî

öåíòð ³ ðàä³óñ íàçèâàþòü êîëîì ³íâåðñ³¿, öåíòðîì (ïîëþñîì) ³í-
âåðñ³¿ ³ ðàä³óñîì ³íâåðñ³¿ â³äïîâ³äíî.

Î÷åâèäíî, ùî öå â³äîáðàæåííÿ º á³ºêòèâíèì (âçàºìíî îäíî-
çíà÷íèì). Òàê³ â³äîáðàæåííÿ â ãåîìåòð³¿ ÷àñòî íàçèâàþòü ãåîìå-
òðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Êð³ì òîãî, ³íâåðñ³ÿ º âçàºìíèì â³äî-
áðàæåííÿì, òîáòî, ÿêùî òî÷êà M’  ³íâåðñíà â³äíîñíî òî÷êè Ì, òî
òî÷êà Ì º ³íâåðñíîþ â³äíîñíî òî÷êè M’.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ:

à) ÿêùî òî÷êà Ì çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ êîëà ³íâåðñ³¿, òî
òî÷êà M’ = f(M) — çîâí³ êîëà ³íâåðñ³¿;

á) ÿêùî òî÷êà Ì íàëåæèòü êîëó ³íâåðñ³¿, òî âîíà ³íâåðñó-
ºòüñÿ â ñåáå, òîáòî, âîíà º íåðóõîìîþ (³íâàð³àíòíîþ) òî÷êîþ
öüîãî ãåîìåòðè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ. Îòæå, êîëî ³íâåðñ³¿ º ¿¿ ³íâàð³-
àíòîì;

â) ÿêùî ïðÿìà t ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿, òî ô³ãóðà
t\{O}  (ïðÿìà, ïðîêîëîòà â öåíòð³ ³íâåðñ³¿) ³íâåðñóºòüñÿ â ñåáå,
òîáòî º ³íâàð³àíòîì öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Àëå ñåðåä òî÷îê âêàçà-
íî¿ ô³ãóðè º ëèøå äâ³ ³íâàð³àíòí³ — öå ò³ òî÷êè, ÿê³ íàëåæàòü
êîëó ³íâåðñ³¿.
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Ïîêàæåìî òå-
ïåð, ÿê áóäóþòüñÿ
³íâåðñí³ òî÷êè (ìàë.
19). Íåõàé S(O, OP)
— êîëî ³íâåðñ³¿, Ì —
äîâ³ëüíà òî÷êà, ùî
ëåæèòü çîâí³ öüîãî
êîëà. Ç ö³º¿ òî÷êè
ïðîâåäåìî äîòè÷íó
äî êîëà ³íâåðñ³¿ ³ íå-
õàé Ò º òî÷êîþ ¿¿
äîòèêó äî öüîãî
кола. Точка M’, ùî º
îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî íà ïðÿìó ÎÌ ç òî÷êè Ò, º
³íâåðñíîþ â³äíîñíî òî÷êè Ì. Ä³éñíî, óìîâà à) ç îçíà÷åííÿ ³íâåðñ³¿
âèêîíóºòüñÿ çà ïîáóäîâîþ, à óìîâà á) âèïëèâàº ç ð³âíîñòåé
OM · OM’ = OT2 = r2. Òî÷êó Ì, ³íâåðñíó ç òî÷êîþ M’, ùî çíàõîäèòü-
ñÿ âñåðåäèí³ êîëà ³íâåðñ³¿, áóäóþòü ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó ÿê òî÷êó
ïåðåòèíó ïðîìåíÿ OM’ ç äîòè÷íîþ äî êîëà ³íâåðñ³¿ â éîãî òî÷ö³ Ò,
ÿêà íàëåæèòü ïåðïåíäèêóëÿðó, ùî âñòàíîâëåíèé ó òî÷ö³ M’  äî
ïðÿìî¿ OM’. Äîòè÷íîþ äî êîëà ³íâåðñ³¿ ó òî÷ö³ Ò º ïðÿìà, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó ³ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî éîãî ðàä³óñà ÎÒ.

Íåõàé êîëî Q ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ ³íâåðñ³¿ Î. Äîìîâè-
ìîñü ô³ãóðó Q\{O} íàçèâàòè êîëîì, ïðîêîëîòèì ó ïîëþñ³ (öåíòð³)
³íâåðñ³¿.

Òåîðåìà 1. Ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ ç ïðÿìîþ, ÿêà íå ïðîõîäèòü
÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿, º êîëî, ïðîêîëîòå â öåíòð³ ³íâåðñ³¿, ³ íàâïàêè,
ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ ç êîëîì, ïðîêîëîòèì ó öåíòð³ ³íâåðñ³¿, º ïðÿ-
ìà, ùî ÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿ íå ïðîõîäèòü. Ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ ç
êîëîì, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿, º êîëî, ùî íå ïðîõî-
äèòü ÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿.

Ùîá äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ, ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî çâ’ÿçîê
ì³æ êîîðäèíàòàìè ³íâåðñíèõ òî÷îê ó îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³

},,{ jiOR
rr

= , ïî÷àòîê ÿêîãî ñï³âïàäàº ç ïîëþñîì ³íâåðñ³¿. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî â îáðàíîìó ðåïåð³ òî÷êà Ì ìàº êîîðäèíàòè x, y, à
³íâåðñíà ç íåþ òî÷êà M’ — êîîðäèíàòè x’, y’. Îñê³ëüêè âåêòîðè

OM  ³ MO ′  íå íóëüîâ³ òà êîë³íåàðí³, òî ³ñíóº òàêå ä³éñíå ÷èñëî

λ, ùî OMMO λ=′ . Ïîìíîæèâøè îñòàííþ ð³âí³ñòü ñêàëÿðíî íà

âåêòîð OM , ç îäåðæàíîãî ð³âíÿííÿ îòðèìóºìî, ùî 
2

2

OM

r
=λ .

M

T

O M’P
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Òîä³ OM
OM

r
MO

2

2
=′ . Çàïèøåìî öþ ð³âí³ñòü ó êîîðäèíàòí³é

ôîðì³: )(
22

2
jyix

yx

r
jyix

rrrr
+

+
=⋅′+⋅′ . Ïðèð³âíþþ÷è êîåô³ö³ºí-

òè ïðè îäíàêîâèõ âåêòîðàõ, ùî ñòîÿòü ó ïðàâ³é òà ë³â³é ÷àñòèíàõ
îñòàííüî¿ ð³âíîñò³, îäåðæóºìî ïîòð³áí³ ôîðìóëè:

  22

2

yx

xr
x

+
=′ ,   22

2

yx

yr
y

+
=′ . (1)

Äîâåäåìî ëèøå ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Äðóãå òâåðäæåííÿ
äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìà à íå ïðîõîäèòü
÷åðåç ïîëþñ ³íâåðñ³¿ ³ ìàº â îáðàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿ Àõ +
+ Âó + Ñ = 0. Òîä³, çâ³ñíî, Ñ ≠ 0. Îñê³ëüêè ³íâåðñ³ÿ º âçàºìíèì
ïåðåòâîðåííÿì, òî ó ôîðìóëàõ (1) ìîæíà ïîì³íÿòè ì³ñöÿìè x ç
x’ òà y’ ç y’. Çðîçóì³ëî, ùî ô³ãóðà, ³íâåðñíà ç ïðÿìîþ à, ìàòèìå
ð³âíÿííÿ

0
22

2

22

2
=+

′+′

′
+

′+′

′
C

yx

yr
B

yx

xr
A .

Çâ³âøè éîãî äî ñï³ëüíîãî çíàìåííèêà ³ âèä³ëèâøè ïîâí³ êâàäðà-
òè, îäåðæóºìî íàñòóïíå ð³âíÿííÿ:

2
222222

222 











 +
=










+′+










+′

C

BAr

C

Br
y

C

Ar
x .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå ð³âíÿííÿ âèçíà÷àº êîëî ç ïðîêîëîòèì ïî-
ëþñîì ³íâåðñ³¿ (ïî÷àòêîì êîîðäèíàò). Ç âçàºìíîñò³ ïåðåòâîðåí-
íÿ ³íâåðñ³¿ îäðàçó âèïëèâàº, ùî ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ ç êîëîì,
ïðîêîëîòèì ó öåíòð³ ³íâåðñ³¿, º ïðÿìà, ùî ÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿ íå
ïðîõîäèòü. Íà öüîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè ìè çàâåðøèìî. n

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ ³íâåðñ³¿ äî ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó. Ñïî÷àòêó ïîáóäóºìî äåê³ëüêà ô³ãóð,
ùî ³íâåðñí³ çàäàíèì ô³ãóðàì.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðó, ³íâåðñíó ç êâàäðàòîì, ïðî-
êîëîòèì ó ïîëþñ³ ³íâåðñ³¿, îäíà ç âåðøèí ÿêîãî ñï³âïàäàº ç ïîëþ-
ñîì ³íâåðñ³¿, à äðóãà — íàëåæèòü êîëó ³íâåðñ³¿.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ìîæå òðàïèòèñü äâà âèïàäêè. Ðîçãëÿíåìî ñïî-
÷àòêó ïåðøèé ç íèõ, ÿêèé â³äïîâ³äàº ìàëþíêó 20. Íåõàé êîëî
S(O, OA) º êîëîì ³íâåðñ³¿, ÎÀÂÑ — çàäàíèé êâàäðàò. Ëåãêî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ ç â³äð³çêîì ÎÀ, ïðîêîëîòèì ó
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òî÷ö³ Î, º ïðîì³íü ÀÊ (ïîïðîáóéòå öå ïîÿñíèòè), à ô³ãóðîþ,
³íâåðñíîþ ç â³äð³çêîì ÎÑ, ïðîêîëîòèì ó òî÷ö³ Î, º ïðîì³íü ÑÐ.
Â³äð³çîê ÀÂ íàëåæèòü ïðÿì³é ÀÂ, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ
³íâåðñ³¿. Îòæå, öåé â³äð³çîê ³íâåðñóºòüñÿ â äóãó êîëà, ùî ³íâåðñ-
íå ç ïðÿìîþ ÀÂ ³ ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ ³íâåðñ³¿. Öå êîëî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó À, îñê³ëüêè âîíà ëåæèòü íà êîë³ ³íâåðñ³¿ ³ º
íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Ïîáóäóºìî òåïåð òî÷êó B’, ³íâåðñíó ç òî÷-
êîþ Â, ÿê öå áóëî çðîáëåíî âèùå. Áåðó÷è äî óâàãè âëàñòèâîñò³
êâàäðàòà, ïåðåêîíóºìîñü, ùî òî÷êà B’ ñï³âïàäàº ç éîãî öåíòðîì.
Òàêèì ÷èíîì, ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ äî ïðÿìî¿ ÀÂ, º êîëî, ïðîêî-
ëîòå â òî÷ö³ Î, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè: À, Î ³ B’. Öå êîëî
ëåãêî áóäóºòüñÿ. Ô³ãóðîþ, ùî ³íâåðñíà ç â³äð³çêîì ÀÂ, º éîãî
äóãà AB’. Àíàëîã³÷íî áóäóºòüñÿ äóãà B’Ñ, ùî º ô³ãóðîþ, ³íâåðñ-
íîþ ç â³äð³çêîì ÂÑ.

Äðóãèé ìîæëèâèé âèïàäîê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 20(à).
Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî îá´ðóíòóâàòè ïîáóäîâó ³íâåðñ-
íî¿ äî äàíîãî êâàäðàòà ô³ãóðè, ÿêó íàêðåñëåíî íà öüîìó ìàëþí-
êó æèðíîþ ë³í³ºþ. n

Ïðèêëàä 2. Çàäàíî êîëî Í(À, ÀÂ) ³ ïîëþñ ³íâåðñ³¿ Î. Ïîáóäó-
âàòè êîëî ³íâåðñ³¿ òàê, ùîá äàíå êîëî Í áóëî ³íâàð³àíòîì óòâîðå-
íî¿ ³íâåðñ³¿.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî äîòè÷íó ç òî÷êè Î äî äàíîãî êîëà
(ñòàíäàðòíà ïîáóäîâà ç øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿). Òî÷êó ¿õ äî-
òèêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ò. Ïîêàæåìî, ùî êîëî S(O, OT) º øóêàíèì.

Ä³éñíî, íåõàé Ì — äîâ³ëüíà òî÷êà äàíîãî êîëà, ùî ëåæèòü
çîâí³ ïîáóäîâàíîãî êîëà ³íâåðñ³¿. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ì’ äðóãó òî÷-
êó ïåðåòèíó â³äð³çêà ÎÌ ç äàíèì êîëîì (ìàë. 21). Çà â³äîìîþ
âëàñòèâ³ñòþ äîòè÷íî¿ ³ ñ³÷íî¿, ÿê³ ïðîâåäåíî äî êîëà ç îäí³º¿

O C

BA
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òî÷êè, îäåðæóº-
ìî, ùî ÎÌ x
x ÎÌ’ = ÎÒ2, äå
â³äð³çîê ÎÒ º ðà-
ä³óñîì ³íâåðñ³¿.
Òàêèì ÷èíîì,
òî÷êè Ì òà Ì’ º
âçàºìíî ³íâåðñ-
íèìè, ùî çàâåð-
øóº äîâåäåííÿ.
Çàóâàæèìî, ùî
äàíå êîëî îðòî-
ãîíàëüíå äî ïî-
áóäîâàíîãî êîëà

³íâåðñ³¿, îñê³ëüêè ¿õ ðàä³óñè, ùî ì³ñòÿòü òî÷êó Ò, âçàºìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðí³. n

Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³
òî÷êè À òà Â ³ äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî êîëà Í(Î, ÎÊ).

Ðîçâ’ÿçàííÿ. ßêùî îáèäâ³
çàäàí³ òî÷êè íàëåæàòü äàíîìó
êîëó àáî îäíà ç íèõ ëåæèòü âñå-

ðåäèí³ äàíîãî êîëà, à äðóãà —
ïîçà íèì, òî çàäà÷à ðîçâ’ÿ-

çê³â íå ìàº. ßêùî îäíà
ç òî÷îê íàëåæèòü

äàíîìó êîëó, à
äðóãà — íå
íàëåæèòü, òî
çàäà÷à ïðîñ-
òî ðîçâ’ÿçó-
ºòüñÿ (ïåðå-
â³ðòå öå ñà-
ìîñò³éíî) ³

áåç çàñòîñóâàííÿ
³íâåðñ³¿. Ðîçãëÿíå-

ìî âèïàäîê, êîëè
îáèäâ³ äàí³ òî÷êè

ëåæàòü ïîçà äàíèì
êîëîì (ìàë. 22). Çðî-

çóì³ëî, ùî çàäà÷à çâî-
äèòüñÿ äî ïîáóäîâè ùå

îäí³º¿ òî÷êè, ÿêà íàëå-
æèòü øóêàíîìó êîëó, íà-

Ìàë. 21
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ïðèêëàä, òî÷êè äîòèêó Ñ äàíîãî òà øóêàíîãî ê³ë. Çàäàìî ³íâåðñ³þ
òàê, ùîá äëÿ ô³ãóð, ùî ³íâåðñí³ äî äàíîãî ³ øóêàíîãî ê³ë, îäåðæà-
ëàñÿ á³ëüø ïðîñòà çàäà÷à. Òàê, îáåðåìî çà öåíòð ³íâåðñ³¿ îäíó ç
äàíèõ òî÷îê, íàïðèêëàä, òî÷êó À. Òîä³ øóêàíå êîëî ïðîõîäèòü
÷åðåç öåíòð ³íâåðñ³¿ ³ ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ äî öüîãî êîëà, ïðîêîëî-
òîãî â òî÷ö³ À, º ïðÿìà à, ùî ÷åðåç öþ òî÷êó íå ïðîõîäèòü. Íåõàé
Ò — ñï³ëüíà òî÷êà äîòè÷íî¿, ùî ïðîâåäåíà äî äàíîãî êîëà ç òî÷êè
À, ³ öüîãî êîëà (òî÷êà äîòèêó). Îáåðåìî êîëî S(A, AT) çà êîëî
³íâåðñ³¿. Òîä³ (äèâèñü ïðèêëàä 2), äàíå êîëî â ö³é ³íâåðñ³¿ ³íâåðñ-
íå ñàìîìó ñîá³. Òàêèì ÷èíîì, ïðÿìà à ïîâèííà äîòèêàòèñÿ äî
äàíîãî êîëà â äåÿê³é òî÷ö³ Ð ³ ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êó B’, ³íâåðñíó
ç òî÷êîþ Â. Çðîçóì³ëî, ùî òî÷êà Ð ³íâåðñíà ç òî÷êîþ Ñ.

Çâ³äñè âèïëèâàº ëàíöþæîê ïîáóäîâ:
1) ç òî÷êè À ïðîâîäèìî äîòè÷íó äî äàíîãî êîëà, îäåðæóºìî

òî÷êó Ò;
2) áóäóºìî êîëî ³íâåðñ³¿ S(A, AT);
3) áóäóºìî òî÷êó B’, ³íâåðñíó ç òî÷êîþ Â â³äíîñíî ïîáóäîâà-

íîãî êîëà ³íâåðñ³¿;
4) ç òî÷êè B’ ïðîâîäèìî äîòè÷íó äî äàíîãî êîëà, îäåðæóºìî

òî÷êó Ð;
5) áóäóºìî òî÷êó Ñ, ³íâåðñíó ç òî÷êîþ Ð;
6) îïèñóºìî êîëî íàâêîëî òðèêóòíèêà ÀÂÑ. Öå êîëî º øóêà-

íîþ ô³ãóðîþ.
Äîñë³äæåííÿ. Óñ³ ïîáóäîâè ïóíêò³â 1-3 îäíîçíà÷íî âèêî-

íóþòüñÿ. ßêùî òî÷êà B’ ëåæèòü ïîçà äàíèì êîëîì, òî ç íå¿ äî
íüîãî ìîæíà ïðîâåñòè äâ³ äîòè÷í³, ³ çàäà÷à ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè. Íà
äàíîìó êîë³ öÿ òî÷êà ëåæàòè íå ìîæå, áî ³íàêøå âîíà á ñï³âïàëà
ç òî÷êîþ Â, à îñòàííÿ íå íàëåæèòü öüîìó êîëó çà óìîâîþ. Íå
ìîæå òî÷êà B’ ëåæàòè ³ âñåðåäèí³ äàíîãî êîëà (ïîïðîáóéòå äîâå-
ñòè öå ñàìîñò³éíî). Îòæå, çàäà÷à ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè. n

Òðàïëÿºòüñÿ, ùî îäíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ð³çíèìè ìå-
òîäàìè. Òîä³ ñë³ä îáèðàòè ç íèõ á³ëüø ïðîñòèé ³ ðàö³îíàëüíèé.

Ïðèêëàä 4. Ðîçâ’ÿçàòè ïðèêëàä 2 ç ï.1.3 ö³º¿ êíèæêè ìåòî-
äîì ³íâåðñ³¿.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî òîé ñàìèé âèïàäîê, ùî ³ â ïðè-
êëàä³ 2 ç ï. 1.3 (ìàë. 23). Îáåðåìî çà öåíòð ³íâåðñ³¿ òî÷êó À, à çà
ðàä³óñ ³íâåðñ³¿ — â³äð³çîê ÀÂ. Áóäóºìî êîëî ³íâåðñ³¿ S(A, AB).
Ô³ãóðîþ, ³íâåðñíîþ äî øóêàíîãî êîëà, ïðîêîëîòîãî â òî÷ö³ À, º
ïðÿìà b, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ³íâåðñíó ç Â òî÷êîþ (òî÷êà Â ëå-
æèòü íà êîë³ ³íâåðñ³¿, à îòæå, ñàìà ñîá³ ³íâåðñíà), ³ äîòèêàºòüñÿ
äî ô³ãóðè, ùî ³íâåðñíà ç äàíèì êîëîì. Ö³ºþ ô³ãóðîþ º êîëî, ÿêå
ìîæíà ïîáóäóâàòè. Çâ³äñè âèïëèâàº íàñòóïíèé ïðîöåñ ïîáóäîâ:
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1) áóäóºìî êî-
ëî ³íâåðñ³¿
S(A, AB) ÿêå ó
íàøîìó âèïàä-
êó ìàº äâ³ ñï³-
ëüí³ òî÷êè M ³
N ç äàíîþ ïðÿ-
ìîþ, ùî ó çàãà-
ëüíîìó âèïàäêó
íå îáîâ’ÿçêîâî;
2) îïèñóºìî êî-
ëî íàâêîëî òðè-
êóòíèêà ÀMN,
ÿêå º ô³ãóðîþ,
³íâåðñíîþ ç
ïðÿìîþ à;
3) äî öüîãî êî-
ëà ç òî÷êè Â
ïðîâîäèìî äî-
òè÷íó ÂÒ, äå Ò
— òî÷êà äîòèêó;
4) áóäóºìî òî÷-
êó Ñ ïåðåòèíó
â³äð³çêà ÀÒ ³
ïðÿìî¿ à. Öÿ

òî÷êà ³íâåðñíà ç òî÷êîþ Ò ³ º òî÷êîþ äîòèêó øóêàíîãî êîëà
äî äàíî¿ ïðÿìî¿ à;

5) Îïèñóºìî êîëî íàâêîëî òðèêóòíèêà ÀÂÑ. Âîíî º øóêà-
íèì. n

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè öåíòð òà êîåô³ö³ºíò ãîìîòåò³¿ äâîõ
³íâåðñíèõ ê³ë.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé íà ìàëþíêó 24(à) òî÷êà Î — ïîëþñ
³íâåðñ³¿ f, r — äîâæèíà ðàä³óñà ³íâåðñ³¿, êîëà ç öåíòðàìè Î

1 
òà Î

2
—

 
³íâåðñí³ ô³ãóðè. Êîëî ³íâåðñ³¿ êðåñëèòè íå áóäåìî. Çðîçóì³ëî,

ùî æîäíå ç äâîõ ³íâåðñíèõ ê³ë íå ìîæå ïðîõîäèòè ÷åðåç ïîëþñ
³íâåðñ³¿. Íåõàé òî÷êà À íàëåæèòü ïåðøîìó êîëó ³ ïðîì³íü ÎÀ
ìàº ç öèì êîëîì ùå îäíó ñï³ëüíó òî÷êó Â. ßêùî òî÷êè À

1 
òà Â

1
³íâåðñí³ ç òî÷êàìè À ³ Â â³äïîâ³äíî, òî ïðîì³íü ÎÀ ïåðåòèíàº
äðóãå êîëî â òî÷êàõ À

1 
òà Â

1
. Ïðè öüîìó ç îçíà÷åííÿ ³íâåðñ³¿

âèïëèâàº, ùî 2
1 rOAOA =⋅  ³ 2

1 rOBOB =⋅ . Ëåãêî áà÷èòè, ùî

³ñíóþòü òàê³ ä³éñí³ ÷èñëà k ³ λ, ùî OAkOB =1  ³ OBOA ⋅λ=1 .

Ìàë. 23
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Çâ³äñè âèïëè-
âàº, ùî

 
OBOA

r
k

⋅
=λ=

2

.

Ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê OBOA ⋅
íå çàëåæèòü â³ä
âèáîðó òî÷êè À.
Ä³éñíî,

2OTOBOAOBOA =⋅=⋅ ,
äå òî÷êà Ò º òî÷êîþ äîòèêó äî êîëà ç öåíòðîì Î

1
 äîòè÷íî¿, ïðî-

âåäåíî¿ äî öüîãî êîëà ÷åðåç òî÷êó Î. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê OBOA ⋅
íàçèâàþòü ñòåïåíåì òî÷êè Î â³äíîñíî êîëà (Î

1
, Î

1
À) ³ ïîçíà÷à-

þòü ñèìâîëîì O
AOOC ),( 11

.

Îòæå, ãîìîòåò³ÿ h ç öåíòðîì Î òà êîåô³ö³ºíòîì 
O

AOOC

r
k

),(

2

11

=

ïåðåòâîðþº ïåðøå ç äàíèõ ³íâåðñíèõ ê³ë ó äðóãå. n
Çàóâàæèìî, ùî íà òî÷êè êîëà (Î

1
, Î

1
À) ³íâåðñ³ÿ f òà ãîìîòå-

ò³ÿ h ä³þòü çîâñ³ì íå îäíàêîâî. Òàê, f(A) = A
1
, à h(A) = B

1
. Ïîäó-

ìàéòå, ÷è ³ñíóþòü íà êîë³ (Î
1
, Î

1
À) òàê³ òî÷êè, íà ÿê³ ö³ ïåðåòâî-

ðåííÿ ä³þòü îäíàêîâî.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð íà ïëîùèí³ äâ³ êðèâ³ à ³ b, ùî ìàþòü

ñï³ëüíó òî÷êó Ê, ïðè÷îìó äî êîæíî¿ ç íèõ ó ö³é òî÷ö³ ³ñíóº
äîòè÷íà. Ó öüîìó ðàç³ êóò ì³æ âêàçàíèìè äîòè÷íèìè â òî÷ö³ Ê
íàçèâàþòü êóòîì ì³æ êðèâèìè à ³ b ó ö³é òî÷ö³. Ï³ä äîòè÷íîþ äî
ïðÿìî¿ ó áóäü-ÿê³é ¿¿ òî÷ö³ ðîçóì³þòü ñàìó öþ ïðÿìó.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî â ïëîùèí³ çàäàíî ³íâåðñ³þ f â³ä-
íîñíî êîëà S(O, OP). Íåõàé äâ³ êðèâ³ à ³ b, êîæíà ç ÿêèõ º àáî
ïðÿìîþ, àáî êîëîì, ùî ëåæàòü ó ö³é ïëîùèí³, ìàþòü ñï³ëüíó òî-
÷êó À. Òîä³ êóò ì³æ ô³ãóðàìè, ùî ³íâåðñí³ äî öèõ êðèâèõ, ó òî÷ö³
À

1
, ùî ³íâåðñíà ç òî÷êîþ À, äîð³âíþº êóòó ì³æ êðèâèìè à ³ b ó

òî÷ö³ À.

Çàóâàæèìî, ùî öÿ òåîðåìà ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ íàáàãàòî
øèðøîãî êëàñó êðèâèõ. Àëå çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ë³í³éêè
í³ÿê³ êðèâ³, êð³ì ïðÿìèõ òà ê³ë, íå áóäóþòüñÿ, îòæå, ñôîðìóëüî-
âàíå òâåðäæåííÿ ö³ëêîì çàäîâîëüíÿº ïîòðåáè ö³º¿ êíèãè.

O
B

A

T

O1 O2

A1

B1

Ìàë. 24(à)
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Äîâåäåííÿ
ïðîâåäåìî äëÿ
ñêëàäí³øîãî âè-
ïàäêó, êîëè äàí³
êðèâ³ º êîëàìè
S

i
(O

i
), (³ = 1, 2),

ùî íå ïðîõîäÿòü
÷åðåç ïîëþñ ³í-
âåðñ³¿ ³ ïåðåòè-
íàþòüñÿ â òî÷-
êàõ À ³ Â. ²íâåð-
ñí³ äî íèõ ô³ãó-
ðè òåæ º êîëà-
ìè, ÿê³ ìè ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç

),(1
ii TS  (³ = 1, 2) â³äïîâ³äíî. Êîðèñòóþ÷èñü ìàëþíêîì 24(à), çî-

áðàçèìî òî÷êè À ³ À
1 
íà ñõåìàòè÷íîìó ìàëþíêó 24(á). Ç ïðèêëà-

äó 5 âèïëèâàº, ùî ïðÿì³ Î
1
Â òà Ò

1
À

1
 ïàðàëåëüí³, îòæå, êóòè ÎÂÎ

1
òà ÎÀ

1
Ò

1
 ð³âí³. Ç ð³âíîñò³ â³äð³çê³â Î

1
Â òà Î

1
À âèïëèâàº ð³âí³ñòü

êóò³â ÎÂÎ
1 
òà Î

1
ÀÀ

1
. Ç ð³âíîñò³ äâîõ ïàð âêàçàíèõ êóò³â îäåðæó-

ºìî, ùî êóòè Î
1
ÀÀ

1 
òà ÎÀ

1
Ò

1
 òåæ ð³âí³. Àíàëîã³÷íî äî îñòàííüîãî

òâåðäæåííÿ ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ð³âíèìè º êóòè Î
2
ÀÀ

1
 òà ÎÀ

1
Ò

2
.

Ó öüîìó ðàç³ ð³âíèìè º êóòè Î
1
ÀÎ

2
 òà Ò

2
À

1
Ò

1
, îñê³ëüêè ïåðøèé ç

íèõ äîð³âíþº ð³çíèö³ êóò³â Î
1
ÀÀ

1 
òà Î

2
ÀÀ

1
, äðóãèé — ð³çíèö³

êóò³â ÎÀ
1
Ò

1 
òà ÎÀ

1
Ò

2
, à ö³ ð³çíèö³ ð³âí³ ì³æ ñîáîþ. Ëåãêî áà÷èòè,

ùî êóò Î
1
ÀÎ

2 
äîð³âíþº êóòó ì³æ äîòè÷íèìè äî ê³ë S

1
 ³ S

2 
â òî÷ö³

À, ÿê êóò ì³æ ðàä³óñàìè öèõ ê³ë, ÿê³ ì³ñòÿòü öþ òî÷êó. Ç ò³º¿ æ
ïðè÷èíè êóò Ò

2
À

1
Ò

1
 äîð³âíþº êóòó ì³æ äîòè÷íèìè äî ê³ë 1

1S  ³
1
2S

 
â òî÷ö³ À

1
. Íà öüîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ìè çàâåðøóºìî ³

ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè, êîëè äåÿê³
ç êðèâèõ à, b òà ³íâåðñíèõ ç íèìè ô³ãóð º ïðÿìèìè. n

Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðó, ³íâåðñíó äî äàíîãî êîëà, ÿêå ðîçì³ùåíå
çîâí³ (âñåðåäèí³) êîëà ³íâåðñ³¿.

2. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðó, ³íâåðñíó äî ïðÿìî¿, ùî íå ïåðåòèíàº
(ïåðåòèíàº) êîëî ³íâåðñ³¿.

3. Ïîáóäóâàòè ô³ãóðè, ùî ³íâåðñí³ äî êâàäðàòà ³ ïðàâèëüíîãî
òðèêóòíèêà, ÿê³ âïèñàíî â êîëî ³íâåðñ³¿ (îïèñàíî íàâêîëî
êîëà ³íâåðñ³¿).

O
B

A
A1

B1
S2

1

S1
1

T2

T1

S2

O2

O1

Ìàë. 24(á)
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4. Ðîçâ’ÿçàòè ïðèêëàä 3 ó âèïàäêó, êîëè äàí³ òî÷êè ëåæàòü
âñåðåäèí³ äàíîãî êîëà.

5. Çàäàíî òî÷êó À ³ äâ³ ïðÿì³, æîäí³é ç ÿêèõ âîíà íå íàëåæèòü.
×åðåç öþ òî÷êó ïðîâåñòè ïðÿìó, ÿêà ïåðåòèíàº äàí³ ïðÿì³ â
òî÷êàõ Â ³ Ñ â³äïîâ³äíî, ïðè÷îìó AB · AC = k2, äå k — äîâæè-
íà äàíîãî â³äð³çêà.

6. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî òðüîõ äàíèõ ê³ë, ÿê³
ìàþòü ñï³ëüíó òî÷êó.

7. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî òðüîõ äàíèõ ê³ë, ÿêùî
äâà ç íèõ äîòèêàþòüñÿ.

8. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ³ äîòèêà-
ºòüñÿ äî äâîõ äàíèõ ê³ë (äî äàíîãî êîëà ³ äî äàíî¿ ïðÿìî¿).

9. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî êîëà ³ äî äàíî¿
ïðÿìî¿ â çàäàí³é íà í³é òî÷ö³.

10. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî äâîõ äàíèõ ê³ë, ïðè÷î-
ìó äî îäíîãî ç íèõ — ó çàäàí³é òî÷ö³.

11. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî òðüîõ äàíèõ ê³ë (çàäà÷à
Àïîëîí³ÿ).

12. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ³ îðòîãî-
íàëüíà äî äàíîãî êîëà (ìåòîä ³íâåðñ³¿ çàñòîñîâóâàòè íå ïî-
òð³áíî).

13. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè ³ îðòî-
ãîíàëüíå äî äàíîãî êîëà.

14. Ïîáóäóâàòè ïðÿìó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ³ ïåðåòè-
íàº äàíå êîëî ï³ä äàíèì êóòîì (êóòîì ì³æ ïðÿìîþ ³ êîëîì â
¿õ ñï³ëüí³é òî÷ö³ íàçèâàþòü êóò ì³æ ö³ºþ ïðÿìîþ ³ äîòè÷íîþ
äî êîëà ó ö³é òî÷ö³).

15. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè ³ ïåðå-
òèíàº çàäàíå êîëî (çàäàíó ïðÿìó) ï³ä äàíèì êóòîì.

1.5. Ìåòîä ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ áàãàòüîõ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ô³ãóð ó ïëî-
ùèí³ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ð³çí³ âèäè ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâî-
ðåíü. Òàê, íàïðèêëàä, ó ïîïåðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³ ìè âèêîðèñòî-
âóâàëè ³íâåðñ³þ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ÷èòà÷ öüîãî ïîñ³áíèêà çíà-
éîìèé ç îçíà÷åííÿìè òà îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðóõó òà ïåðå-
òâîðåííÿ ïîä³áíîñò³. Ó öüîìó ï³äðîçä³ë³ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷
áóäóòü çàñòîñîâàí³ ð³çí³ âèäè ðóõó (ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ,
ïîâîðîò, öåíòðàëüíà òà îñüîâà ñèìåòð³¿), à òàêîæ — ïåðåòâîðåí-
íÿ ïîä³áíîñò³ ³ ãîìîòåò³ÿ, ÿê éîãî ÷àñòèííèé âèïàäîê.
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Ïî÷íåìî ç ïðèêëàä³â çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïàðàëåëüíîãî
ïåðåíåñåííÿ.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëüíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿ ñï³ëüíó
ñ³÷íó äâîõ äàíèõ ê³ë òàê, ùîá ñóìà äîâæèí óòâîðåíèõ õîðä äîð³â-
íþâàëà äîâæèí³ äàíîãî â³äð³çêà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçïî÷íåìî ç àíàë³çó. Íåõàé à — äàíà ïðÿìà,
S(O, OK) ³ S(O

1
, O

1
K

1
)  — äàí³ êîëà, ñ — äîâæèíà äàíîãî â³äð³çêà

ÀÂ ³ b — øóêàíà ñ³÷íà (ìàë. 25). Öå îçíà÷àº, ùî ïðÿì³ à òà b
ïàðàëåëüí³ ³ ÌÐ + ÍÅ = ñ. Îïóñòèìî íà ñ³÷íó b ïåðïåíäèêóëÿðè
ÎÒ òà O

1
X, ÿê³ îäíî÷àñíî ïåðïåíäèêóëÿðí³ ³ äî ïðÿìî¿ à. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî ÒÐ + ÍÕ = 
22

cHEMP
=

+
. Òîä³ ÐÍ = ÒÕ – 

2

c
. ßêùî

çä³éñíèòè ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ êîëà S íà âåêòîð PH , òî îá-
ðàç öüîãî êîëà ïåðåòíå êîëî S

1
 ó òî÷ö³ Í. Ðîçâ’ÿçàííÿ çâîäèòüñÿ

äî ïîáóäîâè ö³º¿ òî÷êè, òîìó ùî, ïðîâ³âøè ÷åðåç íå¿ ïðÿìó, ïà-
ðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ à, îäåðæèìî øóêàíó ñ³÷íó.

Ïîáóäîâó âèêîíàºìî íà ìàëþíêó 26 ó òàêîìó ïîðÿäêó: 1) ÷å-
ðåç òî÷êó Î

1 
ïðîâîäèìî ïðÿìó å, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî äàíî¿ ïðÿ-

ìî¿ à, ³ íåõàé OD — ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåíèé íà ïðÿìó å ç
òî÷êè Î. Î÷åâèäíî, ùî OD = ÒÕ; 2) ä³ëèìî òî÷êîþ L äàíèé
â³äð³çîê ÀÂ íàâï³ë ³ íà ïðîìåíåâ³ DO â³äêëàäàºìî â³äð³çîê DO

2
,

ùî äîð³âíþº â³äð³çêó AL. Òîä³ äîâæèíà â³äð³çêà ÎÎ
2
 äîð³âíþº

OD – 
2

c
; 3) çä³éñíþºìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ äàíîãî êîëà S

íà âåêòîð 2OO . Äëÿ öüîãî áóäóºìî êîëî S
2
(Î

2
, ÎÊ); 4) ÷åðåç

òî÷êó Í, ÿêà íàëåæèòü ïåðåòèíó ê³ë S
1
 òà S

2
 ïðîâîäèìî ïðÿìó b,

ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ à. Öå ³ º øóêàíà ñ³÷íà. Äîâåäåííÿ âèïëè-

Ìàë. 25

a b

M
T

P
H

X
E

O

K

O1

K1
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âàº ç àíàë³çó òà ëàíöþæêà ïðîâåäåíèõ ïîáóäîâ. Äåòàëüíî âèïè-
ñóâàòè éîãî ìè òóò íå áóäåìî. Äîñë³äæåííÿ. Îäðàçó ñë³ä âèêëþ-
÷èòè ç ðîçãëÿäó òàêå ðîçòàøóâàííÿ çàäàíèõ ô³ãóð íà ïëîùèí³,
êîëè âçàãàë³ íå ³ñíóº æîäíî¿ ïðÿìî¿, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ à
³ ïåðåòèíàº îáèäâà äàí³ êîëà. Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à âçàãàë³
ïîçáàâëåíà ñìèñëó. Ïîäàëüø³ ì³ðêóâàííÿ ñë³ä ïîâ’ÿçóâàòè ç ³ñ-

íóâàííÿì â³äð³çêà ÎÎ
2
 (óìîâà OD – 0

2
≥

c
) òà ê³ëüê³ñòþ òî÷îê

ïåðåð³çó ê³ë S
1
 òà S

2
, ÿêùî öåé â³äð³çîê ³ñíóº. Çàäà÷à ìîæå ìàòè

îäèí, äâà, áåçë³÷ ðîçâ’ÿçê³â, à ìîæå ³ íå ìàòè æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó.
Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ íàêðåñëèòè ìàëþíêè, ùî â³äïîâ³äàþòü öèì
âèïàäêàì. n

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè òðàïåö³þ çà ñåðåäíüîþ ë³í³ºþ, âèñî-
òîþ, á³÷íîþ ñòîðîíîþ òà êóòîì ì³æ ä³àãîíàëÿìè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî âåðøèíè øóêàíî¿ òðàïåö³¿ ÷åðåç
À, Â, Ñ, D, ³ íåõàé (ÂÑ) || (ÀD), â³äð³çêè ÀÑ ³ ÂD — ä³àãîíàë³
òðàïåö³¿, â³äð³çîê ÊÅ — ¿¿ ñåðåäíÿ ë³í³ÿ. Íàêðåñë³òü ìàëþíîê äëÿ
àíàë³çó ñàìîñò³éíî. Çä³éñíèìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ä³àãîíà-
ë³ ÂD âåêòîð BC . Ïðè öüîìó òî÷êà Â ïåðåéäå â òî÷êó Ñ, à òî÷êà

Ìàë. 26

b

a

O O2

K

H

D

O1

K1

A L B

e
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D — â òî÷êó D
1
, ïðè÷îìó ÷îòèðèêóòíèê ÂÑD

1
D º ïàðàëåëîãðàìîì.

Ó òðèêóòíèêó ÀÑD
1
 îñíîâà ÀD

1
 = AD + DD

1 
= AD + BC = 2ÊÅ ³

ëåãêî áóäóºòüñÿ, êóò ÀÑD
1
 â³äîìèé (êóò ì³æ ä³àãîíàëÿìè òðàïå-

ö³¿) ³, íàðåøò³, â³äîìà âèñîòà (âîíà äîð³âíþº çàäàí³é âèñîò³ òðà-
ïåö³¿). Òàêèé òðèêóòíèê ìîæíà ïîáóäóâàòè. Ïîäàëüø³ ïîáóäî-
âè íå âèêëèêàþòü í³ÿêèõ óñêëàäíåíü. Íàêðåñëèìî ñïî÷àòêó
çàäàí³ ô³ãóðè: â³äð³çêè ç äîâæèíàìè à, b ³ ñ, ùî äîð³âíþþòü
ñåðåäí³é ë³í³¿, âèñîò³ ³ á³÷í³é ñòîðîí³ ÀÂ òðàïåö³¿ â³äïîâ³äíî, òà
êóò α, ùî äîð³âíþº êóòó ì³æ ¿¿ ä³àãîíàëÿìè. Ïîáóäîâó âèêîíà-
ºìî íà ìàëþíêó 27 ó òàê³é ïîñë³äîâíîñò³: 1) áóäóºìî â³äð³çîê
AD

1 
äîâæèíîþ 2à; 2) áóäóºìî ÃÌÒ, ç ÿêèõ öåé â³äð³çîê âèäíî

ï³ä êóòîì α (äèâèñü ïðèêëàä 1 ç ï. 1.2 ö³º¿ êíèæêè); 3) áóäóº-
ìî ÃÌÒ, ùî â³ääàëåí³ â³ä ïðÿìî¿ ÀD

1
 íà â³äñòàíü b (äâ³ ïðÿì³,

ùî ïàðàëåëüí³ äî ïðÿìî¿ ÀD
1.
 Îäíó ç íèõ ïîçíà÷èìî ÷åðåç s);

4) òî÷êà Ñ, ÿêà íàëåæèòü ïåðåð³çó ïåðøîãî ïîáóäîâàíîãî ÃÌÒ
³ ïðÿìî¿ s, º îäí³ºþ ç âåðøèí øóêàíî¿ òðàïåö³¿, à òî÷êà Â ïåðå-
òèíó ö³º¿ ïðÿìî¿ ç êîëîì (À, r), äå äîâæèíà â³äð³çêà r äîð³âíþº
ñ, òåæ º ¿¿ âåðøèíîþ; 5) íà ïðîìåí³ D

1
A áóäóºìî â³äð³çîê D

1
D,

ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ÂÑ, ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó 27. Óñ³ ÷îòè-
ðè âåðøèíè òðàïåö³¿ ïîáóäîâàíî. Äîñë³äæåííÿ. Íåîáõ³äíîþ óìî-
âîþ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ º, î÷åâèäíî, âèêîíàííÿ íåð³âíî-
ñò³ c > b. ßêùî äâà ïîáóäîâàí³ âèùå ÃÌÒ ìàþòü ó âåðõí³é ï³â-
ïëîùèí³ â³äíîñíî ïðÿìî¿ AD

1
 äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè, òî çàäà÷à ìàº

äâà ðîçâ’ÿçêè, ÿêùî îäíó ñï³ëüíó òî÷êó, — òî îäèí ðîçâ’ÿçîê,
ÿêùî æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè, — òî çàäà÷à ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. Ëåãêî
ïîì³òèòè, ùî ñï³ëüí³ òî÷êè öèõ ÃÌÒ, ùî ëåæàòü ó íèæí³é ï³â-
ïëîùèí³ â³äíîñíî ïðÿìî¿ AD

1
, íå çá³ëüøóþòü âêàçàíî¿ ê³ëüêîñ-

ò³ ðîçâ’ÿçê³â (ïðî òå, ÿê³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ââàæàòè ð³çíèìè, ìè
äîìîâèëèñü ó ï. 1.1). n

Ìàë. 27

α

c

b

a B C s
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A
α

D D1
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Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóâàòè
îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê çà ä³à-
ãîíàëÿìè, äâîìà ïðîòèëåæíèìè
ñòîðîíàìè ³ êóòîì ì³æ ïðÿìè-
ìè, ùî ì³ñòÿòü ö³ ñòîðîíè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Àíàë³ç. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ÷îòèðèêóòíèê
ÀÑDB — øóêàíèé (ìàë. 28) ³
éîãî ñòîðîíè ÀÂ ³ ÑD äîð³â-
íþþòü çàäàíèì â³äð³çêàì. Çä³é-
ñíèìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ

â³äð³çêà ÑD íà âåêòîð DB  ³
îäåðæèìî â³äð³çîê ÊÂ. Ó òðèêóòíèêó ÀÊÂ ñòîðîíè ÀÂ ³ ÂÊ òà
êóò ÀÂÊ çàäàí³, òîìó öåé òðèêóòíèê ìîæíà ïîáóäóâàòè (çà äâîìà
ñòîðîíàìè ³ êóòîì ì³æ íèìè). Òî÷êà Ñ ëåæèòü íà êîë³ S

2
(B, BC),

à òî÷êà D — íà êîë³ S
1
(A, AD). Ö³ êîëà ìîæíà ïîáóäóâàòè, îñê³ëü-

êè çàäàíî ¿õ öåíòðè ³ â³äð³çêè, ùî äîð³âíþþòü ¿õ ðàä³óñàì (ä³àãî-
íàë³ ÷îòèðèêóòíèêà). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíå-

ñåíí³ òî÷êè Ñ íà âåêòîð KB  ¿¿ îáðàç ñï³âïàäå ç òî÷êîþ D. Çâ³äñè
âèïëèâàº, ùî é êîëî S

3
, ùî º îáðàçîì êîëà S

2
 ïðè éîãî ïàðàëåëü-

íîìó ïåðåíåñåíí³ íà âåêòîð KB , ì³ñòèòü òî÷êó D.

Ïîáóäîâó ïðîâåäåìî íà ìàëþíêó 29. Íåõàé çàäàíî â³äð³çêè
a, b, c, d, ùî äîð³âíþþòü ñòîðîíàì ÀÂ, ÑD òà ä³àãîíàëÿì ÂÑ, AD
â³äïîâ³äíî, ³ α — êóò ì³æ ïðÿìèìè ÀÂ òà ÑD.

Çä³éñíèìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê ïîáóäîâ: 1) áóäóºìî òðèêó-
òíèê ÀÂÊ çà ñòîðîíàìè à, b òà êóòîì α ì³æ íèìè; 2) áóäóºìî
êîëà S

1
(A, d) òà S

2
(B, c); 3) íà ïðîìåí³ ÊÂ áóäóºìî â³äð³çîê ÂÎ,

ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ÂÊ ³ ïðîâîäèìî êîëî S
3
(O, c), ùî º îáðàçîì

êîëà S
2
(B, c) ïðè éîãî ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåíí³ íà âåêòîð KB ; 4)

òî÷êà D ïåðåòèíó ê³ë S
1
 òà S

3
 º âåðøèíîþ øóêàíîãî ÷îòèðèêóò-

íèêà. Îñòàííÿ éîãî âåðøèíà Ñ íàëåæèòü ïåðåð³çó ê³ë S
2
 òà (D, b).

Äîâåäåííÿ. ×îòèðèêóòíèê ÀÑDB — øóêàíèé. Ä³éñíî, éîãî
ñòîðîíè ÀÂ ³ ÑD òà ä³àãîíàë³ ÂÑ ³ ÀD äîð³âíþþòü â³äïîâ³äíèì
çàäàíèì â³äð³çêàì áåçïîñåðåäíüî çà ïîáóäîâîþ, à êóò ì³æ ïðÿ-
ìèìè ÀÂ ³ ÑD äîð³âíþº äàíîìó êóòó α, îñê³ëüêè, ÿê íåâàæêî
ïîêàçàòè, ô³ãóðà CDBK º ïàðàëåëîãðàìîì.

Äîñë³äæåííÿ. Òðèêóòíèê ÀÊÂ çàâæäè îäíîçíà÷íî áóäóºòü-
ñÿ, êîëà S

1
, S

2 
òà S

3
 — òåæ. Îòæå, çàäà÷à ìàº ñò³ëüêè ðîçâ’ÿçê³â,

ñê³ëüêè ñï³ëüíèõ òî÷îê ìàþòü êîëà S
1
 òà S

3
. Íà ìàëþíêó 29 òàêèõ

òî÷îê äâ³. Ó öüîìó ðàç³ äðóãèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ º ÷îòèðèêóò-
íèê ÀÂD

1
C

1
. n

Ìàë. 28
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Ïðî³ëþñòðóºìî òåïåð çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîâîðîòó äî
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó.

Ïðèêëàä 4. Ïîáóäóâàòè ð³âíîáåäðåíèé ïðÿìîêóòíèé òðèêó-
òíèê, âåðøèíà ïðÿìîãî êóòà ÿêîãî ñï³âïàäàº ç äàíîþ òî÷êîþ Ñ, à
äâ³ ³íø³ âåðøèíè íàëåæàòü ïî îäí³é äî êîæíîãî ç äâîõ äàíèõ ê³ë.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé òî÷êà Ñ ³ êîëà S
1
(O, OK), S

2
(Î

1
, Î

1
M) º

çàäàíèìè ô³ãóðàìè (ìàë. 30). Ïðèïóñòèìî, ùî âåðøèíè À òà Â
øóêàíîãî òðèêóòíèêà íàëåæàòü êîëàì S

1 
òà S

2
 â³äïîâ³äíî. ßêùî

òî÷êó À ïîâåðíóòè íà ïðÿìèé êóò íàâêîëî òî÷êè Ñ ïðîòè ãîäèí-
íèêîâî¿ ñòð³ëêè, òî îáðàç ö³º¿ òî÷êè ñï³âïàäå ç òî÷êîþ Â. Öå

Ìàë. 29
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îçíà÷àº, ùî îáðàç êîëà S
1
(O, OK) ïðè âêàçàíîìó ïîâîðîò³ ïîâè-

íåí ì³ñòèòè òî÷êó Â. Çâ³äñè âèïëèâàº ïîáóäîâà: 1) ïîâåðòàºìî
íà ïðÿìèé êóò ïðîòè ãîäèííèêîâî¿ ñòð³ëêè íàâêîëî òî÷êè Ñ òî÷-
êó Î ³ îäåðæóºìî òî÷êó Í; 2) áóäóºìî êîëî S

3
(H, OK), ùî º

îáðàçîì êîëà S
1
(O, OK) ïðè âêàçàíîìó ïîâîðîò³; 3) òî÷êà Â, ÿêà

íàëåæèòü ïåðåð³çó ê³ë S
2
 òà S

3 
º âåðøèíîþ øóêàíîãî òðèêóòíèêà.

Ïîâåðíóâøè ¿¿ íà ïðÿìèé êóò çà ãîäèííèêîâîþ ñòð³ëêîþ, îäåðæè-
ìî òî÷êó À, ùî º òðåòüîþ âåðøèíîþ øóêàíîãî òðèêóòíèêà. Ê³ëü-
ê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ñë³ä ïîâ’ÿçóâàòè ç ê³ëüê³ñòþ òî÷îê ïåðåð³-
çó ê³ë S

2
 òà S

3
 (¿õ ìîæå áóòè îäíà, äâ³, áåçë³÷ àáî æîäíî¿). n

Ïðèêëàä 5. Ïîáóäóâàòè òàêèé ðàä³óñ á³ëüøîãî ç äâîõ äàíèõ
êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë, ùîá éîãî â³äð³çîê, ÿêèé ì³ñòèòüñÿ ì³æ öèìè
êîëàìè, ç äàíî¿ òî÷êè áóëî âèäíî ï³ä äàíèì êóòîì.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé êîëà S
1
(O, OK

1
), S

2
(O, OK

2
), òî÷êà À òà

êóò α — çàäàí³ ô³ãóðè (ìàë. 31). Öÿ çàäà÷à â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä
ïîïåðåäí³õ òèì, ùî ñàìà øóêàíà ô³ãóðà (ðàä³óñ

 
êîëà S

1
) º çàäà-

íîþ, ³ ç óñ³õ ðàä³óñ³â öüîãî êîëà ñë³ä âèáðàòè ò³, ÿê³ çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó çàäà÷³. Ê³ëüê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ çàäà÷³ ñï³âïàäàº ç ê³-
ëüê³ñòþ òàêèõ ðàä³óñ³â.

Ïðîâåäåìî äîâ³ëüíèé ðàä³óñ ÎÂ êîëà S
1
 ³ ïîáóäóºìî ÃÌÒ, ç

ÿêèõ â³äð³çîê ÂÑ (Ñ — òî÷êà ïåðåòèíó öüîãî ðàä³óñà ç êîëîì S
2
)

âèäíî ï³ä äàíèì êóòîì α. Çàëèøàºòüñÿ ïîâåðíóòè ô³ãóðó Ô, ùî
º îá’ºäíàííÿì â³äð³çêà ÎÂ ç ïîáóäîâàíèì ÃÌÒ, íàâêîëî òî÷êè Î
íà òàêèé êóò, ùîá ô³ãóðà Ô

1
, ÿêà º îáðàçîì öüîãî ÃÌÒ, îäåðæà-

íèì ïðè âêàçàíîìó ïîâîðîò³, ì³ñòèëà ó ñîá³ òî÷êó À. Äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ïîòð³áíîãî êóòà ïîâîðîòó ïîáóäóºìî êîëî S

3
(O, OÀ), ³

íåõàé òî÷êà Ì º òî÷êîþ ïåðåòèíó öüîãî êîëà ç ô³ãóðîþ Ô
1
. Ó
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öüîìó ðàç³ øóêàíèé
êóò ïîâîðîòó íàâêî-
ëî òî÷êè Î çà ãîäèí-
íèêîâîþ ñòð³ëêîþ
äîð³âíþº êóòó ÌÎÀ.
Ïîâåðíåìî íà öåé
êóò â³äð³çîê ÂÎ çà
ãîäèííèêîâîþ ñòð³ë-
êîþ íàâêîëî òî÷êè Î
³ îäåðæèìî øóêàíèé
ðàä³óñ ÎÕ. Çàäà÷à
ìàº ñò³ëüêè ðîçâ’ÿç-
ê³â, ñê³ëüêè ñï³ëüíèõ
òî÷îê ìàþòü ïîáóäî-
âàíå ÃÌÒ ³ êîëî
S

3
(O, OÀ), òîáòî, àáî

æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó,
àáî äâà ðîçâ’ÿçêè,
àáî ÷îòèðè ðîçâ’ÿç-
êè. Ó ðîçãëÿíóòîìó

íàìè âèïàäêó òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ñíóº ÷îòèðè. n
Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîâîðîòó º öåíòðàëü-

íà ñèìåòð³ÿ. Ä³éñíî, äëÿ ïîáóäîâè òî÷êè, ñèìåòðè÷íî¿ ç äàíîþ
òî÷êîþ â³äíîñíî çàäàíîãî öåíòðó ñèìåòð³¿, äîñèòü ïîâåðíóòè äàíó
òî÷êó íàâêîëî öüîãî öåíòðó íà êóò, âåëè÷èíà ÿêîãî äîð³âíþº
180°. Ïðîòå ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êîíêðåòíèõ çàäà÷ áóâàº çðó÷íèì
áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ ñàìå öåíòðàëüíî¿ ñèìåòð³¿.

Ïðèêëàä 6. ×åðåç äàíó òî÷-
êó À ïðîâåñòè â³äð³çîê òàê, ùîá
éîãî ê³íö³ íàëåæàëè äî äâîõ äàíèõ
ê³ë, à òî÷êà À ä³ëèëà éîãî íàâï³ë.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé êîëà
S

1
(O, OK

1
) òà S

2
(Í, ÍK

2
) º çàäàíè-
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ìè ô³ãóðàìè. ßêùî ÂÑ — øóêàíèé â³äð³çîê, òî òî÷êè Â ³ Ñ íàëå-
æàòü êîëàì S

1
(O, OK

1
) ³ S

2
(Í, ÍK

2
) â³äïîâ³äíî, ïðè÷îìó ö³ òî÷êè

ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî äàíî¿ òî÷êè À. Òîä³ êîëî S
3
, ñèìåòðè÷íå äî

êîëà S
1
(O, OK

1
), ïîâèííå ì³ñòèòè òî÷êó Ñ, îòæå, âîíî ïåðåòèíàº

äàíå êîëî S
2
(Í, ÍK

2
) ñàìå ó ö³é òî÷ö³. Çâ³äñè âèïëèâàº ïîáóäîâà:

1) áóäóºìî òî÷êó Î
1,
 ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Î â³äíîñíî òî÷êè À;

2) áóäóºìî êîëî S
3
(O

1
, OK

1
). Ñï³ëüíà òî÷êà öüîãî êîëà ³ êîëà

S
2
(Í, ÍK

2
) º îäíèì ç ê³íö³â øóêàíîãî â³äð³çêà (ìàë. 32). Çàäà÷à ìàº

ñò³ëüêè ðîçâ’ÿçê³â, ñê³ëüêè ñï³ëüíèõ òî÷îê ìàþòü êîëà S
2 
òà S

3
. n

Ïðèêëàä 7. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà òðüîìà äàíèìè éîãî
ìåä³àíàìè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé çàäàíî òðè â³äð³çêè ç äîâæèíàìè a, b ³
ñ. Ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíèé òðèêóòíèê ÀÂÑ ïîáóäîâàíèé, ³ â³ä-
ð³çêè ÀÌ, ÂÅ ³ ÑÊ º éîãî ìåä³àíàìè, òîáòî, ÀÌ = à, ÂÅ = b ³
ÑÊ = ñ (íàêðåñë³òü ñàìîñò³éíî ìàëþíîê äëÿ àíàë³çó). ßê â³äîìî
ç øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿, óñ³ ìåä³àíè òðèêóòíèêà ìàþòü ñï³-
ëüíó òî÷êó Î, ÿêà ä³ëèòü êîæíó ç íèõ íà äâà â³äð³çêè, ïðè÷îìó

ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³: 
1

2
===

OK

CO

OE

BO

OM

AO
. Íåõàé Í — òî÷-

êà, ùî ñèìåòðè÷íà ç òî÷êîþ Î â³äíîñíî òî÷êè Å. Ëåãêî äîâåñòè,

ùî âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³: ÍÑ = ÎÀ = a
3

2
, ÎÍ = ÎÂ = b

3

2
,

ÎÑ = c
3
2

 (äîâåä³òü öå ñàìîñò³éíî). Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî òðèêóò-

íèê ÍÎÑ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà òðüîìà ñòîðîíàìè, ï³ñëÿ ÷îãî
øóêàíèé òðèêóòíèê ëåãêî áóäóºòüñÿ. Ïîáóäîâó âèêîíàºìî íà
ìàëþíêó 33: 1) áóäóºìî â³äð³çêè ÀÎ, ÂÎ ³ ÑÎ, ïîä³ëèâøè êîæ-
íèé çàäàíèé â³äð³çîê íà òðè ð³âí³ ÷àñòèíè, êîðèñòóþ÷èñü òåîðå-
ìîþ Ôàëåñà; 2) áóäóºìî òðèêóòíèê ÍÎÑ çà òðüîìà ñòîðîíàìè,
ùî â³äïîâ³äíî ð³âí³ öèì ïîáóäîâàíèì â³äð³çêàì; 3) áóäóºìî òî÷-

Ìàë. 33
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êó À, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Ñ â³äíîñíî òî÷êè Å, ÿêà ä³ëèòü â³äð³-
çîê ÎÍ íàâï³ë; 4) íà ïðîìåí³ ÍÎ áóäóºìî â³äð³çîê ÎÂ, ùî äîð³â-
íþº â³äð³çêó ÎÍ, òàê, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó. Òðèêóòíèê ÀÂÑ —
øóêàíèé. Äîâåäåííÿ öüîãî ìàéæå î÷åâèäíå, ³ ìè ïðîïîíóºìî
÷èòà÷åâ³ ïðîâåñòè éîãî ñàìîñò³éíî. Äîñë³äæåííÿ ñë³ä ïîâ’ÿçóâà-
òè ç ìîæëèâ³ñòþ ïîáóäîâè òðèêóòíèêà ÍÎÑ. ßêùî éîãî ìîæíà
ïîáóäóâàòè, òî çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî í³, òî çàäà÷à
ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. Äëÿ ³ñíóâàííÿ òðèêóòíèêà ç òðüîìà íàïåðåä
çàäàíèìè ñòîðîíàìè íåîáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá ñóìà äîâæèí áóäü-
ÿêèõ äâîõ ç íèõ áóëà á³ëüøîþ çà äîâæèíó òðåòüî¿ ñòîðîíè. Îòæå,
çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ ñèñòåìà íåð³âíîñ-
òåé: a + b > c, b + c > a, a + c > b. ßêùî õî÷ îäíà ç íèõ íå âèêî-
íóºòüñÿ, òî çàäà÷à íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â. n

Ó òðüîõ íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà
ïîáóäîâó çàñòîñîâàíî ìåòîä îñüîâî¿ ñèìåòð³¿.

Ïðèêëàä 8. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê íàéìåíøîãî ïåðèìåòðà
òàê, ùîá îäí³ºþ ç éîãî âåðøèí áóëà çàäàíà âíóòð³øíÿ òî÷êà
äàíîãî êóòà, à äâ³ ³íø³ âåðøèíè ëåæàëè íà ñòîðîíàõ öüîãî êóòà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé ÊÎÌ
— çàäàíèé êóò, À — çàäàíà òî-
÷êà. Ïðèïóñòèìî, ùî âåðøè-
íè Â ³ Ñ òðèêóòíèêà ÀÂÑ ëå-
æàòü íà ñòîðîíàõ äàíîãî êóòà
(ìàë. 34). Ïîáóäóºìî òî÷êè À

1
òà À

2
, ñèìåòðè÷í³ â³äíîñíî

ïðÿìèõ ÎÊ òà ÎÌ â³äïîâ³äíî.
Çðîçóì³ëî, ùî ïåðèìåòð òðè-
êóòíèêà ÀÂÑ äîð³âíþº À

1
Â +

+ ÂÑ + À
2
Ñ, ³ â³í º íàéìåíøèì

òîä³, êîëè òî÷êè À
1
, Â, Ñ ³ À

2
 ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é. Çâ³äñè

âèïëèâàº ïîáóäîâà:
1) áóäóºìî òî÷êè À

1
 òà À

2
 ³ ïðîâîäèìî ÷åðåç íèõ ïðÿìó à;

2) áóäóºìî òðèêóòíèê ÀÕY, äå Õ òà Y — òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿
à ç ñòîðîíàìè äàíîãî êóòà ÎÊ ³ ÎÌ â³äïîâ³äíî.
Öåé òðèêóòíèê º øóêàíèì. Óñ³ ïîáóäîâè âèêîíóþòüñÿ îä-

íîçíà÷íî, òîáòî çàäà÷à çàâæäè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 9. Íà ïðÿìîêóòíîìó á³ëüÿðä³ ÑÅÐÌ áåç ëóç (ìàë. 35)
çàäàíî òî÷êè À ³ Â, ó ÿêèõ çíàõîäÿòüñÿ äâ³ êóë³ (ìè ¿õ äëÿ ïðîñ-
òîòè íàçèâàòèìåìî êóëÿìè À ³ Â). Â ÿêîìó íàïðÿìêó òðåáà
âäàðèòè êóëþ À, ùîá, â³äáèâøèñü â³ä óñ³õ ÷îòèðüîõ áîðò³â, âîíà
âäàðèëà êóëþ Â?
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî
äîïîì³æíó çàäà÷ó: â ÿêîìó íàïðÿìêó
òðåáà âäàðèòè êóëþ À, ùîá, â³äáèâøèñü
â³ä áîðòó ÑÅ, âîíà âäàðèëà êóëþ Â?
Ïðèïóñòèìî, ùî öåé íàïðÿìîê âèçíà-
÷àºòüñÿ âåêòîðîì AT . Çã³äíî â³äîìîãî
ô³çè÷íîãî çàêîíó êóòè ÑÒÀ ³ ÂÒÅ ïî-
âèíí³ áóòè ð³âíèìè. Íåõàé Â

1
 — òî÷êà,

ùî ñèìåòðè÷íà ç òî÷êîþ Â â³äíîñíî ïðÿ-
ìî¿ ÑÅ. Òîä³ î÷åâèäíî, ùî òî÷êè À, Ò ³
Â

1
 ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é (îá´ðóíòóé-

òå öå òâåðäæåííÿ). Îòæå, äîïîì³æíà çà-
äà÷à çàâæäè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. Òî-
÷êà Ò áóäóºòüñÿ ÿê òî÷êà ïåðåòèíó â³ä-
ð³çêà ÀÂ

1
 ç â³äð³çêîì ÑÅ.

Óñêëàäíèìî çàäà÷ó: â ÿêîìó íà-
ïðÿìêó òðåáà âäàðèòè êóëþ À, ùîá,
â³äáèâøèñü ñïî÷àòêó â³ä áîðòó ÑÅ,
à ïîò³ì — â³ä áîðòó ÅÐ, âîíà âäàðè-
ëà êóëþ Â? Ïðèïóñòèìî, ùî öåé íà-
ïðÿìîê âèçíà÷àºòüñÿ âåêòîðîì AT
(ìàë. 36), ³ êóëÿ À ðó-
õàëàñü âçäîâæ ëàìà-
íî¿ ÀÒÒ

1
Â. Íåâàæêî

ïîì³òèòè, ùî òî÷êè Ò,
Ò

1
,
 
Â

2
 ëåæàòü íà îäí³é

ïðÿì³é, ³ òî÷êè À, Ò,
Â

3
 òåæ ìàþòü öþ âëà-

ñòèâ³ñòü. Òóò òî÷êà
Â

2 
ñèìåòðè÷íà ç òî÷-

êîþ Â â³äíîñíî ïðÿ-
ìî¿ ÅÐ, à òî÷êà Â

3 
ñè-

ìåòðè÷íà ç òî÷êîþ Â
2 
â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÑÅ. Òåïåð ïîáóäîâà òî÷êè

Ò çðîçóì³ëà: áóäóºìî ïî ÷åðç³ òî÷êè Â
2 
òà Â

3
, ïðîâîäèìî ïðÿìó

ÀÂ
3
 ³ â ïåðåòèí³ îñòàííüî¿ ç â³äð³çêîì ÑÅ îäåðæóºìî òî÷êó Ò. Öÿ

çàäà÷à ìîæå íå ìàòè ðîçâ’ÿçêó (ìàë. 37), êîëè ïðÿìà ÀÂ
3
 íå

ïåðåòèíàºòüñÿ ç â³äð³çêîì ÑÅ. Ïðîòå, ÿêùî çì³íèòè ÷åðãó â³äáè-
âàííÿ êóë³ À â³ä âêàçàíèõ áîðò³â, òîáòî ââàæàòè, ùî ñïî÷àòêó
âîíà â³äáèâàºòüñÿ â³ä áîðòó ÅÐ, à ïîò³ì — â³ä áîðòó ÑÅ, òî

çàäà÷à ìàòèìå ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ âåêòîðîì 2AT .
Çðîçóì³ëî, ùî â çàãàëüí³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷à ùå óñêëàäíþ-

ºòüñÿ. Êîíêðåòèçóºìî ïîñë³äîâí³ñòü â³äáèâàíü êóë³ À â³ä áîðò³â

Ìàë. 35
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Ìàë. 36
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(ìàë. 38): ñïî÷àòêó â³ä áîðòó ÌÐ,
ïîò³ì — â³ä áîðòó ÌÑ, ïîò³ì —
â³ä áîðòó ÑÅ ³, íàðåøò³, — â³ä áî-
ðòó ÐÅ. Ïîñë³äîâí³ñòü ïîáóäîâ íà-
ñòóïíà: áóäóºìî òî÷êó Â

1
, ñèìåò-

ðè÷íó ç òî÷êîþ Â â³äíîñíî ïðÿ-
ìî¿ ÐÅ, ïîò³ì áóäóºìî òî÷êó Â

2
,

ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Â
1
 â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÑÅ, äàë³ áóäóºìî òî÷êó

Â
3
, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Â

2
 â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÌÑ ³, íàðåøò³, áóäó-

ºìî òî÷êó Â
4
, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Â

3
 â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÌÐ.

×åðåç Õ ïîçíà÷èìî òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìî¿ ÀÂ
4 
ç â³äð³çêîì ÌÐ.

ßêùî öÿ òî÷êà íå º ê³íöåì â³äð³çêà ÌÐ, òî âåêòîð AX  âèçíà÷àº
ïîòð³áíèé íàïðÿìîê óäàðó. ßêùî æ ïðÿìà ÀÂ

4
 ç â³äð³çêîì ÌÐ íå

ïåðåòèíàþòüñÿ àáî òî÷êà ¿õ ïåðåòèíó ñï³âïàäàº ç ê³íöåì öüîãî
â³äð³çêà, òî ñë³ä çì³íèòè ïîñë³äîâí³ñòü â³äáèâàíü êóë³ â³ä áîðò³â.
Ïîïðîáóéòå âñòàíîâèòè ñàìîñò³éíî, ÷è çàâæäè ³ñíóº òàêà ïîñë³äî-
âí³ñòü â³äáèâàíü êóë³ â³ä áîðò³â, ïðè ÿê³é ïîñòàâëåíà çàäà÷à ìàº
ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 10. Çàäàíî òî÷êè À ³ Â, ùî ëåæàòü ïî îäèí á³ê â³ä
äàíî¿ ïðÿìî¿ à, ³ â³äð³çîê ÊÌ. Ïîáóäóâàòè íà ö³é ïðÿì³é òî÷êè Ñ
³ D òàê, ùîá â³äð³çêè ÑD ³ ÊÌ áóëè ð³âíèìè ³ ëàìàíà ÀÑDÂ ìàëà
íàéìåíøó äîâæèíó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî òî÷êè Ñ ³ D ïîáóäîâà-
íî (ìàë. 39), òîáòî ÑD = ÊÌ
³ âêàçàíà ëàìàíà ìàº íàé-
ìåíøó äîâæèíó. Çä³éñíèìî
ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ òî÷-

êè À íà âåêòîð CD  ³ îäåðæè-
ìî òî÷êó À

1
. Äîâæèíà ëàìà-

íî¿ ÀÑDÂ äîð³âíþº CD +

Ìàë. 38

Ìàë. 39
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+ À
1
D + BD ³ çàëåæèòü â³ä ñóìè äâîõ îñòàíí³õ äîäàíê³â, îñê³ëü-

êè äîâæèíà â³äð³çêà CD çàäàíà. Áóäóºìî òî÷êó Â
1
, ñèìåòðè÷íó ç

òî÷êîþ Â â³äíîñíî ïðÿìî¿ à. Òîä³ À
1
D + BD = À

1
D + B

1
D, à

îñòàííÿ ñóìà º ì³í³ìàëüíîþ, êîëè òî÷êè À
1
, D ³ Â

1 
ëåæàòü íà

îäí³é ïðÿì³é. Çâ³äñè îäðàçó âèïëèâàº íàñòóïíà ïîáóäîâà: 1)
áóäóºìî òî÷êè À

1 
³ Â

1
, ÿê âêàçàíî âèùå; 2) áóäóºìî ñï³ëüíó

òî÷êó ïðÿìèõ À
1
Â

1
 òà à, ÿêà ³ º øóêàíîþ òî÷êîþ D. Ïîáóäîâà

òî÷êè Ñ î÷åâèäíà. Çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n
Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîä³áíîñò³ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà

ïîáóäîâó ÷àñòî ïîëÿãàº â òîìó, ùî ñïî÷àòêó áóäóºòüñÿ íå øóêà-
íà ô³ãóðà, à ô³ãóðà, ùî ïîä³áíà äî íå¿. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó òàêîãî
òèïó.

Ïðèêëàä 11. Ïîáóäóâàòè òðàïåö³þ ÀÂÑD çà êóòàìè ïðè ¿¿
îñíîâ³ AD, âèñîòîþ, ùî ïðîâåäåíà äî ö³º¿ îñíîâè, òà â³äíîøåííÿì

n

m  (m > n) ¿¿ îñíîâ 
BC

AD
, äå m òà n — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàäàí³ êóòè ïîçíà÷èìî ÷åðåç α ³ β, çàäàíó âè-
ñîòó — ÷åðåç h, â³äð³çêè ç äîâæèíàìè m ³ n — ÷åðåç b òà ñ â³äïî-
â³äíî. Ïîáóäóºìî ñïî÷àòêó òðàïåö³þ ÀÂ

1
Ñ

1
D

1
 çà îñíîâàìè b ³ ñ

òà çàäàíèìè êóòàìè ïðè îñíîâ³ b (ìàë. 40). Äëÿ öüîãî áóäóºìî
â³äð³çîê b ç ê³íöåâèìè òî÷êàìè À, D

1
 ³ êóòè ÊÀD

1
 òà ÌD

1
A ç

âåðøèíàìè ó öèõ òî÷êàõ, ùî äîð³âíþþòü êóòàì α ³ β â³äïîâ³äíî.
Íà â³äð³çêó ÀD

1
 áóäóºìî â³äð³çîê ÀÐ, ùî äîð³âíþº â³äð³çêó ñ.

×åðåç òî÷êó Ð ïðîâîäèìî ïðÿìó s, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÀÊ,
³ îäåðæóºìî
òî÷êó Ñ

1
 ÿê

òî÷êó ïåðåòè-
íó ïðÿìèõ s ³
D

1
M. Ïîáóäî-

âà òî÷êè Â
1

î÷åâèäíà.
²ñíóº äâ³

ïðÿì³, êîæíà
òî÷êà ÿêèõ
â³ääàëåíà â³ä
ïðÿìî¿ ÀD

1
íà â³äñòàíü,
ùî äîð³âíþº
äîâæèí³ äà-
íîãî â³äð³çêà
h. Áóäóºìî òó
ç íèõ, ÿêà ïå- Ìàë. 40

c

h

b

α β

K
B

B1

A P

C1

CM s

D1
D

h

l
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ðåòèíàº ïðîì³íü ÀÑ
1
 ó äåÿê³é òî÷ö³ Ñ (ïðÿìà l). ×åðåç öþ òî÷êó

ïðîâîäèìî ïðÿìó, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ D
1
M. Íåõàé ïîáóäî-

âàíà ïðÿìà ïåðåòèíàº ïðÿìó ÀD
1 
ó òî÷ö³ D, à ïðÿìà ÀÊ ïåðåòè-

íàº ïðÿìó l ó òî÷ö³ Â. Òðàïåö³ÿ ÀÂÑD — øóêàíà. Äîâåäåííÿ
îäðàçó âèëèâàº ç ãîìîòåòè÷íîñò³ òðàïåö³é ÀÂÑD ³ ÀÂ

1
Ñ

1
D

1
.

Öåíòðîì ãîìîòåò³¿ º òî÷êà À.
Äîñë³äæåííÿ. Îñê³ëüêè çà óìîâîþ çàäà÷³ îñíîâà AD äîâøà

çà îñíîâó ÂÑ, òî ñóìà äàíèõ êóò³â ïîâèííà ìàòè âåëè÷èíó, ÿêà º
ìåíøîþ â³ä 180° (äîâåä³òü öå ñàìîñò³éíî). ßêùî öÿ óìîâà íå
âèêîíóºòüñÿ, òî çàäà÷à ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº. ßêùî æ âêàçàíà óìîâà
âèêîíóºòüñÿ, òî çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. n

Ïðèêëàä 12. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà òðüîìà âèñîòàìè.
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî âåðøèíè øóêàíîãî òðèêóòíèêà

÷åðåç À, Â, Ñ, à äîâæèíè éîãî ñòîð³í, ùî ëåæàòü ïðîòè öèõ âåð-
øèí — ÷åðåç à, b, ñ â³äïîâ³äíî. Äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â, ùî
äîð³âíþþòü âèñîòàì øóêàíîãî òðèêóòíèêà, ïðîâåäåíèì ç âåð-
øèí À, Â, Ñ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç h

a
, h

b
, h

c
 â³äïîâ³äíî. Âèðàçèâøè

ïëîùó øóêàíîãî òðèêóòíèêà ÷åðåç äîâæèíè êîæíî¿ ç éîãî ñòî-
ð³í, îäåðæóºìî ð³âíîñò³ ah

a
 = bh

b
 = ch

c
. Ïîáóäóºìî òðèêóòíèê

A’B’C’, âèêîðèñòàâøè çàäàí³ â³äð³çêè ÿê éîãî ñòîðîíè, ÿêùî öå
ìîæëèâî (ìàë. 41). Îòæå, ñòîðîíè ïîáóäîâàíîãî òðèêóòíèêà ç
äîâæèíàìè h

a
, h

b
, h

c
 ëåæàòü ïðîòè éîãî âåðøèí A’,B’,C’ â³äïîâ³ä-

íî. Ç öèõ âåðøèí îïóñòèìî âèñîòè öüîãî òðèêóòíèêà ³ ïîçíà÷è-
ìî ¿õ äîâæèíè ÷åðåç h’

a
, h’

b
, h’

c
 â³äïîâ³äíî. Î÷åâèäíî, ùî ñïðàâ-

äæóþòüñÿ ð³âíîñò³ h
a
h’

a 
= h’

b
h

b
 = h’

c
h

c
. Âðàõîâóþ÷è äâ³ îäåðæàí³

ñèñòåìè ð³âíîñòåé, ìàºìî, ùî k
h

c

h

b

h

a

cba
=

′
=

′
=

′
, òîáòî øóêàíèé

òðèêóòíèê òà òðèêóòíèê ç ñòîðîíàìè, ùî ìàþòü äîâæèíè h’
a
, h’

b
,

h’
c
 º ïîä³áíèìè. Çâ³äñè âèïëèâàº ëàíöþæîê ïîáóäîâ: 1) áóäóºìî

Ìàë. 41
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òðèêóòíèê A’B’C’ òà éîãî âèñîòè; 2) áóäóºìî òðèêóòíèê ç ñòîðî-
íàìè, ùî ìàþòü äîâæèíè h’

a
, h’

b
, h’

c
. Éîãî âåðøèíè, ùî ëåæàòü

ïðîòè öèõ ñòîð³í, ïîçíà÷èìî ÷åðåç A,B’’,C’’ â³äïîâ³äíî; 3) áóäóº-
ìî âèñîòó AP öüîãî òðèêóòíèêà ³ íà ïðîìåí³ AP â³ä òî÷êè A
â³äêëàäàºìî â³äð³çîê AK äîâæèíîþ h

a
; 4) ÷åðåç òî÷êó Ê ïðîâîäè-

ìî ïðÿìó s, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ B’’C’’, ³ áóäóºìî òî÷êè Â ³
Ñ, ùî º òî÷êàìè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ s ç ïðÿìèìè AB’’ ³ AC’’ â³äïîâ³äíî.
Òðèêóòíèê ÀÂÑ — øóêàíèé. Äîâåäåííÿ áåç óñêëàäíåíü âèïëè-
âàº ç àíàë³çó ³ ÷èòà÷åâ³ íåâàæêî ïðîâåñòè éîãî ñàìîñò³éíî. Çíàé-
ä³òü òàêîæ êîåô³ö³ºíò ïîä³áíîñò³ k.

Äîñë³äæåííÿ. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
,,, abcbcacba hhhhhhhhh >+>+>+             (*)

òî òðèêóòíèê A’B’C’ áóäóºòüñÿ ºäèíèì ñïîñîáîì. ßêùî, êð³ì öüîãî,
àíàëîã³÷íèì óìîâàì çàäîâîëüíÿþòü ÷èñëà h’

a
, h’

b
, h’

c
, òî îäíîçíà÷íî

áóäóºòüñÿ øóêàíèé òðèêóòíèê.
Àëå ³ñíóþòü òàê³ òðèêóòíèêè, ùî çà ¿õ âèñîòàìè ÿê çà ñòîðî-

íàìè òðèêóòíèê ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî, îñê³ëüêè õî÷ îäíà ç óìîâ
(*) íå âèêîíóºòüñÿ (íàâåä³òü ïðèêëàä òàêîãî òðèêóòíèêà). Ó öüîìó
ðàç³ òðèêóòíèê A’B’C’ íå ³ñíóº, ³ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íå äàº
ðåçóëüòàòó.

Ïîêàæåìî, ùî áåç ïîáóäîâè òðèêóòíèêà A’B’C’ âçàãàë³ ìîæ-
íà îá³éòèñÿ. Ä³éñíî, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â ïðàâèëüíîñò³ íà-
ñòóïíèõ â³äíîøåíü:

c

ba
ab h

hh
hhcba :::: =

(ïåðåâ³ðòå öå ñàìîñò³éíî). Îòæå, øóêàíèé òðèêóòíèê ïîä³áíèé

äî òðèêóòíèêà, ñòîðîíè ÿêîãî ìàþòü äîâæèíè 
c

ba
ab h

hh
hh ,, . Òà-

êèì ÷èíîì, ñïî÷àòêó â³äîìèì ñïîñîáîì òðåáà ïîáóäóâàòè â³äð³-

çîê ç äîâæèíîþ 
c

ba

h

hh
x = , à ïîò³ì — òðèêóòíèê ç ñòîðîíàìè, ùî

ìàþòü äîâæèíè h
b
, h

a
, x. Îäåðæàíèé òðèêóòíèê ïîä³áíèé äî øó-

êàíîãî. Íàñòóïí³ ïîáóäîâè íå ñòàíîâëÿòü òðóäíîù³â, ³ ÷èòà÷ ïî-
âèíåí âèêîíàòè ¿õ ñàìîñò³éíî. Äîñòàòí³ìè óìîâàìè ðîçâ’ÿçíîñò³
çàäà÷³ â öüîìó ðàç³ º âèêîíàííÿ íåð³âíîñòåé

abbaba hhxhxhxhh >+>+>+ ,, . n

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ íà ïîáóäîâó äîñèòü ÷àñòî âèêîðè-
ñòîâóþòü ãîìîòåò³þ ê³ë ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïåðåòâîðåííÿ ïîä³-
áíîñò³. Îñíîâí³ ¿¿ âëàñòèâîñò³, ÿê³ ñë³ä ïàì’ÿòàòè, íàñòóïí³:
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1) ãîìîòåò³ÿ ïåðåòâîðþº äîâ³ëüíå êîëî â êîëî, ïðè÷îìó öåíòð
êîëà-ïðîîáðàçó ïåðåõîäèòü ó öåíòð êîëà-îáðàçó, à â³äíîøåííÿ
ðàä³óñà êîëà-îáðàçó äî ðàä³óñà êîëà-ïðîîáðàçó äîð³âíþº ìî-
äóëþ êîåô³ö³ºíòà ãîìîòåò³¿;

2) áóäü-ÿê³ äâà êîëà ãîìîòåòè÷í³ ³, ÿêùî âîíè íå º ð³âíèìè,
ìàþòü äâà öåíòðè ãîìîòåò³¿ (çîâí³øí³é òà âíóòð³øí³é). Ð³-
âí³ êîëà ìàþòü îäèí öåíòð ãîìîòåò³¿;

3) â³äïîâ³äí³ ðàä³óñè ãîìîòåòè÷íèõ ê³ë ïàðàëåëüí³ (ëåæàòü íà
ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ).

Ïðèêëàä 13. Ïîáóäóâàòè öåíòð ãîìîòåò³¿, ÿêà ïåðåâîäèòü
îäíå ç äâîõ äàíèõ ê³ë ó äðóãå. Ïîáóäóâàòè ñï³ëüí³ äîòè÷í³ öèõ ê³ë.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äàí³ êîëà íå º ð³âíèìè ³ ðîç-
òàøîâàí³ òàê, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó 42. Íåõàé êîëî (Î

1
, Î

1
Ò

1
) º

ïðîîáðàçîì, à êîëî (Î, ÎÒ) — éîãî îáðàçîì ó ãîìîòåò³¿, ÿêó íàì
ñë³ä çàäàòè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðàä³óñè ÎÒ ³ Î

1
Ò

1 
ïàðàëåëüí³, ³

íåõàé ÒÒ
2
 — ä³àìåòð êîëà (Î, ÎÒ). Òîä³ òî÷êà S, ùî º òî÷êîþ

ïåðåòèíó ïðÿìèõ ÎÎ
1
 òà ÒÒ

1
, âèçíà÷àº çîâí³øí³é öåíòð ãîìîòåò³¿

ç êîåô³ö³ºíòîì 
11TO

OT
k = , à òî÷êà S

1
, ùî º òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿ-

ìèõ ÎÎ
1
 òà Ò

2
Ò

1
, âèçíà÷àº âíóòð³øí³é öåíòð ãîìîòåò³¿ ç êîåô³ö³ºí-

òîì 
11TO

OT
k −= . Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîòè÷í³, ïðîâåäåí³ ç òî÷îê S òà

S
1
 äî îäíîãî ç äàíèõ ê³ë, áóäóòü îäíî÷àñíî ¿õ ñï³ëüíèìè äîòè÷-

íèìè. Òàê, íàïðèêëàä, áóäóºìî äîòè÷íó ïðÿìó à äî êîëà (Î
1
, Î

1
Ò

1
),

ÿêà ì³ñòèòü òî÷êó S, ³ íåõàé Ê
1
 — ¿¿ òî÷êà äîòèêó äî öüîãî êîëà.

Òîä³ òî÷êà Ê, ùî º ãîìîòåòè÷íîþ ç òî÷êîþ Ê
1
, áóäå òî÷êîþ äîòè-

êó ïðÿìî¿ à äî êîëà (Î, ÎÒ).
Çðîçóì³ëî, ùî ó âèïàäêó ð³âíîñò³ äàíèõ ê³ë òî÷êà S

1
 ä³ëèòü

íàâï³ë â³äð³çîê ÎÎ
1
, à òî÷êà S íå ³ñíóº (ó ïðîåêòèâí³é ãåîìåòð³¿

ãîâîðÿòü, ùî òî÷êà S º íåâëàñíîþ òî÷êîþ ïðÿìî¿ ÎÎ
1
).

Ìàë. 42K
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Ðîçòàøóâàííÿ äà-
íèõ ê³ë íå âïëèâàº íà
òåõí³êó ïîáóäîâè ¿õ
öåíòð³â ãîìîòåò³¿, àëå íà
ê³ëüê³ñòü ¿õ ñï³ëüíèõ
äîòè÷íèõ, çâè÷àéíî,
âïëèâàº. Öå ïðîäåìîí-
ñòðîâàíî íà ìàë. 43, äå
çáåðåæåíî âñ³ ïîïåðåäí³
ïîçíà÷åííÿ. Ó öüîìó
ðàç³ äàí³ êîëà ìàþòü äâà
öåíòðè ãîìîòåò³¿, àëå íå
ìàþòü æîäíî¿ ñï³ëüíî¿
äîòè÷íî¿. n

Ïðèêëàä 14. Ïîáóäó-
âàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî
ñòîð³í äàíîãî êóòà ³ ïðîõî-
äèòü ÷åðåç çàäàíó âíóòð³øíþ
òî÷êó À öüîãî êóòà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ïîáóäóºìî äîâ³ëüíå êîëî, ÿêå äîòè-
êàºòüñÿ äî ñòîð³í äàíîãî êóòà ÊÒÐ (ìàë. 44). Äëÿ öüîãî äîñèòü
îáðàòè äîâ³ëüíó òî÷êó Î íà á³ñåêòðèñ³ öüîãî êóòà, îïóñòèòè ç íå¿
ïåðïåíäèêóëÿð ÎÍ íà éîãî ñòîðîíó ³ ïðîâåñòè êîëî S(O, OH)
(äîâåä³òü, ùî öå êîëî äîòèêàºòüñÿ äî ñòîð³í äàíîãî êóòà). Î÷å-
âèäíî, ùî ïîáóäîâàíå ³ øóêàíå êîëà º ãîìîòåòè÷íèìè, à òî÷êà Ò
º öåíòðîì â³äïîâ³äíî¿ ãîìîòåò³¿ (äèâ. ïîïåðåäí³é ïðèêëàä). Òî÷-
êó Â, ãîìîòåòè÷íó ç òî÷êîþ À, ìîæíà ïîáóäóâàòè, îñê³ëüêè âîíà
ïîâèííà íàëåæàòè îäíî÷àñíî ïðîìåíåâ³ ÒÀ òà êîëó S(O, OH).
Ðàä³óñ ÎÂ öüîãî êîëà òà ðàä³óñ Î

1
À øóêàíîãî êîëà (÷åðåç Î

1
ïîçíà÷åíî éîãî öåíòð) º ãîìîòåòè÷íèìè â³äð³çêàìè, òîìó ïîâèí-
í³ ëåæàòè íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ. Çâ³äñè âèïëèâàº ïîáóäîâà:
1) áóäóºìî êîëî S(O, OH); 2) áóäóºìî òî÷êó Â; 3) ÷åðåç òî÷êó À
ïðîâîäèìî ïðÿìó ñ, ùî ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÎÂ ³ îäåðæóºìî
òî÷êó Î

1 
ïåðåòèíó ïðÿìî¿ ñ ç á³ñåêòðèñîþ

äàíîãî êóòà; 4) áóäóºìî êîëî ç
öåíòðîì Î

1,
ð à ä ³ ó ñ î ì
ÿêîãî º â³ä-
ð³çîê Î

1
À.

Öå êîëî º
øóêàíèì.
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Äîñë³äæåííÿ. Îñê³ëüêè ïðîì³íü ÒÀ ïåðåòèíàº êîëî S(O, OH)
ó äâîõ òî÷êàõ, òî çàäà÷à ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè. n

Ïðèêëàä 15. Çàäàíî êóò ³ êîëî, ùî çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³
öüîãî êóòà. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå äîòèêàºòüñÿ äî ñòîð³í äàíîãî
êóòà ³ äî äàíîãî êîëà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé íà ìàëþíêó 45 çàäàíèì º êóò ç âåðøè-
íîþ À ³ ñòîðîíàìè à òà b. Âñåðåäèí³ íüîãî çàäàíî êîëî Ã(Î, ÎÊ).
Âèêîíàºìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê ïîáóäîâ:

1) âñåðåäèí³ äàíîãî êóòà áóäóºìî äâ³ äîâ³ëüí³ òî÷êè Ð ³ Í, ùî
â³ääàëåí³ â³ä ïðÿìèõ à ³ b â³äïîâ³äíî íà îäíàêîâ³ â³äñòàí³,
ÿê³ äîð³âíþþòü äîâæèí³ ðàä³óñà ÎÊ;

2) ÷åðåç òî÷êè Ð ³ Í ïðîâîäèìî ïðÿì³ ñ ³ å, ùî ïàðàëåëüí³ äî
ïðÿìèõ à ³ b â³äïîâ³äíî;

3) âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 14, áóäóºìî êîëà ç öåíòðàìè Î
1

òà Î
2,
 ùî äîòèêàþòüñÿ äî ïðÿìèõ ñ ³ å òà ïðîõîäÿòü ÷åðåç

òî÷êó Î;
4) áóäóºìî äâà êîëà, êîíöåíòðè÷í³ ç ïîáóäîâàíèìè êîëàìè,

äîâæèíè ðàä³óñ³â ÿêèõ çá³ëüøåíî ïî â³äíîøåííþ äî ðàä³ó-
ñ³â â³äïîâ³äíèõ ïîáóäîâàíèõ ê³ë íà äîâæèíó â³äð³çêà ÎÊ.
Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ äîâåñòè ñàìîñò³éíî, ùî îäåðæàí³ êîëà

º øóêàíèìè ô³ãóðàìè. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî äîâ³ëüí³ òî÷êè Ð ³
Í, ïðî ÿê³ éøëà ìîâà âèùå, ìîæíà ïîáóäóâàòè çîâí³ çàäàíîãî
êóòà ³, çä³éñíèâøè ï³ñëÿ öüîãî àíàëîã³÷í³ ïîáóäîâè, îäåðæàòè
ùå äâà ðîçâ’ÿçêè ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³.
Îäåðæàí³ ïðè öüîìó êîëà äîòèêàòè-
ìóòüñÿ äî äàíîãî â óìîâ³ çàäà÷³ êîëà
çîâí³øí³ì ñïîñîáîì. Âèêîíàéòå ö³ ïî-
áóäîâè ñàìîñò³éíî. n
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. Ïîáóäóâàòè òðàïåö³þ çà ä³àãîíàëëþ, á³÷íèìè ñòîðîíàìè òà
â³äð³çêîì, äîâæèíà ÿêîãî äîð³âíþº ð³çíèö³ äîâæèí îñíîâ.

2. Ïîáóäóâàòè îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê çà éîãî êóòàìè òà äâîìà
ïðîòèëåæíèìè ñòîðîíàìè.

3. Ïîáóäóâàòè â³äð³çîê, ùî äîð³âíþº äàíîìó â³äð³çêó ³ ïàðàëå-
ëüíèé äî äàíî¿ ïðÿìî¿, òàê, ùîá éîãî ê³íö³ íàëåæàëè: à) äî
äâîõ äàíèõ ê³ë; á) äî äàíîãî êîëà ³ äàíî¿ ïðÿìî¿. Çàóâàæèìî,
ùî â³äð³çîê ââàæàþòü ïàðàëåëüíèì äî ïðÿìî¿ à, ÿêùî â³í
íàëåæèòü ïðÿì³é, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ à.

4. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà äâîìà ñòîðîíàìè òà ìåä³àíîþ, ùî
ïðîâåäåíà äî òðåòüî¿ ñòîðîíè.

5. Ïîâåðíóòè äàíèé òðèêóòíèê (äàíå êîëî) íà çàäàíèé êóò íàâ-
êîëî äàíî¿ òî÷êè çà ãîäèííèêîâîþ ñòð³ëêîþ (ïðîòè ãîäèí-
íèêîâî¿ ñòð³ëêè).

6. Ïîáóäóâàòè ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê, îäíîþ ç âåðøèí ÿêîãî º
çàäàíà âíóòð³øíÿ òî÷êà äàíîãî êóòà, à äâ³ ³íø³ éîãî âåðøèíè
ëåæàòü íà ñòîðîíàõ öüîãî êóòà.

7. Ó äàíå êîëî âïèñàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê òàê, ùîá îäèí
ç éîãî êàòåò³â óòâîðþâàâ ç ã³ïîòåíóçîþ êóò, ùî äîð³âíþº
äàíîìó êóòó, à äðóãèé êàòåò ïðîõîäèâ ÷åðåç çàäàíó òî÷êó.

8. ×åðåç çàäàíó âíóòð³øíþ òî÷êó äàíîãî êóòà ïðîâåñòè â³äð³-
çîê òàê, ùîá éîãî ê³íö³ ëåæàëè íà ñòîðîíàõ öüîãî êóòà, à
äàíà òî÷êà áóëà á éîãî ñåðåäèíîþ.

9. Ïîáóäóâàòè ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê, âåðøèíè ÿêîãî ëåæàòü
íà òðüîõ äàíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.

10. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà äâîìà ñòîðîíàìè òà ð³çíèöåþ ïðî-
òèëåæíèõ äî íèõ êóò³â.

11. Ïîáóäóâàòè îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê çà ÷îòèðìà ñòîðîíàìè,
ÿêùî îäíà ç éîãî ä³àãîíàëåé íàëåæèòü á³ñåêòðèñ³ îäíîãî ç
éîãî êóò³â.

12. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê íàéìåíøîãî ïåðèìåòðà, ÿêùî çàäàíî
éîãî ñòîðîíó ³ âèñîòó, ùî ïðîâåäåíà äî íå¿.

13. Îñíîâè äâîõ äàíèõ ð³âíîáåäðåíèõ òðèêóòíèê³â íàëåæàòü
ïðÿì³é à. Ïðîâåñòè ïàðàëåëüíó äî íå¿ ïðÿìó òàê, ùîá ¿¿ â³ä-
ð³çêè, ðîçì³ùåí³ âñåðåäèí³ öèõ òðèêóòíèê³â, áóëè ð³âíèìè.

14. Ó äàíèé òðèêóòíèê âïèñàòè êâàäðàò òàê, ùîá äâ³ éîãî âåð-
øèíè ëåæàëè íà îñíîâ³ òðèêóòíèêà, à äâ³ ³íø³ — íà éîãî
á³÷íèõ ñòîðîíàõ.
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15. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ïîä³áíèé äî äàíîãî, ÿêùî çàäàíî â³äð³-
çîê, äîâæèíà ÿêîãî äîð³âíþº ïåðèìåòðó øóêàíîãî òðèêóòíèêà.

16. Ó äàíå êîëî âïèñàòè ïàðàëåëîãðàì ç äàíèì êóòîì ³ â³äíî-
øåííÿì m/n ñòîð³í, äå m òà n — äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

17. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, á³ñåêòðèñè ÿêîãî íàëåæàòü äî òðüîõ
äàíèõ ïðÿìèõ, ÿêùî çàäàíî òî÷êó, ÿêà íàëåæèòü éîãî ñòîðîí³.

18. Çàäàíî òðè êîíöåíòðè÷í³ êîëà. Ïîáóäóâàòè ïðàâèëüíèé òðè-
êóòíèê òàê, ùîá éîãî âåðøèíè ëåæàëè íà öèõ êîëàõ.

19. Ïîáóäóâàòè ð³âíîáåäðåíèé òðèêóòíèê çà êóòîì ïðè âåðøèí³
òà â³äð³çêîì, äîâæèíà ÿêîãî äîð³âíþº ñóì³ äîâæèí îñíîâè òà
â³äïîâ³äíî¿ âèñîòè öüîãî òðèêóòíèêà.

20. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà äâîìà êóòàìè òà ðàä³óñîì îïèñà-
íîãî íàâêîëî íüîãî (âïèñàíîãî ó íüîãî) êîëà.

21. Çàäàíî äâ³ ïðÿì³ òà êîëî. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ
äî òðüîõ äàíèõ ô³ãóð.

22. Ïîáóäóâàòè êâàäðàò, ÿêùî çàäàíî éîãî öåíòð ³ äâ³ òî÷êè, ùî
ëåæàòü íà éîãî ïàðàëåëüíèõ ñòîðîíàõ.

1.6. Åëåìåíòè ãåîìåòð³¿ ê³ë

Ãåîìåòð³ÿ ê³ë ñòàíîâèòü âàæëèâèé ³ ö³êàâèé ðîçä³ë åëåìåí-
òàðíî¿ ìàòåìàòèêè. Ïðîòå âèïóñêíèêè øê³ë òà á³ëüø³ñòü â÷èòå-
ë³â ìàòåìàòèêè ç íåþ çîâñ³ì íå çíàéîì³, îñê³ëüêè òàêå çíàéîìñ-
òâî íå ïåðåäáà÷åíå ïðîãðàìîþ øê³ëüíîãî êóðñó ãåîìåòð³¿, à ó
âèùèõ ïåäàãîã³÷íèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäàõ ñòóäåíòè ç öèì ðîçä³-
ëîì, ó êðàùîìó âèïàäêó, çóñòð³÷àþòüñÿ ëèøå çà âëàñíèì áàæàí-
íÿì. Òîìó âèêëàä ìàòåð³àëó öüîãî ï³äðîçä³ëó ìè ïî÷íåìî ç ïî-
áóäîâè íåîáõ³äíî¿ òåîðåòè÷íî¿ áàçè.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ïîíÿòü ãåîìåòð³¿ ê³ë º ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ òî÷êè
â³äíîñíî äàíîãî êîëà. Ç íèì ìè óæå çóñòð³÷àëèñÿ ó ï³äðîçä³ë³ 1.4.

Íàâåäåìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé çàäàíî êîëî S(O, OK) ³ òî÷êó À. Ñòåïå-
íåì ö³º¿ òî÷êè â³äíîñíî äàíîãî êîëà íàçèâàþòü ÷èñëî ÀÎ2 – ÎÊ2,

ÿêå ïîçíà÷àþòü ÷åðåç A
SC .

²ç ñôîðìóëüîâàíîãî îçíà÷åííÿ îäðàçó âèïëèâàþòü íàñòóïí³
òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî òî÷êà À º çîâí³øíüîþ â³äíîñíî äàíîãî êîëà, òî ñòå-
ï³íü ¿¿ º ÷èñëî äîäàòíå;
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2) ÿêùî òî÷êà À º âíóòð³øíüîþ â³äíîñíî äàíîãî êîëà, òî ñòå-
ï³íü ¿¿ º ÷èñëî â³ä’ºìíå;

3) ÿêùî òî÷êà À íàëåæèòü äàíîìó êîëó, òî ñòåï³íü ¿¿ äîð³âíþº
íóëåâ³;

4) óñ³ òî÷êè ïëîùèíè, ùî ð³âíîâ³ääàëåí³ â³ä òî÷êè Î, ìàþòü
îäíàêîâèé ñòåï³íü â³äíîñíî äàíîãî êîëà.
Íåõàé òî÷-

êà À ëåæèòü çî-
âí³ äàíîãî êîëà,
òî÷êà Ò — íà äà-
íîìó êîë³ ³ ïðÿ-
ìà ÀÒ º äîòè÷-
íîþ äî äàíîãî
êîëà (ìàë. 46).
Äîâæèíè â³äð³ç-
ê³â ÀÎ òà ÎÊ ïîçíà÷èìî ÷åðåç d
òà r â³äïîâ³äíî. Î÷åâèäíî, ùî

A
SC  = d2 – r2 = ÀÒ2. Ïðîâåäåìî

÷åðåç òî÷êó À äîâ³ëüíó ñ³÷íó äî
äàíîãî êîëà, ÿêà ïåðåòèíàº éîãî
â òî÷êàõ Â ³ Ð. Çà â³äîìîþ òåî-
ðåìîþ ÀÂ · ÀÐ = ÀÒ2, çâ³äêè

APABC A
S ⋅= , òîáòî â öüîìó ðà-

ç³ îçíà÷åííÿ 1 åêâ³âàëåíòíå îçíà-
÷åííþ ñòåïåíÿ òî÷êè â³äíîñíî
êîëà, ÿêå áóëî íàâåäåíå ó ïîïå-
ðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³.

Íåõàé òåïåð òî÷êà À ëåæèòü
âñåðåäèí³ äàíîãî êîëà. Ïðîâåäå-
ìî ÷åðåç íå¿ äâ³ äîâ³ëüí³ éîãî
õîðäè MN òà M

1
N

1
 (ìàë. 47).

Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî òðèêóò-
íèêè AMM

1 
³ AN

1
N º ïîä³áíèìè

(ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî), çâ³äêè âèïëèâàº ð³âí³ñòü
MÀ · ÀN = M

1
À · ÀN

1
. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó À õîðäó LL

1
 òàê,

ùîá ïðÿì³ ÀÎ òà
 
LL

1 
áóëè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè îäíà äî îäíî¿.

Òîä³ äëÿ õîðäè MN ìàºìî, ùî MÀ · ÀN = LÀ · ÀL
1
 = AL2 = LO2 –

– AO2 = –(d2 – r2) = A
SC− . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ANAMC A

S ⋅=
äëÿ äîâ³ëüíî¿ õîðäè ÌN, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À.

Îòæå, ìîæíà îçíà÷èòè ñòåï³íü òî÷êè â³äíîñíî êîëà íàñòóï-
íèì ÷èíîì.

A

T

K

O

P

B

d

r

Ìàë. 46

Ìàë. 47

L
N

O

A

M1

M

L1
N1
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Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé çàäàíî êîëî S(O, OK) ³ òî÷êó À. Ñòåïå-
íåì ö³º¿ òî÷êè â³äíîñíî äàíîãî êîëà íàçèâàþòü ÷èñëî

AEACC A
S ⋅= , äå ÑÅ — äîâ³ëüíà ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî-

÷êó À ³ ïåðåòèíàº äàíå êîëî â òî÷êàõ Ñ ³ Å.

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ñòåï³íü òî÷êè â³äíîñíî êîëà, ÿêîìó
âîíà íàëåæèòü, äîð³âíþº íóëþ â ñåíñ³ îáîõ îçíà÷åíü 1 ³ 2, ïðè-
õîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ö³ îçíà÷åííÿ º åêâ³âàëåíòíèìè

Îçíà÷åííÿ 3. Ðàäèêàëüíîþ â³ññþ äâîõ äàíèõ ê³ë íàçèâàþòü
ÃÌÒ, êîæíà ç ÿêèõ ìàº îäíàêîâ³ ñòåïåí³ â³äíîñíî öèõ ê³ë.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî äëÿ äâîõ êîíöåíò-
ðè÷íèõ ê³ë ðàäèêàëüíî¿ îñ³ íå ³ñíóº (äîâåä³òü öå ñàìîñò³éíî).
Íåõàé r

1
 ³ r

2
 — äîâæèíè ðàä³óñ³â äàíèõ ê³ë, d

1
 ³ d

2
 — â³äñòàí³ â³ä

òî÷êè, ùî íàëåæèòü ðàäèêàëüí³é îñ³ öèõ ê³ë, äî ¿õ öåíòð³â â³äïî-

â³äíî. Òîä³ ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü AEACC A
S ⋅= , çâ³äêè âèïëè-

âàº, ùî 2
2

2
1

2
2

2
1 rrdd −=− . Ââàæàþ÷è, ùî r

1
 > r

2
, ïðèõîäèìî äî

âèñíîâêó, ùî ðàäèêàëüíà â³ñü º ÃÌÒ, ð³çíèöÿ êâàäðàò³â â³äñòà-
íåé â³ä êîæíî¿ ç ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê (öåíòð³â äâîõ äàíèõ

ê³ë), º ñòàëå ÷èñëî 2
2

2
1 rr − . ßê äîâåäåíî ó ïðèêëàä³ 7 ç ï³äðîçä³-

ëó 1.3, öå ÃÌÒ º ïðÿìîþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ë³í³¿ öåíòð³â
çàäàíèõ ê³ë.

Òàêèì ÷èíîì, ðàäèêàëüíîþ â³ññþ äâîõ íåêîíöåíòðè÷íèõ
ê³ë º ïðÿìà, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ¿õ ë³í³¿ öåíòð³â.

Òåîðåìà 1. ßêùî öåíòðè òðüîõ äàíèõ ê³ë íå ëåæàòü íà îä-
í³é ïðÿì³é, òî ³ñíóº ºäèíà òî÷êà, ñòåïåí³ ÿêî¿ â³äíîñíî êîæíîãî ç
öèõ ê³ë ð³âí³.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ íàäçâè÷àéíî ïðîñòå. Ä³éñíî,
ïîçíà÷èìî äàí³ êîëà ÷åðåç S

1
, S

2
, S

3
, à ðàäèêàëüí³ îñ³ ê³ë S

³
 òà

S
j
(³, j = 1, 2, 3) — ÷åðåç à

ij 
â³äïîâ³äíî (çðîçóì³ëî, ùî ïðÿì³ à

ij 
òà à

ji
ñï³âïàäàþòü). Îñê³ëüêè ñåðåä äàíèõ ê³ë çà óìîâîþ òåîðåìè íå-
ìàº êîíöåíòðè÷íèõ, òî âêàçàíèõ ðàäèêàëüíèõ îñåé º òðè, ïðè÷î-
ìó êîæí³ äâ³ ç íèõ ïåðåòèíàþòüñÿ. Íåõàé À º òî÷êîþ ïåðåòèíó
ðàäèêàëüíèõ îñåé à

12 
òà à

23
. Ç îçíà÷åííÿ ðàäèêàëüíî¿ îñ³ âèïëè-

âàº, ùî A
S

A
S CC

21
=  ³ A

S
A
S CC

23
= , çâ³äêè A

S
A
S CC

31
= , òîáòî òî÷êà À

íàëåæèòü ðàäèêàëüí³é îñ³ à
13
, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. n

Îçíà÷åííÿ 4. Òî÷êó, ñòåïåí³ ÿêî¿ â³äíîñíî òðüîõ äàíèõ ê³ë,
öåíòðè ÿêèõ íå ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é, ð³âí³, íàçâåìî ðàäèêàëü-
íèì öåíòðîì öèõ ê³ë.
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Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóâàòè ðàäèêàëüíó â³ñü äâîõ äàíèõ íåêîí-
öåíòðè÷íèõ ê³ë.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ïîáóäîâè ðàäèêàëüíî¿ îñ³
äîñèòü ïîáóäóâàòè äâ³ äîâ³ëüí³ ¿¿ òî÷êè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó,
ùî äàí³ êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ â äâîõ òî÷êàõ À ³ Â. Îñê³ëüêè ñòå-
ï³íü êîæíî¿ ç íèõ â³äíîñíî êîæíîãî äàíîãî êîëà äîð³âíþº íóëå-
â³, òî ö³ òî÷êè âèçíà÷àþòü ðàäèêàëüíó â³ñü (ÀÂ). ßêùî äàí³ êîëà
äîòèêàþòüñÿ â òî÷ö³ À, òî ¿õ ðàäèêàëüíîþ â³ññþ º ñï³ëüíà äîòè÷-
íà öèõ ê³ë, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À (çðîá³òü ìàëþíêè ³ ïîÿñ-
í³òü öå ñàìîñò³éíî).

Íåõàé çàäàí³ êîëà S
1 
òà S

2 
ç öåíòðàìè Î

1
 òà Î

2 
â³äïîâ³äíî íå

ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê. Ïîáóäóºìî äîâ³ëüíå êîëî S
3
 ç öåíòðîì Î

3
,

ÿêèé íå ëåæèòü íà ïðÿì³é Î
1
Î

2
, ÿêå ïåðåòèíàº êîëî S

1
 ó òî÷êàõ

À ³ Â, à êîëî S
2
 — ó òî÷êàõ Ñ ³ Ð (ìàë. 48). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ïðÿì³ ÀÂ ³ ÑÐ ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿê³é òî÷ö³ Õ, ÿêà º ðàäèêàëü-
íèì öåíòðîì ê³ë
S

1
, S

2
, òà S

3
. Çâ³äñè

âèïëèâàº, ùî òî÷-
êà Õ íàëåæèòü äî
ðàäèêàëüíî¿ îñ³ çà-
äàíèõ ê³ë S

1 
òà S

2
.

Ïðÿìà m, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó
Õ ³ º ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîþ äî ë³í³¿
öåíòð³â Î

1
Î

2
, ñï³â-

ïàäàº ç øóêàíîþ
ðàäèêàëüíîþ â³ñ-
ñþ. Çàóâàæèìî, ùî
âêàçàíèì ñïîñîáîì
ìîæíà ïîáóäóâàòè
ùå îäíó òî÷êó Ê,
ùî íàëåæèòü äî
øóêàíî¿ ðàäèêàëü-
íî¿ îñ³. Òîä³ öÿ â³ñü
ñï³âïàäå ç ïðÿìîþ
ÊÕ (ìàë. 49) ³ ïðÿ-
ìó, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó Õ ³ º
ïåðïåíäèêóëÿð-
íîþ äî ïðÿìî¿
Î

1
Î

2
, áóäóâàòè íå

ïîòð³áíî. n Ìàë. 48

m

A
S1

S2

O2

CS3

O3

B

X

P

O1
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàö³þ, êîëè öåíòðè òðüîõ äàíèõ ê³ë ëå-
æàòü íà îäí³é ïðÿì³é. Ó öüîìó ðàç³ ìîæå òðàïèòèñü äâà âèïàäêè:

1) ðàäèêàëüí³ îñ³ òðüîõ ïàð äàíèõ ê³ë ïîïàðíî ïàðàëåëüí³ (íå
ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê);

2) ðàäèêàëüí³ îñ³ òðüîõ ïàð äàíèõ ê³ë ñï³âïàäàþòü.
Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ³íøèõ

âèïàäê³â âçàºìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ðàäèêàëüíèõ îñåé áóòè íå ìîæå,
³ çðîáèòè ìàëþíêè, ùî â³äïîâ³äàþòü âêàçàíèì âèïàäêàì. Íàéá³ëü-
øèé ³íòåðåñ âèêëèêàº äðóãèé âèïàäîê, îñê³ëüêè â³í çóìîâëþº
ââåäåííÿ íîâîãî ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 5. Ìíîæèíó óñ³õ ê³ë, äëÿ ÿêî¿ ³ñíóº òàêà ïðÿìà,
ùî º ðàäèêàëüíîþ â³ññþ îäíî÷àñíî äëÿ áóäü ÿêèõ äâîõ ê³ë ç ö³º¿
ìíîæèíè, íàçâåìî ïó÷êîì ê³ë, à âêàçàíó ïðÿìó ðàäèêàëüíîþ â³ññþ
ïó÷êà.

Çðîçóì³ëî, ùî ïó÷îê ê³ë ìîæíà âèçíà÷èòè äâîìà êîëàìè
(âîíè íå ìîæóòü áóòè êîíöåíòðè÷íèìè) àáî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ
òà êîëîì.

Ìàë. 49

O4

K

X

B
P

O2

C

O1

O3

A
m
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Ïðèêëàä 2. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî-
÷êó Ð ³ íàëåæèòü ïó÷êó ê³ë, ùî âèçíà÷åíèé äâîìà äàíèìè êîëàìè.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïí³ âèïàäêè:
1) çàäàí³ êîëà S

1 
òà S

2 
ç öåíòðàìè Î

1
 òà Î

2 
â³äïîâ³äíî ìàþòü

äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè À ³ Â. Çðîçóì³ëî, ùî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ äàíèõ
ê³ë, à îòæå, ³ ðàäèêàëüíîþ â³ññþ ïó÷êà, º ïðÿìà ÀÂ, ïðè÷îìó
êîæíå êîëî öüîãî ïó÷êà çîáîâ’ÿçàíå ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êè À ³ Â
(îá´ðóíòóéòå öå òâåðäæåííÿ!). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî òî÷êà Ð íàëå-
æèòü ïðÿì³é ÀÂ ³ íå ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ À àáî Â, òî çàäà÷à íå ìàº
ðîçâ’ÿçêó. ßêùî òî÷êà Ð ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ À àáî ç òî÷êîþ Â, òî
çàäà÷à ìàº áåçë³÷ ðîçâ’ÿçê³â. ßêùî òî÷êà Ð íàëåæèòü äî îäíîãî ç
äàíèõ ê³ë ³ íå ëåæèòü íà ïðÿì³é ÀÂ, òî øóêàíå êîëî ñï³âïàäàº ç
äàíèì êîëîì. ßêùî æ òî÷êà Ð íå íàëåæèòü ïðÿì³é ÀÂ ³ íå ëå-
æèòü íà çàäàíèõ êîëàõ, òî ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ º êîëî, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè À, Â ³ Ð. Âèêîíàéòå ïîáóäîâó öüîãî
êîëà ñàìîñò³éíî;

2) çàäàí³ êîëà S
1 
òà S

2
 ìàþòü îäíó ñï³ëüíó òî÷êó À (äîòèêà-

þòüñÿ â ö³é òî÷ö³). Çðîçóì³ëî, ùî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ äàíèõ ê³ë,
à îòæå, ³ ðàäèêàëüíîþ â³ññþ ïó÷êà, º ïðÿìà à, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó À ³ º ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ë³í³¿ öåíòð³â äàíèõ ê³ë,
ïðè÷îìó êîæíå êîëî öüîãî ïó÷êà çîáîâ’ÿçàíå ïðîõîäèòè ÷åðåç
òî÷êó À ³ äîòèêàòèñÿ â ö³é òî÷ö³ äî ïðÿìî¿ à (îá´ðóíòóéòå öå
òâåðäæåííÿ!). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî òî÷êà Ð íàëåæèòü ïðÿì³é à ³
íå ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ À, òî çàäà÷à íå ìàº ðîçâ’ÿçêó. ßêùî òî÷êà
Ð íàëåæèòü äî îäíîãî ç äàíèõ ê³ë ³ íå ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ À, òî
øóêàíå êîëî ñï³âïàäàº ç äàíèì êîëîì. ßêùî æ òî÷êà Ð íå íàëå-
æèòü ïðÿì³é à ³ íå ëåæèòü íà çàäàíèõ êîëàõ, òî ºäèíèì ðîçâ’ÿç-
êîì çàäà÷³ º êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè À, Ð ³ äîòèêàºòüñÿ
äî ïðÿìî¿ à â òî÷ö³ À. Âèêîíàéòå ïîáóäîâó öüîãî êîëà ñàìîñò³é-
íî, âðàõóâàâøè, ùî éîãî öåíòð íàëåæèòü ïðÿì³é Î

1
Î

2
;

3) çàäàí³ êîëà S
1 
òà S

2
 íå ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê ³ ðîçòàøîâà-

í³ îäíå çîâí³ äðóãîãî. Ó öüîìó ðàç³ ïðîïîíóºìî íàñòóïíèé ëàí-
öþæîê ïîáóäîâ (ìàë. 50):
à) áóäóºìî ðàäèêàëüíó â³ñü à äàíèõ ê³ë, ÿê âêàçàíî ó ïðèêëà-

ä³ 1. Îäåðæàíà ïðÿìà º îäíî÷àñíî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ ïó÷êà;
á) îáèðàºìî íà ðàäèêàëüí³é îñ³ äîâ³ëüíó òî÷êó Ê ³ ïðîâîäèìî

÷åðåç íå¿ ïðÿìó, ÿêà äîòèêàºòüñÿ äî êîëà S
1
 ó òî÷ö³ Ò;

â) áóäóºìî êîëî Î(Ê, ÊÒ) ³ òî÷êó Ð
1
, ³íâåðñíó ç òî÷êîþ Ð â³äíîñ-

íî öüîãî êîëà (äèâ. ìàë. 19);
ã) áóäóºìî ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð b äî â³äð³çêà ÐÐ

1
. Òî÷êà

Õ ïåðåòèíó ïðÿìî¿ b ç ë³í³ºþ öåíòð³â çàäàíèõ ê³ë º öåíòðîì
øóêàíîãî êîëà S(Õ, ÕÐ).
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Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
òî÷êà Ê ìàº îäíàêîâ³ ñòåïåí³ â³äíîñíî ê³ë S

1 
òà S(Õ, ÕÐ). Ëåãêî

áà÷èòè, ùî 2
1

KTCK
S =  ³ 11 KPKPKPKPCK

S ⋅=⋅= . Îñê³ëüêè
2
11 KTKPKP =⋅ , äå Ò

1
 — òî÷êà ïåðåòèíó ê³ë Î(Ê, ÊÒ) òà S(Õ, ÕÐ),

òî ïðÿìà ÊÒ
1
 º äîòè÷íîþ äî êîëà S(Õ, ÕÐ). Òîä³ == 2

1KTCK
S

K
SCKT
1

2 == , ùî çàê³í÷óº äîâåäåííÿ.
ßêùî òî÷êè Ð ³ Ð

1 
ñï³âïàäàþòü (òî÷êà Ð íàëåæèòü êîëó ³íâåð-

ñ³¿), òî ðîëü ïðÿìî¿ b â³ä³ãðàº äîòè÷íà äî êîëà ³íâåðñ³¿ â ö³é
òî÷ö³. ßêùî, íàðåøò³, òî÷êà Ð º ñï³ëüíîþ òî÷êîþ êîëà ³íâåðñ³¿ òà
ë³í³¿ öåíòð³â çàäàíèõ ê³ë, òî øóêàíå êîëî âèðîäæóºòüñÿ â òî÷êó
Ð (êîëî íóëüîâîãî ðàä³óñà). n

Çàóâàæèìî, ùî â³äïîâ³äíî äî âèïàäê³â 1, 2, 3 ïó÷îê ê³ë, ùî
âèçíà÷àºòüñÿ äàíèìè êîëàìè, íàçèâàþòü åë³ïòè÷íèì, ïàðàáîë³÷-
íèì òà ã³ïåðáîë³÷íèì.

ßêùî ïó÷îê ê³ë çàäàíî éîãî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ òà îäíèì ç
ê³ë, òî ïîïåðåäíÿ çàäà÷à ëèøå ñïðîùóºòüñÿ, îñê³ëüêè ðàäèêàëü-
íó â³ñü ïó÷êà áóäóâàòè íå ïîòð³áíî.

Ïîïðîáóéòå ñàìîñò³éíî ðîçãëÿíóòè ïðèêëàä 2 ³ çðîáèòè íå-
îáõ³äí³ ìàëþíêè ó âèïàäêó, êîëè îäíå ç äàíèõ ê³ë çíàõîäèòüñÿ
âñåðåäèí³ äðóãîãî.
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Ïðèêëàä 3. Ïîáóäóâàòè êîëî, â³äð³çêè äîòè÷íèõ äî ÿêîãî,
ïðîâåäåíèõ ç äàíèõ òî÷îê À, Â ³ Ñ, ç ê³íöÿìè, ùî º äàíèìè òî÷êà-
ìè ³ â³äïîâ³äíèìè òî÷êàìè äîòèêó, äîð³âíþþòü çàäàíèì â³äð³ç-
êàì à, b, ñ.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äàí³ òî÷êè íå ëåæàòü íà îä-
í³é ïðÿì³é. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Î öåíòð øóêàíîãî êîëà, à ÷åðåç ÎÊ
— éîãî ðàä³óñ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â³äð³çîê äîòè÷íî¿, ïðî-
âåäåíî¿ ÷åðåç òî÷êó Î äî êîëà (À, à), ê³íöÿìè ÿêîãî º òî÷êà Î ³
òî÷êà äîòèêó äî öüîãî êîëà, äîð³âíþº ðàä³óñó ÎÊ (ïåðåêîíàéòå-
ñÿ ó öüîìó ñàìîñò³éíî). Öþ æ âëàñòèâ³ñòü òî÷êà Î ìàº â³äíîñíî
ê³ë (Â, â) òà (Ñ, ñ). Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî òî÷êà Î ìàº îäíàêîâèé
ñòåï³íü â³äíîñíî êîæíîãî ç öèõ òðüîõ ê³ë, òîáòî º ¿õ ðàäèêàëü-
íèì öåíòðîì. Çâ³äñè âèïëèâàº ïîáóäîâà (ìàë. 51):

1) áóäóºìî òðè âêàçàí³ êîëà (À, à), (Â, â), (Ñ, ñ) òà ¿õ ðàäèêàëü-
íèé öåíòð Î;

2) ÷åðåç òî÷êó Î ïðîâîäèìî äîòè÷íó äî áóäü-ÿêîãî ç òðüîõ
ïîáóäîâàíèõ ê³ë, íàïðèêëàä, äî êîëà (Â, â). Íåõàé âîíà äî-
òèêàºòüñÿ äî öüîãî êîëà â òî÷ö³ Ð. Êîëî (Î, ÎÐ) º øóêàíèì.
Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî äîñë³äèòè âèïàäîê, êîëè

òðè äàí³ òî÷êè ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é. n
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Ïðèêëàä 4. ×åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè
À ³ Â, ùî ëåæàòü â îäí³é ï³âïëî-

ùèí³ â³äíîñíî äàíî¿ ïðÿìî¿ à,
ïðîâåñòè êîëî, ÿêå äîòèêà-

ºòüñÿ äî ö³º¿ ïðÿìî¿.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ç
ö³ºþ çàäà÷åþ ìè çó-

ñòð³÷àëèñÿ äî öüî-
ãî äâ³÷³ (äèâ.

ïðèêëàäè 2 ç
ï.1.3 òà 4 ç
ï.1.4). Íàâå-
äåìî ùå îäèí
ìåòîä ¿¿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ó
âèïàäêó, êî-
ëè ïðÿì³ ÀÂ
³ à ïåðåòèíà-
þòüñÿ â òî÷-
ö³ Ñ. Øóêàíå
êîëî íàëå-

æèòü äî åë³ïòè÷íîãî ïó÷êà ê³ë, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç äàí³ òî÷êè.
Ðàäèêàëüíîþ â³ññþ öüîãî ïó÷êà º ïðÿìà ÀÂ, öåíòðè âñ³õ ê³ë
ïó÷êà ëåæàòü íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿð³ â äî â³äð³çêà ÀÂ.
Áóäóºìî äîâ³ëüíå êîëî öüîãî ïó÷êà, íàïðèêëàä, êîëî (Î, ÎÀ)
(ìàë. 52). ×åðåç òî÷êó Ñ ïðîâîäèìî äîòè÷íó ÑÒ äî ïîáóäîâàíîãî
êîëà (Ò — òî÷êà äîòèêó). Ï³ñëÿ öüîãî áóäóºìî êîëî (Ñ, ÑÒ) ³
çíàõîäèìî òî÷êó Ð éîãî ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ à. Êîëî, ùî âèçíà÷à-
ºòüñÿ òî÷êàìè À, Â ³ Ð, º øóêàíèì. Ïîáóäîâà éîãî öåíòðó î÷åâè-
äíà. Îñê³ëüêè êîëî (Ñ, ÑÒ) ìàº ç äàíîþ ïðÿìîþ à äâ³ ñï³ëüí³
òî÷êè, òî çàäà÷à ìàº äâà ðîçâ’ÿçêè. n

Ïðèêëàä 5. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî íàëåæèòü çàäàíîìó ã³ïåð-
áîë³÷íîìó ïó÷êó ê³ë ³ äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî êîëà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ã³ïåðáîë³÷íèé ïó÷îê çàäàíî
äâîìà êîëàìè S

1
(O

1
,
 
O

1
K

1
) òà S

2
(O

2
,
 
O

2
K

2
), ³ S(O, OK) — äàíå êîëî,

öåíòð ÿêîãî íå ëåæèòü íà ïðÿì³é Î
1
Î

2
 (ìàë. 53). Ðîçãëÿíåìî

âèïàäîê, êîëè êîëà S
2
(O

2
,
 
O

2
K

2
) òà S(O, OK) ìàþòü äâ³ ñï³ëüí³

òî÷êè À ³ Â. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðàäèêàëüíîãî öåíòðó
Õ ê³ë S

2
(O

2
,
 
O

2
K

2
), S(O, OK) òà øóêàíîãî êîëà, îñê³ëüêè ñï³ëüíà

äîòè÷íà t, ïðîâåäåíà äî äàíîãî ³ øóêàíîãî ê³ë, ïîâèííà ïðîéòè
÷åðåç òî÷êó Õ. Çâ³äñè âèïëèâàº ëàíöþæîê ïîáóäîâ:

1) áóäóºìî ðàäèêàëüíó â³ñü l çàäàíîãî ïó÷êà (äèâ. ïðèêëàä 1);

Ìàë. 52
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2) áóäóºìî ðàäèêàëüíó â³ñü ê³ë S(O, OK) òà S
2
(O

2
,
 
O

2
K

2
), ÿêà

ñï³âïàäàº ç ïðÿìîþ ÀÂ;
3) òî÷êà Õ º òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿìèõ AB ³ l;
4) ÷åðåç òî÷êó Õ ïðîâîäèìî äîòè÷íó ÕÐ äî êîëà S

1
(O

1
,
 
O

1
K

1
),

äå Ð — òî÷êà äîòèêó;
5) áóäóºìî êîëî (Õ, ÐÕ) ³ íåõàé Ò — òî÷êà éîãî ïåðåòèíó ç

äàíèì êîëîì S(O, OK);
6) òî÷êà ïåðåòèíó Î1 ïðÿìî¿ ÎÒ ç ïðÿìîþ Î

1
Î

2
 º öåíòðîì øó-

êàíîãî êîëà. Áóäóºìî êîëî (Î1, Î1Ò), ÿêå º øóêàíèì.
Çàóâàæèìî, ùî òî÷êà Ò, çãàäàíà ó ëàíöþæêó ïîáóäîâ, íå º

ºäèíîþ, òîìó çàäà÷à â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ìàº ùå îäèí
ðîçâ’ÿçîê, âèçíà÷åíèé òî÷êîþ Ò1. Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ðîçãëÿ-
íóòè âèïàäêè, êîëè ã³ïåðáîë³÷íèé ïó÷îê çàäàíî êîëîì S

2
(O

2
,
 
O

2
K

2
)

³ ðàäèêàëüíîþ â³ññþ, à çàäàíå êîëî àáî íå ïåðåòèíàºòüñÿ ç öèì
êîëîì, àáî äîòèêàºòüñÿ äî íüîãî. n

Îçíà÷åííÿ 6. Ïðÿìó, ÿêà âèçíà÷åíà öåíòðàìè äâîõ äîâ³ëü-
íèõ ê³ë ïó÷êà, íàçâåìî éîãî â³ññþ àáî ë³í³ºþ öåíòð³â.

Öå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå, îñê³ëüêè öåíòðè âñ³õ ê³ë ïó÷êà ëå-
æàòü íà îäí³é ïðÿì³é, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî éîãî ðàäèêàëüíî¿
îñ³.

Ïðèêëàä 6. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³
òî÷êè ³ äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî êîëà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó íàãàäàºìî, ùî öÿ çàäà÷à áóëà ðîç-
â’ÿçàíà â ï.1.4 (ïðèêëàä 3) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ³íâåðñ³¿. Ðîç-
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â’ÿæåìî ¿¿ ³íøèì ñïîñîáîì. Ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî äàí³
òî÷êè À ³ Â ëåæàòü ïîçà äàíèì êîëîì Í(Î, ÎÊ). Ïðîâåäåìî ÷åðåç
äàí³ òî÷êè À ³ Â äîâ³ëüíå êîëî S

1
(O

1
,
 
O

1
K

1
). Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî

ïîáóäîâè ðàäèêàëüíîãî öåíòðó ê³ë Í(Î, ÎÊ), S
1
(O

1
,
 
O

1
K

1
) òà øó-

êàíîãî êîëà. Ïîáóäîâè âèêîíàíî íà ìàëþíêó 54 çà ñõåìîþ ïîïå-
ðåäíüîãî ïðèêëàäó:

1) áóäóºìî êîëî S
1
(O

1
,
 
O

1
K

1
), éîãî öåíòð íàëåæèòü ñåðåäèííî-

ìó ïåðïåíäèêóëÿðó äî â³äð³çêó ÀÂ;
2) áóäóºìî ðàäèêàëüíó â³ñü l äàíîãî êîëà ³ êîëà S

1
(O

1
,
 
O

1
K

1
);

3) áóäóºìî ðàäèêàëüíó â³ñü øóêàíîãî êîëà ³ êîëà S
1
(O

1
,
 
O

1
K

1
),

ÿêà ñï³âïàäàº ç ïðÿìîþ ÀÂ;
4) òî÷êà Õ º òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿìèõ AB ³ l;
5) ÷åðåç òî÷êó Õ ïðîâîäèìî äîòè÷íó ÕÐ äî äàíîãî êîëà, äå Ð —

òî÷êà äîòèêó (òàêèõ äîòè÷íèõ ìîæíà ïðîâåñòè äâ³, îòæå,
çàäà÷à ìàòèìå äâà ðîçâ’ÿçêè);

6) îïèñóºìî êîëî íàâêîëî òðèêóòíèêà ÀÂÐ. Âîíî º øóêàíèì. n
Çàóâàæåííÿ. Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïðèêëàäó 5 ââàæàëîñÿ, ùî

öåíòð êîëà S(O, OK) íå íàëåæèòü äî îñ³ çàäàíîãî ïó÷êà, à ïðè
ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïðèêëàäó 6 ââàæàëîñÿ, ùî öåíòð êîëà Í(Î, ÎÊ) íå
íàëåæèòü äî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðó, ïðîâåäåíîãî äî â³äð³-
çêó ÀÂ. Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî äîñë³äèòè âèïàäêè, êîëè
ö³ óìîâè íå âèêîíóþòüñÿ.
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Ïðèêëàä 7. Ïîáóäóâàòè ìíîæèíó öåíòð³â âñ³õ ê³ë, êîæíå ç
ÿêèõ îðòîãîíàëüíå äî êîæíîãî êîëà äàíîãî ã³ïåðáîë³÷íîãî ïó÷êà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàäàìî ã³ïåðáîë³÷íèé ïó÷îê êîëîì S(O, OK) ³
ðàäèêàëüíîþ â³ññþ l. Î÷åâèäíî, ùî öÿ ïðÿìà íå ìàº ç äàíèì
êîëîì æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè, áî ³íàêøå çàäàíèé ïó÷îê íå áóâ áè
ã³ïåðáîë³÷íèì (ïîÿñí³òü öå). Ç ò³º¿ æ ïðè÷èíè ïðÿìà l íå ìàº
æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè ç áóäü-ÿêèì êîëîì äàíîãî ïó÷êà. Òîìó
êîæíà òî÷êà ö³º¿ ïðÿìî¿ º çîâí³øíüîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî êîëà öüîãî
ïó÷êà. Îáåðåìî íà ðàäèêàëüí³é îñ³ äîâ³ëüíó òî÷êó Ì ³ ïðîâåäå-
ìî ÷åðåç íå¿ äîòè÷íó äî êîëà S(O, OK). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ò ¿õ
òî÷êó äîòèêó. Êîëà S(O, OK) òà Í(Ì, ÌÒ) îðòîãîíàëüí³, îñê³ëü-
êè ¿õ ðàä³óñè, ùî ïðîâåäåí³ â òî÷êó Ò, º âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðíèìè. Àëå òî÷êà Ì ìàº îäíàêîâèé ñòåï³íü â³äíîñíî êîæíîãî
êîëà ïó÷êà, îñê³ëüêè âîíà ëåæèòü íà éîãî ðàäèêàëüí³é îñ³ ³ öåé
ñòåï³íü äîð³âíþº ÷èñëó ÌÒ2. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ áóäü-ÿêî-
ãî êîëà äàíîãî ïó÷êà â³äð³çîê äîòè÷íî¿, ïðîâåäåíî¿ ç òî÷êè Ì äî
öüîãî êîëà, ÿêèé îáìåæåíèé ö³ºþ òî÷êîþ ³ â³äïîâ³äíîþ òî÷êîþ
äîòèêó, äîð³âíþº â³äð³çêó ÌÒ. Îòæå, êîëî Í(Ì, ÌÒ) º îðòîãîíà-
ëüíèì äî êîæíîãî êîëà äàíîãî ïó÷êà. Òàêèì ÷èíîì, êîæíà òî÷êà
ïðÿìî¿ l íàëåæèòü äî øóêàíî¿ ìíîæèíè. Íàâïàêè, ÿêùî òî÷êà Å
íàëåæèòü øóêàí³é ìíîæèí³, òî âîíà º öåíòðîì äåÿêîãî êîëà Ã(Å,
ÅÐ), ÿêå îðòîãîíàëüíå äî âñ³õ ê³ë äàíîãî ïó÷êà. Ç öüîãî âèïëè-
âàº, ùî äëÿ êîæíîãî êîëà ïó÷êà öÿ òî÷êà º çîâí³øíüîþ (÷îìó?)
³ ¿¿ ñòåï³íü â³äíîñíî êîæíîãî êîëà ïó÷êà îäíàêîâèé, òîáòî, òî÷êà
Å íàëåæèòü ðàäèêàëüí³é îñ³ äàíîãî ïó÷êà. Îòæå, øóêàíà ìíîæè-
íà ñï³âïàäàº ç ðàäèêàëüíîþ â³ññþ, ÿêà º çàäàíîþ. Áóäóâàòè í³÷î-
ãî íå ïîòð³áíî. n

Îçíà÷åííÿ 7. Ìíîæèíó âñ³õ ê³ë, äëÿ ÿêèõ ³ñíóº òàêà òî÷êà, ùî
ìàº îäíàêîâèé ñòåï³íü â³äíîñíî êîæíîãî ç íèõ, íàçèâàþòü â’ÿçêîþ
ê³ë, à âêàçàíó òî÷êó íàçèâàþòü ðàäèêàëüíèì öåíòðîì ö³º¿ â’ÿçêè.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî ðàäèêàëüíèé öåíòð
â’ÿçêè ê³ë º îäíî÷àñíî ðàäèêàëüíèì öåíòðîì áóäü-ÿêèõ òðüîõ
ê³ë ö³º¿ â’ÿçêè.

ßêùî ðàäèêàëüíèé öåíòð ëåæèòü çîâí³ êîæíîãî êîëà â’ÿç-
êè, òî âîíà íàçèâàºòüñÿ ã³ïåðáîë³÷íîþ, ÿêùî â³í íàëåæèòü äî
êîæíîãî êîëà â’ÿçêè, òî ¿¿ íàçèâàþòü ïàðàáîë³÷íîþ, ³, íàðåøò³,
ÿêùî â³í çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ êîæíîãî êîëà â’ÿçêè, òî ¿¿ íàçè-
âàþòü åë³ïòè÷íîþ â’ÿçêîþ. Î÷åâèäíî, ùî ñòåï³íü ðàäèêàëüíîãî
öåíòðà ã³ïåðáîë³÷íî¿ â’ÿçêè â³äíîñíî êîæíîãî ¿¿ êîëà º äîäàòíèì
÷èñëîì, ñòåï³íü ðàäèêàëüíîãî öåíòðà ïàðàáîë³÷íî¿ â’ÿçêè â³äíîñ-
íî êîæíîãî ¿¿ êîëà º íóëåì, à ñòåï³íü ðàäèêàëüíîãî öåíòðà åë³ï-
òè÷íî¿ â’ÿçêè â³äíîñíî êîæíîãî ¿¿ êîëà º ÷èñëîì â³ä’ºìíèì.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêèìè ô³ãóðàìè ìîæíà
âèçíà÷èòè â’ÿçêó ê³ë. Ïî÷íåìî ç ïàðàáîë³÷íî¿ â’ÿçêè. Çðîçóì³ëî,
ùî ¿¿ ìîæíà çàäàòè ðàäèêàëüíèì öåíòðîì, ÿêèé ìè ïîçíà÷èìî
÷åðåç Î. Êîæíå êîëî â’ÿçêè ì³ñòèòü öþ òî÷êó. Êîíêðåòíå êîëî
ö³º¿ â’ÿçêè ìîæíà çàäàòè äâîìà òî÷êàìè À ³ Â, ùî íå ëåæàòü
ðàçîì ç òî÷êîþ Î íà îäí³é ïðÿì³é. Äëÿ éîãî ïîáóäîâè äîñèòü
ïðîâåñòè êîëî ÷åðåç òðè òî÷êè À, Â ³ Î.

Ïðèêëàä 8. ßê³ ïó÷êè ê³ë ìîæå ì³ñòèòè â ñîá³ ïàðàáîë³÷íà
â’ÿçêà ê³ë? Âèçíà÷èòè êîæíèé òèï òàêèõ ïó÷ê³â.

Ðîçâ’ÿçàí-
íÿ. Çàäàìî ïà-
ðàáîë³÷íó â’ÿç-
êó ê³ë ¿¿ ðàäè-
êàëüíèì öåíò-
ðîì Î (ìàë. 55).
Ïðîâåäåìî ÷å-
ðåç öþ òî÷êó
äîâ³ëüíó ïðÿìó
à ³ ââàæàòèìå-
ìî ¿¿ ðàäèêàëü-
íîþ â³ññþ ïàðà-
áîë³÷íîãî ïó÷-
êà, ÿêèé íàëå-
æèòü äàí³é â’ÿ-
çö³ ê³ë. Öå îçíà-
÷àº, ùî öüîìó
ïó÷êó íàëåæàòü
óñ³ êîëà, ÿê³ äî-
òèêàþòüñÿ äî
ïðÿìî¿ à â òî÷-
ö³ Î . Ë³í³ºþ
öåíòð³â öüîãî
ïó÷êà º ïðÿìà

b, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Î ³ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¿ à.
Íà ìàëþíêó 55 ïîáóäîâàíî äâà ïðåäñòàâíèêè öüîãî ïó÷êà — êîëà
ç öåíòðàìè Î

1
 ³ Î

2
. Çðîçóì³ëî, ùî äàíà â’ÿçêà ê³ë ì³ñòèòü ó ñîá³

áåçë³÷ ïàðàáîë³÷íèõ ïó÷ê³â ê³ë.
Ïðîâåäåìî òåïåð ÷åðåç òî÷êó Î äîâ³ëüíå êîëî ç öåíòðîì Î

3
³ îáåðåìî íà íüîìó äîâ³ëüíó òî÷êó Ê. Ïðÿìó ÎÊ ïðèéìåìî çà
ðàäèêàëüíó â³ñü åë³ïòè÷íîãî ïó÷êà ê³ë, êîæíå ç ÿêèõ ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êè Î òà Ê, à îòæå, íàëåæèòü çàäàí³é â’ÿçö³. Ë³í³ºþ öåíòð³â
öüîãî ïó÷êà º ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð ñ, ïðîâåäåíèé äî â³äð³çêà
ÎÊ. Ïðåäñòàâíèêàìè öüîãî ïó÷êà º êîëà ç öåíòðàìè Î

3
, Î

4
, Î

5
 íà

Ìàë. 55
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ìàëþíêó 55. Î÷åâèäíî, ùî äàíà â’ÿçêà ì³ñòèòü ó ñîá³ áåçë³÷ åë³-
ïòè÷íèõ ïó÷ê³â ê³ë.

², íàðåøò³, ïàðàáîë³÷íà â’ÿçêà ê³ë íå ìîæå ì³ñòèòè æîäíîãî
ã³ïåðáîë³÷íîãî ïó÷êà, îñê³ëüêè áóäü-ÿê³ äâà êîëà òàêîãî ïó÷êà íå
ìîæóòü ìàòè ñï³ëüíî¿ òî÷êè. n

Ïðèêëàä 9. ßê³ ïó÷êè ê³ë ìîæå ì³ñòèòè â ñîá³ ã³ïåðáîë³÷íà
â’ÿçêà ê³ë? Âèçíà÷èòè êîæíèé òèï òàêèõ ïó÷ê³â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàäàìî ã³ïåðáîë³÷íó â’ÿçêó ê³ë ¿¿ ðàäèêàëüíèì
öåíòðîì Î òà êîëîì ç öåíòðîì Î

1 
(ìàë. 56). Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ

öüîãî êîëà òî÷êà Î ïîâèííà áóòè çîâí³øíüîþ òî÷êîþ. Ïðîâåäåìî
äîòè÷íó ïðÿìó ÎÒ äî äàíîãî êîëà, äå ÷åðåç Ò ïîçíà÷åíî ¿õ òî÷êó
äîòèêó. Ñòåï³íü òî÷êè Î â³äíîñíî äàíîãî êîëà, à îòæå, â³äíîñíî
êîæíîãî êîëà â’ÿçêè, äîð³âíþº ÎÒ2. Êîëî S(O, OT), ùî îðòîãîíàëü-
íå äî äàíîãî êîëà ³ äî êîæíîãî êîëà â’ÿçêè (äèâ. ïðèêëàä 2 ç ï.1.4),
íàçèâàþòü ¿¿ áàçîâèì êîëîì. Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî äâà äîâ³ëüí³
êîëà çàäàíî¿ â’ÿçêè, ùî äîòèêàþòüñÿ â òî÷ö³, ÿêà íàëåæèòü áàçîâî-
ìó êîëó, âèçíà÷àþòü ó ö³é â’ÿçö³ ïàðàáîë³÷íèé ïó÷îê ê³ë. Íà ìàëþ-
íêó 56 öå êîëà ç öåíòðàìè, Î

2 
³ Î

3 
òàê³, ùî ïðÿìà Î

2
Î

3
 äîòèêàºòüñÿ

äî áàçîâîãî êîëà â òî÷ö³ Ð. Êîæíå ç öèõ äâîõ ê³ë îðòîãîíàëüíå äî
áàçîâîãî. Öþ æ âëàñòèâ³ñòü ìàº êîæíå êîëî, ùî íàëåæèòü âèçíà÷å-
íîìó íèìè ïàðàáîë³÷íîìó ïó÷êó ê³ë. Ïðÿì³ Î

2
Î

3 
òà ÎÐ º äëÿ íüîãî

ë³í³ºþ öåíòð³â òà ðàäèêàëüíîþ â³ññþ â³äïîâ³äíî.
Íåõàé òå-

ïåð êîëà ç
öåíòðàìè Î

3 
òà

Î
4 

íàëåæàòü
äàí³é â’ÿçö³ ê³ë
³ íå ìàþòü ñï³-
ëüíèõ òî÷îê.
Âîíè âèçíà÷à-
þòü ó â’ÿçö³ ã³-
ïåðáîë³÷íèé
ïó÷îê ê³ë, ë³í³-
ºþ öåíòð³â
ÿêîãî º ïðÿìà
Î

3
Î

4
, à ðàäèêà-

ëüíîþ â³ññþ —
ïðÿìà d, ùî
ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç òî÷êó Î ³
ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ïðÿ-
ìî¿ Î

3
Î

4
. Íå- Ìàë. 56
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âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâ³ëüí³ äâà êîëà äàíî¿ â’ÿçêè, ùî ìàþòü
äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè, âèçíà÷àþòü ó í³é åë³ïòè÷íèé ïó÷îê ê³ë (ïåðåêî-
íàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî òà íàêðåñë³òü â³äïîâ³äíèé ìàëþíîê).
Òàêèì ÷èíîì, ã³ïåðáîë³÷íà â’ÿçêà ê³ë ì³ñòèòü â ñîá³ íåñê³í÷åííó
ê³ëüê³ñòü ïó÷ê³â êîæíîãî ç òðüîõ ðîçãëÿíóòèõ òèï³â. n

Ïðèêëàä 10. Ã³ïåðáîë³÷íó â’ÿçêó ê³ë çàäàíî ¿¿ áàçîâèì êîëîì.
Ïîáóäóâàòè êîëî ö³º¿ â’ÿçêè, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè
À ³ Â, ÿêùî ïðÿìà ÀÂ íå ì³ñòèòü öåíòðó áàçîâîãî êîëà.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîáóäóºìî ñïî÷àòêó äîâ³ëüíå êîëî äàíî¿ â’ÿç-
êè, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó ³ç çàäàíèõ òî÷îê, íàïðèêëàä, ÷åðåç
òî÷êó À. Öåíòð áàçîâîãî êîëà ïîçíà÷èìî ÷åðåç Î ³ îáåðåìî íà
íüîìó òî÷êó Ò, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó 57. Ïðîâåäåìî ïðÿìó à,
ùî º ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ïðÿìî¿ ÎÒ, ³ ñåðåäèííèé ïåðïåíäè-
êóëÿð b äî â³äð³çêà ÀÒ. Êîëî S(O

1
, O

1
T), äå Î

1
 — òî÷êà ïåðåòèíó

ïðÿìèõ à ³ b, ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À, îðòîãîíàëüíå äî áàçîâîãî
êîëà, îòæå íàëåæèòü äàí³é â’ÿçö³. Íåõàé Ð — ùå îäíà ñï³ëüíà
òî÷êà â³äð³çêà ÎÀ ³ ïîáóäîâàíîãî êîëà S. Öÿ òî÷êà íàëåæèòü äî
áóäü-ÿêîãî êîëà â’ÿçêè, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À, çîêðåìà ³
äî øóêàíîãî êîëà ç öåíòðîì ó òî÷ö³ Õ, îñê³ëüêè =⋅OPOA

O
XCOT == 2 . Êîëî, ùî ïðîâåäåíî ÷åðåç òî÷êè À, Â, ³ Ð º øóêà-

íèì. n
Ðîçãëÿíåìî òåïåð åë³ïòè÷íó â’ÿçêó ç öåíòðîì Î ³ ïðèïóñòè-

ìî, ùî êîëî S ç öåíòðîì Î
1
 íàëåæèòü ö³é â’ÿçö³. Ó öüîìó ðàç³

Ìàë. 57
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òî÷êà Î ëåæèòü
âñåðåäèí³ öüîãî
êîëà ³ ¿¿ ñòåï³íü â³ä-
íîñíî íüîãî â³ä’ºì-
íà. ßê áóëî ïîêàçà-
íî ðàí³øå (äèâ. ìàë.

47), 2OACO
S −= , äå

õîðäà ÀÂ ì³ñòèòü
òî÷êó Î ³ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà äî ïðÿìî¿
ÎÎ

1
 (ìàë. 58). Ïî-

áóäóºìî êîëî Ï(Î,
ÎÀ) ³ ñêàæåìî, ùî
êîëî S ïåðåòèíàº
êîëî Ï ä³àìåòðà-
ëüíî (ó òî÷êàõ, ñè-
ìåòðè÷íèõ â³äíîñíî
öåíòðà Î). Êîëî Ï
íàçèâàþòü áàçîâèì
êîëîì åë³ïòè÷íî¿
â’ÿçêè. Ëåãêî áà÷è-
òè, ùî äîâ³ëüíå êîëî, ÿêå ïåðåòèíàº áàçîâå êîëî ä³àìåòðàëüíî,
íàëåæèòü äî åë³ïòè÷íî¿ â’ÿçêè. Ïîêàæåìî, ùî ³ áóäü-ÿêå êîëî
ö³º¿ â’ÿçêè ïåðåòèíàº áàçîâå êîëî Ï ä³àìåòðàëüíî. Äëÿ öüîãî
ïðèïóñòèìî, ùî êîëî Ð ç öåíòðîì Î

2
 íàëåæèòü â’ÿçö³ ³ ïåðåòèíàº

áàçîâå êîëî â òî÷êàõ Õ òà Ì. Íåõàé ïðîì³íü ÕÎ ïåðåòèíàº êîëî

Ð ó òî÷ö³ Ñ. Òîä³ 2AOOCXOCO
P −=⋅−= . Àëå ÎÕ = ÎÀ, çâ³äêè

âèïëèâàº, ùî ÎÑ = ÎÕ, òîáòî òî÷êà Ñ ëåæèòü íà áàçîâîìó êîë³.
Ó öüîìó ðàç³ î÷åâèäíî, ùî òî÷êè Ì ³ Ñ ñï³âïàäàþòü ³ º ñèìåòðè-
÷íèìè â³äíîñíî òî÷êè Î, ùî çàâåðøóº äîâåäåííÿ. Òàêèì ÷èíîì,
åë³ïòè÷íó â’ÿçêó ìîæíà âèçíà÷èòè ¿¿ áàçîâèì êîëîì. Îñê³ëüêè
âñ³ êîëà òàêî¿ â’ÿçêè ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ (êîæíà ïàðà ê³ë
ìàº ïî äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè), òî åë³ïòè÷íà â’ÿçêà ì³ñòèòü ëèøå åë³-
ïòè÷í³ ïó÷êè ê³ë.

Ïðèêëàä 11. Åë³ïòè÷íó â’ÿçêó ê³ë çàäàíî ¿¿ áàçîâèì êîëîì.
Ïîáóäóâàòè êîëî ö³º¿ â’ÿçêè, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç äâ³ äàí³ òî÷êè
À ³ Â, ÿêùî ïðÿìà ÀÂ íå ì³ñòèòü öåíòðó áàçîâîãî êîëà.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ö³ëêîì àíàëîã³÷íå äî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ïðèêëàäó 10, ³ ìè ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ïðîâåñòè éîãî ñàìî-
ñò³éíî. n
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. Çàäàíî äâà êîëà, êîæíå ç ÿêèõ ëåæèòü çîâí³ ³íøîãî. Äî íèõ
ïðîâåäåíî ÷îòèðè ñï³ëüí³ äîòè÷í³. Äîâåñòè, ùî ñåðåäèíè ¿õ
â³äð³çê³â, îáìåæåíèõ òî÷êàìè äîòèêó äî öèõ ê³ë, ëåæàòü íà
îäí³é ïðÿì³é.

2. Çàäàíî äâà êîëà ³ ïðÿìó. Íà ö³é ïðÿì³é ïîáóäóâàòè òàêó
òî÷êó, ùîá â³äð³çêè äîòè÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ÷åðåç íå¿ äî äàíèõ
ê³ë, îáìåæåí³ ö³ºþ òî÷êîþ ³ òî÷êàìè äîòèêó, áóëè ð³âíèìè.

3. ×åðåç äàíó òî÷êó ïðîâåñòè êîëî, ùî äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî
êîëà â äàí³é òî÷ö³.

4. Çàäàíî òðè êîëà, äâà ç ÿêèõ ìàþòü äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè, à òðåòº
— íå ìàº ç êîæíèì ç íèõ æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè. Íà òðåòüîìó
êîë³ ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó, ùîá â³äð³çêè äîòè÷íèõ, ïðîâåäå-
íèõ ÷åðåç íå¿ äî ïåðøèõ äâîõ äàíèõ ê³ë, îáìåæåí³ ö³ºþ òî÷-
êîþ ³ òî÷êàìè äîòèêó, áóëè ð³âíèìè.

5. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî íàëåæèòü ïó÷êó, ÿêèé çàäàíèé êîëîì ³
ðàäèêàëüíîþ â³ññþ.

6. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ³ íàëåæèòü
ïó÷êó, ÿêèé çàäàíèé êîëîì ³ ðàäèêàëüíîþ â³ññþ (äâîìà êî-
ëàìè). Íàêðåñëèòè ìàëþíêè äëÿ âèïàäê³â åë³ïòè÷íîãî, ïà-
ðàáîë³÷íîãî ³ ã³ïåðáîë³÷íîãî ïó÷ê³â.

7. Äâà äàíèõ êîëà íå ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê. Äîâåñòè, ùî ¿õ ðàäè-
êàëüíà â³ñü íå ìàº æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè ç êîæíèì ³ç íèõ.

8. ×è ìîæå ðàäèêàëüíèé öåíòð òðüîõ äàíèõ ê³ë íàëåæàòè êîæ-
íîìó ç íèõ? Íàêðåñë³òü ìàëþíîê.

9. Çàäàíî òðè êîëà. Ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó, ùîá â³äð³çêè äîòè-
÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ÷åðåç íå¿ äî äàíèõ ê³ë, îáìåæåí³ ö³ºþ òî÷-
êîþ ³ òî÷êàìè äîòèêó, áóëè ð³âíèìè.

10. Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî º îðòîãîíàëüíèì äî òðüîõ äàíèõ ê³ë.
11. Íàêðåñë³òü òðè êîëà òàê, ùîá ¿õ ðàäèêàëüíèé öåíòð ëåæàâ

óñåðåäèí³ êîæíîãî ç íèõ.
12. Äîâåä³òü, ùî öåíòðè ê³ë äîâ³ëüíîãî ïó÷êà ëåæàòü íà îäí³é

ïðÿì³é (ë³í³ÿ öåíòð³â ïó÷êà).
13. ßêùî ÿêåñü ç ê³ë ïó÷êà íå ìàº ç éîãî ðàäèêàëüíîþ â³ññþ

æîäíî¿ ñï³ëüíî¿ òî÷êè, òî áóäü-ÿêå êîëî öüîãî ïó÷êà òåæ ìàº
öþ âëàñòèâ³ñòü, ïðè÷îìó áóäü-ÿê³ äâà êîëà ïó÷êà íå ìàþòü
ñï³ëüíèõ òî÷îê. Äîâåñòè.

14. Ïîáóäóâàòè êîëî, ÿêå íàëåæèòü äî çàäàíîãî åë³ïòè÷íîãî (ïà-
ðàáîë³÷íîãî) ïó÷êà ³ äîòèêàºòüñÿ äî äàíîãî êîëà.
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15. Çàäàíî äâà êîëà, ùî ìàþòü äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè. Ïîáóäóâàòè ãåî-
ìåòðè÷íå ì³ñöå öåíòð³â ê³ë, îðòîãîíàëüíèõ äî êîæíîãî ç íèõ.

16. Ïåðåâ³ðèòè, ÷è íàëåæèòü áàçîâå êîëî åë³ïòè÷íî¿ â’ÿçêè äî
ö³º¿ â’ÿçêè. Â³äïîâ³äü îá´ðóíòóâàòè.

1.7. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó îáìåæåíèìè
çàñîáàìè

Ó ïîïåðåäí³õ ï³äðîçä³ëàõ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó
ô³ãóð ó ïëîùèí³ çàëó÷àëîñÿ äâà ³íñòðóìåíòè: öèðêóëü ³ ë³í³éêà.
Àëå ³ñíóþòü çàäà÷³, äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêèõ äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè
ëèøå îäèí ç öèõ ³íñòðóìåíò³â. Òàê, äëÿ ïîä³ëó äàíîãî êîëà íà
ø³ñòü ð³âíèõ ÷àñòèí àáî íà òðè ð³âí³ ÷àñòèíè äîñòàòíüî âèêîðèñ-
òàòè ëèøå öèðêóëü (âèêîíàéòå ñàìîñò³éíî ïîòð³áí³ ïîáóäîâè).
Ê³ëüê³ñòü òàêèõ çàäà÷ äîñèòü îáìåæåíà, îñê³ëüêè çà äîïîìîãîþ
ëèøå öèðêóëÿ íå ìîæíà ïîáóäóâàòè (íàêðåñëèòè) æîäíî¿ ïðÿìî¿,
à çà äîïîìîãîþ ëèøå ë³í³éêè — æîäíîãî êîëà àáî éîãî äóãè.

Ìîæëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ ë³í³éêè çíà÷íî çðîñòàþòü, ÿêùî
íà ïëîùèí³ çàäàíî (íàêðåñëåíî) ïåâíó äîïîì³æíó ô³ãóðó. Òàêè-
ìè ô³ãóðàìè ìîæóòü áóòè êâàäðàò, êîëî ç âêàçàíèì öåíòðîì,
ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ òà ³íø³. Ðîçãëÿíåìî äåê³ëüêà êîðèñ-
íèõ ïðèêëàä³â.

Ïðèêëàä 1. Çàäàíî äâ³ ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ a ³ b. Ïîä³ëèòè â³ä-
ð³çîê ÀÂ, ùî ëåæèòü íà ïðÿì³é a, íàâï³ë, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå
ë³í³éêó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Îáåðåìî äîâ³ëüíó òî÷êó Ñ òàê, ÿê âêàçàíî íà
ìàëþíêó 59, ³ ç’ºäíàºìî ¿¿ ç òî÷êàìè À ³ Â. Òî÷êà Ð — ñï³ëüíà
òî÷êà â³äð³çê³â ÀÅ òà ÂÒ. Òî÷êà Í, â ÿê³é ïðîì³íü ÑÐ ïåðåòèíàº
â³äð³çîê ÀÂ, ä³ëèòü éîãî íàâï³ë. Äîâåäåìî öå. Ä³éñíî, ç ïîä³áíî-
ñò³ äâîõ ïàð òðèêóòíèê³â ÀÍÑ ³ ÒÊÑ òà ÑÍÂ ³ ÑÊÅ âèïëèâàþòü
ð³âíîñò³

HBTKKEAH
KE

HB

CK

CH

TK

AH
⋅=⋅⇒== ,

à ç ïîä³áíîñò³ äâîõ ïàð òðèêóòíèê³â ÀÐÍ ³ ÅÐÊ òà ÍÐÂ ³ ÊÐÒ —
ð³âíîñò³

KEHBTKAH
KT

HB

PK

HP

KE

AH
⋅=⋅⇒== .

Òîä³ KETKHBTKKEAH ⋅=⋅ 22 , çâ³äêè ÀÍ = ÍÂ, ùî ³ ïîòð³áíî
áóëî äîâåñòè. n
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Öåé ïðèêëàä âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ áàãàòüîõ
çàäà÷ íà ïîáóäîâó, â ÿêèõ äîçâîëÿºòüñÿ êîðèñòóâàòèñÿ ëèøå ë³-
í³éêîþ.

Ïðèêëàä 2. Íà ïðÿì³é a çàäàíî â³äð³çîê ÀÂ ³ òî÷êó Í, ùî
ä³ëèòü éîãî íàâï³ë. ×åðåç äàíó òî÷êó Å, ÿêà íå ëåæèòü íà ö³é
ïðÿì³é, ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàºìî ìàëþíîê 59 ³ ì³ðêóâàííÿ, ùî
ïðîâåäåí³ ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³. Ëàíöþæîê ïîòð³áíèõ ïîáó-
äîâ âèãëÿäàº òàê: 1) íà ïðîìåíåâ³ ÂÅ îáèðàºìî äîâ³ëüíó òî÷êó Ñ,
ùî íå íàëåæèòü â³äð³çêó ÂÅ, ÿê âêàçàíî íà öüîìó ìàëþíêó; 2) áó-
äóºìî â³äð³çêè ÑÀ, ÑÍ ³ ÀÅ; 3) áóäóºìî ïðîì³íü ÂÐ, äå òî÷êà Ð º
òî÷êîþ ïåðåòèíó â³äð³çê³â ÑÍ ³ ÀÅ; 4) áóäóºìî ïðÿìó ÒÅ, äå Ò —
òî÷êà ïåðåòèíó ïðîìåíÿ ÂÐ ç â³äð³çêîì ÀÑ. Ïðÿìà ÒÅ º øóêà-
íîþ. Äîâåäåííÿ ïðîïîíóºìî ïðîâåñòè ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî. n

Çàóâàæèìî, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 1, íåâàæêî ïîä³-
ëèòè äàíèé â³äð³çîê ÀÂ íà 2n ð³âíèõ ÷àñòèí (n = 2, 3, 4,...), ÿêùî
çàäàíî ïðÿìó, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÀÂ.

Ïðèêëàä 3. Çàäàíî äâ³ ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ a ³ b. Ïîä³ëèòè â³ä-
ð³çîê ÀÂ, ùî ëåæèòü íà ïðÿì³é a, íà òðè ð³âí³ ÷àñòèíè, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó áóäóºìî òî÷êó Í, ùî ä³ëèòü â³äð³-
çîê ÀÂ íàâï³ë (ìàë. 60), ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó ïðèêëàä³ 1. Äàë³
áóäóºìî òî÷êó Î, ùî º òî÷êîþ ïåðåòèíó â³äð³çê³â ÒÍ òà ÀÅ. ²,
íàðåøò³, áóäóºìî òî÷êó Ì, ó ÿê³é ïðîì³íü ÑÎ ïåðåòèíàº ïðÿìó

a. Äîâåäåìî, ùî ABAM
3

1
= . Ïîçíà÷èìî òî÷êó ïåðåòèíó ïðîìå-

íÿ ÑÎ ç ïðÿìîþ b ÷åðåç S. Ç ïîä³áíîñò³ äâîõ ïàð òðèêóòíèê³â
ÒÎS ³ ÍÎÌ òà ÒÎÅ ³ ÍÎÀ âèïëèâàþòü íàñòóïí³ ð³âíîñò³:

Ìàë. 59

b

a
A H B

P

EKT

C

Ìàë. 60

b

a
A H B

P

EST

C

O

M
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AH

TE

OH

TO

MH

TS
== , çâ³äêè 

AH

TE

AMAH

TS
=

− .

Àíàëîã³÷íî, ðîçãëÿíóâøè ïàðè ïîä³áíèõ òðèêóòíèê³â ÒÑÅ ³

ÀÑÂ òà ÒÑS ³ ÀÑÌ, îäåðæóºìî ð³âíîñò³ 
AM

TS

AC

TC

AB

TE
== , çâ³äêè

âèïëèâàº, ùî 
AM

TS

AB

TE

AMAH

TS 22
==

−
, îòæå 2AH – 2AÌ = AÌ,

àáî ABAHAM
3
1

3
2

== . Äëÿ çàê³í÷åííÿ ïîáóäîâ äîñèòü ïîä³ëè-

òè â³äð³çîê ÌÂ íàâï³ë. n

Ïðèêëàä 4. Çàäàíî ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ a, b, â³äð³çîê ÀÂ, ùî
ëåæèòü íà ïðÿì³é a, ³ òî÷êó Í íà öüîìó â³äð³çêó, ïðè÷îìó

n

AB
AH = . Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, ïîáóäóâàòè òàêó òî÷-

êó Ì íà â³äð³çêó ÀÍ, ùî 
1+

=
n

AB
AM .

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äëÿ àíàë³çó âèêîðèñòàºìî ìàëþíîê 60, ïðèïó-
ñòèâøè, ùî òî÷êà Í çàäîâîëüíÿº óìîâ³ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³.
Òî÷êè Ñ, Ò, Å, Î, Ì ³ S áóäóºìî, ÿê ³ ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³.
Ïðè öüîìó òî÷êà Ì âèÿâëÿºòüñÿ øóêàíîþ. Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðå-
äíº äîâåäåííÿ, îäåðæèìî ð³âíîñò³

AM

nTS

AB

nTE

AMAH

TS
==

−
,

çâ³äêè nAH – nAÌ = AÌ, àáî AB
n

AH
n

n
AM

1

1

1 +
=

+
= . Ïðîïî-

íóºìî ÷èòà÷åâ³ âèêîíàòè ïîáóäîâó òî÷êè Ì äëÿ âèïàäêó n = 5. n

Ïðèêëàä 5. Çàäàíî ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ a, b ³ â³äð³çîê ÀÂ, ùî
ëåæèòü íà ïðÿì³é a. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, ïîáóäóâàòè
òàêó òî÷êó Ì íà ïðîìåíåâ³ ÀÂ, ùî AÌ = 2AB.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Îáåðåìî äîâ³ëüíó òî÷êó Ê òàê, ÿê âêàçàíî íà
ìàëþíêó 61 (ïîçà äàíèìè ïðÿìèìè) ³ ïðîâåäåìî ÷åðåç íå¿ ïðÿìó
ñ, ùî ïàðàëåëüíà äî êîæíî¿ ç öèõ ïðÿìèõ. Äëÿ öüîãî ìîæíà
âèêîðèñòàòè ïðèêëàäè 1 ³ 2: ñïî÷àòêó ïîä³ëèòè äàíèé â³äð³çîê
íàâï³ë (ïðèêëàä 1), ïîò³ì ïîáóäóâàòè ïðÿìó ñ (ïðèêëàä 2). Ö³
ïîáóäîâè ìè òóò îïóñêàºìî. Äàë³ áóäóºìî â³äð³çêè ÀÊ ³ ÂÊ òà
òî÷êè ¿õ ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ b: Ð ³ Í â³äïîâ³äíî. Áóäóºìî òî÷êó Ò,
â ÿê³é ïðîì³íü ÂÐ ïåðåòèíàº ïðÿìó ñ. Òî÷êà Ì, â ÿê³é ïðîì³íü
ÒÍ ïåðåòèíàº ïðÿìó a, º øóêàíîþ òî÷êîþ. Äîâåäåìî öå, ðîçãëÿ-
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íóâøè äâ³ ïàðè ïîä³á-
íèõ òðèêóòíèê³â ÀÊÂ ³
ÐÊÍ òà ÂÒÌ ³ ÐÒÍ. ×å-
ðåç h òà g ïîçíà÷èìî
â³äñòàí³ ì³æ ïðÿìèìè a
³ ñ òà ïðÿìèìè b ³ ñ
â³äïîâ³äíî. Òîä³ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ìàéæå î÷å-
âèäí³ ð³âíîñò³

PH

BM

g

h

PH

AB
== ,

ç ÿêèõ âèïëèâàº, ùî
AB = BM, ùî çàê³í÷óº
äîâåäåííÿ. n

Íåâàæêî çðîçóì³òè, ùî àíàëîã³÷íèì ñïîñîáîì ìîæíà áóëî
á ïîáóäóâàòè òàêó òî÷êó Ì, ùî AM = nAB äëÿ äîâ³ëüíîãî ö³ëîãî
÷èñëà n.

Ïðèêëàä 6. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, ÷åðåç äàíó òî÷êó
À ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿ b, ÿêùî â ïëîùèí³
çàäàíî êâàäðàò ÂÑÒÅ.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé çàäàíà ïðÿìà b íå ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿
ÒÅ (ìàë. 62). Ñïî÷àòêó áóäóºìî òî÷êè Ê ³ Ì ïåðåòèíó ïðÿìèõ

ÂÅ ³ ÑÒ ç ïðÿìîþ b â³äïîâ³äíî. Äàë³,
âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 1, áóäóº-
ìî òî÷êó Ã, ùî ä³ëèòü â³äð³çîê ÂÅ
íàâï³ë, ³ òî÷êó Î, ùî º òî÷êîþ ïå-
ðåòèíó â³äð³çê³â ÂÒ ³ ÑÅ. Ï³ñëÿ öüî-
ãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 2, ÷å-
ðåç òî÷êó Î ïðîâîäèìî ïðÿìó ñ,
ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÂÅ. Î÷å-
âèäíî, ùî òî÷êà Í ïåðåòèíó ïðÿ-
ìèõ b ³ ñ º ñåðåäèíîþ â³äð³çêà ÊÌ.
Çàñòîñóâàâøè ùå ðàç ïðèêëàä 2,
÷åðåç òî÷êó À ïðîâîäèìî ïðÿìó,
ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ b. n

Ïðèêëàä 7. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ëèøå ë³í³éêó, ÷åðåç äàíó òî÷êó À
ïðîâåñòè ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî
äàíî¿ ïðÿìî¿ b, ÿêùî â ïëîùèí³ çà-
äàíî êâàäðàò ÂÑÒÅ.

Ìàë. 62

b
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Ìàë. 61

b

a A

H

B

P

M
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê,
êîëè çàäàíà ïðÿìà íå ïàðàëåëüíà äî æîä-
íî¿ ç ñòîð³í äàíîãî êâàäðàòà. Áóäóºìî òî-
÷êè Ã ³ Î, ÿê ³ â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³
(ìàë. 63). Ï³ñëÿ öüîãî, âèêîðèñòàâøè ïðè-
êëàä 2, ïðîâîäèìî ÷åðåç òî÷êó Î ïðÿìó
a, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ b. Íåõàé ïðÿìà
a ïåðåòèíàº â³äð³çêè ÑÂ ³ ÒÅ â òî÷êàõ Ð ³
Ê â³äïîâ³äíî ³ ö³ òî÷êè íå ñï³âïàäàþòü ç
âåðøèíàìè äàíîãî êâàäðàòà. Âèêîðèñòà-
âøè ïðèêëàä 2, ÷åðåç òî÷êó Ê ïðîâîäèìî
ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ ÂÅ. Íåõàé
ïîáóäîâàíà ïðÿìà ïåðåòèíàº ïðÿìó ÂÑ ó
òî÷ö³ Ì. Áóäóºìî ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó Ì ³ ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¿ ÂÒ,
â³ä ïåðåòèíó ÿêî¿ ç â³äð³çêîì ÑÒ îäåðæóºìî òî÷êó Í. Ïðÿìà ÍÎ
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¿ a, îòæå, ³ äî ïðÿìî¿ b. Äëÿ äîâåäåí-
íÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü îá´ðóíòóâàòè ð³âí³ñòü òðèêóò-
íèê³â ÎÑÍ ³ ÎÒÊ, çâ³äêè âèïëèâàòèìå ð³âí³ñòü êóò³â ÍÎÑ ³ ÒÎÊ.
Òîä³ êóò ÍÎÊ äîð³âíþº ñóì³ êóò³â ÍÎÒ òà ÍÎÑ, òîáòî º ïðÿìèì
êóòîì. Òåïåð çàëèøàºòüñÿ ÷åðåç òî÷êó À ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëå-
ëüíó äî ïðÿìî¿ ÎÍ, çíîâ âèêîðèñòàâøè ïðèêëàä 2. Ïîáóäîâàíà
ïðÿìà º øóêàíîþ. n

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêàõ, êîëè çàäàíà ïðÿìà ïàðàëåëüíà
äî ñòîðîíè äàíîãî êâàäðàòà, àáî òî÷êè Ð ³ Ê ñï³âïàäàþòü ç éîãî
âåðøèíàìè, ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ëèøå ñïðîùóºòüñÿ. Ðåêîìåíäó-
ºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî ðîçãëÿíóòè ö³ âèïàäêè.

Îñîáëèâèé ³íòåðåñ âèêëèêàº ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáó-
äîâó ô³ãóð ó ïëîùèí³ çà äîïîìîãîþ ëèøå ë³í³éêè, ÿêùî â ö³é
ïëîùèí³ ïîáóäîâàíî êîëî ç öåíòðîì. Ðîçãëÿíåìî äåê³ëüêà â³äïî-
â³äíèõ ïðèêëàä³â.

Ïðèêëàä 8. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, ÷åðåç äàíó òî÷êó
À ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî äàíî¿ ïðÿìî¿ b, ÿêùî â ïëîùèí³
çàäàíî êîëî S(O, OB).

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé çàäàíà ïðÿìà b íå ìàº ñï³ëüíèõ òî÷îê ç
êîëîì S(O, OB) (ìàë. 64). Ñïî÷àòêó áóäóºìî äâà äîâ³ëüí³ ä³àìåò-
ðè ÂÒ ³ ÑÅ öüîãî êîëà. Î÷åâèäíî, ùî ô³ãóðà ÑÒÅÂ — ïðÿìîêóò-
íèê, îòæå, éîãî ïðîòèëåæí³ ñòîðîíè ëåæàòü íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ìèõ. Îáèðàºìî ïàðó ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í ïîáóäîâàíîãî ïðÿìîêó-
òíèêà, ÿê³ ëåæàòü íà ïðÿìèõ, ùî íå ïàðàëåëüí³ äî ïðÿìî¿ b,
íàïðèêëàä, ñòîðîíè ÂÅ ³ ÑÒ. Áóäóºìî òî÷êè Ê ³ Ì ïåðåòèíó
ïðÿìèõ ÂÅ ³ ÑÒ â³äïîâ³äíî ç ïðÿìîþ b. Ïîäàëüø³ ïîáóäîâè
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àíàëîã³÷í³ äî ïîáóäîâ, çä³éñíåíèõ
ó ïðèêëàä³ 6. Ðåêîìåíäóºìî ÷è-
òà÷åâ³ ¿õ âèêîíàòè. Âèïàäêè, êîëè
ïðÿìà b ìàº ç äàíèì êîëîì îäíó
àáî äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè, ïðîïîíóº-
ìî ðîçãëÿíóòè ñàìîñò³éíî. n

Ïðèêëàä 9. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ëèøå ë³í³éêó, ÷åðåç äàíó òî÷êó À
ïðîâåñòè ïðÿìó, ùî ïåðïåíäèêóëÿð-
íà äî äàíî¿ ïðÿìî¿ b, ÿêùî â ïëîùè-
í³ çàäàíî êîëî S(O, OB).

Ðîçâ’ÿçàííÿ. ßêùî â çàäàíå
êîëî âïèñàòè äîâ³ëüíèé êâàäðàò, òî
ïîäàëüø³ ïîáóäîâè ìîæíà âèêîíà-
òè òàê, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó ïðè-
êëàä³ 7. Î÷åâèäíî, ùî ïîáóäîâà
öüîãî êâàäðàòó çâîäèòüñÿ äî ïîáó-
äîâè äâîõ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íèõ ä³àìåòð³â äàíîãî êîëà. Äëÿ öüî-
ãî áóäóºìî ñïî÷àòêó ä³àìåòð ÂÒ ³,
îáðàâøè äîâ³ëüíó òî÷êó Ì íà äà-
íîìó êîë³, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó
65, ïðîâîäèìî ÷åðåç íå¿, âèêîðèñ-
òàâøè ïðèêëàä 2, ïðÿìó à, ïàðàëå-
ëüíó äî ïðÿìî¿ ÂÒ. Íåõàé Ê — ñï³-
ëüíà òî÷êà ïðÿìî¿ à òà äàíîãî êîëà,
ùî íå ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ Ì. Ëåãêî
áà÷èòè, ùî ô³ãóðà ÂÌÊÒ º ð³âíî-
á³÷íîþ òðàïåö³ºþ. Òîä³ ïðÿìà ÎÍ,
äå ÷åðåç Í ïîçíà÷åíî òî÷êó ïåðå-
òèíó ä³àãîíàëåé ö³º¿ òðàïåö³¿, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¿ ÂÒ. Ïîáó-
äóâàâøè òî÷êè Ñ ³ Å ïåðåòèíó ïðÿ-

ìî¿ ÎÍ ç äàíèì êîëîì, îäåðæóºìî éîãî ä³àìåòð ÑÅ. Îòæå, ÂÒ ³
ÑÅ — øóêàí³ ä³àìåòðè, òîáòî, ô³ãóðà ÂÑÒÅ — êâàäðàò. n

Ïðèêëàä 10. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, âïèñàòè ó çàäà-
íå êîëî S(O, OB) ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó (ìàë. 66) áóäóºìî äîâ³ëüíó ïàðó âçà-
ºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ä³àìåòð³â ÂÒ ³ ÑÅ äàíîãî êîëà, ÿê öå
áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³. Ïîò³ì, âèêîðèñòîâóþ÷è
ïðèêëàä 2, áóäóºìî äîâ³ëüíó ïðÿìó b, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ ÑÅ,
ÿêà ì³ñòèòü â³äð³çîê ÑÅ, ñåðåäèíîþ ÿêîãî º òî÷êà Î. Ï³ñëÿ öüîãî,
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âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 1, áóäóº-
ìî òî÷êó Ð, ÿêà ä³ëèòü â³äð³çîê
ÎÅ íàâï³ë. Çíîâ, âèêîðèñòîâóþ÷è
ïðèêëàä 2, áóäóºìî ïðÿìó ñ, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Ð ³ ïàðàëå-
ëüíà äî ïðÿìî¿ ÂÒ. Ïîçíà÷èìî òî-
÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ ñ ç äàíèì
êîëîì ÷åðåç Ì ³ Ê. Òðèêóòíèê
ÌÑÊ — øóêàíèé. Ïðîïîíóºìî
÷èòà÷åâ³ äîâåñòè îñòàííº òâåð-
äæåííÿ ³ ñàìîñò³éíî âèêîíàòè âñ³
äîïîì³æí³ ïîáóäîâè. n

Ïèòàííÿ, ùî ïîâ’ÿçàí³ ³ç çà-
ñòîñóâàííÿì ëèøå ë³í³éêè äî ðîç-
â’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ô³ãóð ó ïëîùèí³, çàö³êàâèëè ìàòå-
ìàòèê³â ùå ó XVII ñòîë³òò³. Íàéá³ëüø ïîâí³ äîñë³äæåííÿ ó ö³é
ãàëóç³ áóëè ïðîâåäåí³ øâåéöàðñüêèì ìàòåìàòèêîì ß.Øòåéíåðîì
(1796-1863), ÿêèé íàâ³â äîñòàòí³ óìîâè ðîçâ’ÿçàíîñò³ çà äîïîìî-
ãîþ ëèøå ë³í³éêè áóäü-ÿêî¿ çàäà÷³ íà ïîáóäîâó, ùî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ
çà äîïîìîãîþ ë³í³éêè òà öèðêóëÿ. Ùîá íå âíîñèòè çì³í äî àêñ³î-
ìàòèêè, çàïðîïîíîâàíî¿ ó ï³äðîçä³ë³ 1.1 ö³º¿ êíèæêè, ðåçóëüòàò
Øòåéíåðà ìè ñôîðìóëþºìî ó âèãëÿä³ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî íà ïëîùèí³ íàêðåñëåíî äîâ³ëüíå êîëî S(O, OB)
³ éîãî öåíòð, òî áóäü-ÿêà çàäà÷à íà ïîáóäîâó ô³ãóðè, ùî ñêëàäà-
ºòüñÿ ç ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ òî÷îê, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ
öèðêóëÿ òà ë³í³éêè, ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ëèøå
ë³í³éêè.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî çàäàí³ â óìîâ³ áóäü-
ÿêî¿ çàäà÷³ ô³ãóðè (ô³ãóðà) çã³äíî ç àêñ³îìîþ 1 ï³äðîçä³ëó 1.1 º
ïîáóäîâàíèìè, à îòæå, çã³äíî ç àêñ³îìîþ 7 öüîãî æ ï³äðîçä³ëó,
íàêðåñëåí³ çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ë³í³éêè. Òàêèì ÷èíîì, çà-
äàí³ ô³ãóðè (ô³ãóðà) º îá’ºäíàííÿì ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ ê³ë, äóã
ê³ë, ïðÿìèõ, ïðîìåí³â, â³äð³çê³â òà ñê³í÷åíî¿ ìíîæèíè òî÷îê, ÿê³
¿ì íå íàëåæàòü. Íàãàäàºìî, ùî ïîáóäîâà øóêàíî¿ ô³ãóðè çà äî-
ïîìîãîþ öèðêóëÿ ³ ë³í³éêè çâîäèòüñÿ äî ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ íàé-
ïðîñò³øèõ ïîáóäîâ à)-æ) ç ï³äðîçä³ëó 1.1. Ïðè öüîìó ïîáóäîâè
á), ã), ä) çà äîïîìîãîþ ëèøå ë³í³éêè çä³éñíèòè íåìîæëèâî. Òîìó
ââåäåìî íîâå ïîíÿòòÿ “â³äîìå êîëî”. Òàê íàçèâàòèìåìî êîëî,
öåíòð ÿêîãî ³ â³äð³çîê, ùî äîð³âíþº ðàä³óñó, ïîáóäîâàíî. Ó öüî-
ìó ðàç³ ñë³ä ïîêàçàòè, ùî â óìîâàõ òåîðåìè 1 çà äîïîìîãîþ ëèøå
ë³í³éêè ìîæíà ïîáóäóâàòè:

1) òî÷êó, ùî íàëåæèòü â³äîìîìó êîëó (çàäà÷à 1);
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2) òî÷êè ïåðåòèíó â³äîìîãî êîëà ç ïîáóäîâàíîþ ïðÿìîþ, ÿêùî
òàê³ òî÷êè ³ñíóþòü (çàäà÷à 2);

3) òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ â³äîìèõ ê³ë, ÿêùî òàê³ òî÷êè ³ñíóþòü
(çàäà÷à 3);

4) òî÷êó, ùî íå íàëåæèòü äî îá’ºäíàííÿ ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³
ïîáóäîâàíèõ òî÷îê, ïîáóäîâàíèõ ïðÿìèõ òà â³äîìèõ ê³ë (çà-
äà÷à 4).

Ðîçïî÷íåìî ç ïåðøî¿
çàäà÷³. Íåõàé â³äîìå êî-
ëî âèçíà÷åíî öåíòðîì Å
òà â³äð³çêîì ÀÑ, ùî äî-
ð³âíþº éîãî ðàä³óñó
(ìàë. 67). Çàäà÷à çâîäèòü-
ñÿ äî ïîáóäîâè ïàðàëå-
ëîãðàìà ÅÀÑÊ, îñê³ëüêè
â öüîìó ðàç³ òî÷êà Ê ëå-
æàòèìå íà â³äîìîìó êîë³.

Ïðîâîäèìî ïðÿì³ ÀÅ òà ÀÑ, ï³ñëÿ ÷îãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä
8, áóäóºìî ïðÿìó à, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Å ³ ïàðàëåëüíà äî
ïðÿìî¿ ÀÑ, ³ ïðÿìó b, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Ñ ³ ïàðàëåëüíà äî
ïðÿìî¿ ÀÅ. Òî÷êà Ê ïåðåòèíó ïðÿìèõ à ³ b º øóêàíîþ.

Ðîçâ’ÿæåìî äðóãó çàäà÷ó. Íåõàé, ÿê ³ ðàí³øå, â³äîìå êîëî
âèçíà÷åíî öåíòðîì Å òà â³äð³çêîì ÀÑ, ùî äîð³âíþº éîãî ðàä³óñó
(ìàë. 68), ³ â³äîìî, ùî ïîáóäîâàíà ïðÿìà à ïåðåòèíàº öå êîëî ó
äâîõ òî÷êàõ. Ïîáóäóºìî ö³ òî÷êè â ïðèïóùåíí³, ùî â³äîìå êîëî
òà êîëî S(O, OB) ìàþòü çîâí³øí³é öåíòð ãîìîòåò³¿. Ïîáóäóâàâ-
øè ïàðàëåëîãðàì ÅÐÀÑ (äèâ. çàäà÷ó 1), îäåðæóºìî òî÷êó Ð íà
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â³äîìîìó êîë³. Ìàþ÷è ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ ÀÑ ³ ÐÅ òà âèêîðèñòîâó-
þ÷è ïðèêëàäè 1, 2, ïðîâîäèìî ÷åðåç òî÷êó Î ïðÿìó ñ, ïàðàëåëü-
íó äî ïðÿìî¿ ÐÅ. Áóäóºìî òî÷êó Ð

1
, ùî íàëåæèòü ïðÿì³é ñ òà

êîëó S(O, OB), ãîìîòåòè÷íó ç òî÷êîþ Ð â³äíîñíî çîâí³øíüîãî
öåíòðó ãîìîòåò³¿ ðîçãëÿäóâàíèõ ê³ë. Â³ä ïåðåòèíó ïðÿìèõ ÎÅ òà
ÐÐ

1 
îäåðæóºìî òî÷êó Ê, ùî º âêàçàíèì öåíòðîì ãîìîòåò³¿. Îáåðå-

ìî äîâ³ëüíó òî÷êó Ò íà ïðÿì³é à ³ ïðîâåäåìî ïðÿì³ ÊÒ ³ ÅÒ.
Ïîò³ì çàçíà÷åíèì âèùå ñïîñîáîì ÷åðåç òî÷êó Î ïðîâåäåìî ïðÿ-
ìó å, ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ ÅÒ. Òî÷êà Ò

1
 ïåðåòèíó ïðÿìèõ ÊÒ ³ å

º ãîìîòåòè÷íîþ ç òî÷êîþ Ò. Ïðîâ³âøè ÷åðåç òî÷êó Ò
1
 ïðÿìó b,

ïàðàëåëüíó äî ïðÿìî¿ à, îäåðæèìî äâ³ ãîìîòåòè÷í³ ïðÿì³ à ³ b.
Òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ b ç êîëîì S(O, OB) ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ã òà
D. Áóäóºìî òî÷êè X òà Y ïåðåòèíó ïðÿìèõ ÊÃ òà KD ç ïðÿìîþ à
â³äïîâ³äíî. Ö³ òî÷êè º øóêàíèìè.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó â³äñóòíîñò³ ó äâîõ ðîçãëÿäóâàíèõ
ê³ë çîâí³øíüîãî öåíòðó ãîìîòåò³¿, ñë³ä âèêîðèñòàòè ¿õ âíóòð³ø-
í³é öåíòð ãîìîòåò³¿. Ïîïðîáóéòå ñàìîñò³éíî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê,
êîëè òî÷êè Î ³ Å ñï³âïàäàþòü.

Çàäà÷ó 3 çâåäåìî äî ïîáóäîâè ðàäèêàëüíî¿ îñ³ äâîõ â³äîìèõ
ê³ë S

1
(Î

1
, Î

1
Ì) òà S

2
(Î

2
,
 
Î

2
N), ïðèïóñòèâøè, ùî òî÷êè M òà N íà

öèõ êîëàõ ïîáóäîâàíî, ïðèíàéìí³ îäíà ç íèõ íå ëåæèòü íà ïðÿ-
ì³é Î

1
Î

2
, ³ ùî ö³ êîëà ìàþòü äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè (ìàë. 69). Ó ï³ä-

ðîçä³ë³ 1.6 áóëî ïîêàçàíî, ùî ðàäèêàëüíà â³ñü äâîõ ê³ë, ùî ìà-
þòü äâ³ ñï³ëüí³ òî÷êè, ïðîõîäèòü ÷åðåç êîæíó ç íèõ ³ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà äî ë³í³¿ öåíòð³â öèõ ê³ë. Òîìó, ÿêùî âêàçàíà ðàäèêàëüíà
â³ñü áóäå ïîáóäîâàíà, òî çàäà÷à çâåäåòüñÿ äî ïîïåðåäíüî¿: ïîáó-
äóâàòè òî÷êè ïåðåòèíó â³äîìîãî êîëà ç ïîáóäîâàíîþ ïðÿìîþ.
Öèì â³äîìèì êîëîì ìîæå áóòè áóäü-ÿêå ç ê³ë S

1
(Î

1
, Î

1
Ì), S

2
(Î

2
,

Î
2
N). Á³ëüøå òîãî, äîñèòü ïîáóäóâàòè ëèøå îäíó òî÷êó âêàçàíî¿

ðàäèêàëüíî¿ îñ³, îñê³ëüêè, ïðîâ³âøè ÷åðåç öþ òî÷êó ïåðïåíäèêó-
ëÿð äî ïðÿìî¿ Î

1
Î

2 
(ïðèêëàä 9), îäåðæèìî öþ â³ñü. Ïîáóäóºìî

ñïî÷àòêó òî÷êó Ð,
ÿêà ä³ëèòü â³äð³çîê
NM íàâï³ë (çàïðîïî-
íóéòå ñàìîñò³éíî
äëÿ öüîãî ëàíöþæîê
ïîáóäîâ). Ïîò³ì áó-
äóºìî ïðÿì³ Î

1
Ð òà

Î
2
Ð, ï³ñëÿ ÷îãî, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ïðè-
êëàä 9, ÷åðåç òî÷êó
Ì ïðîâîäèìî ïðÿìó
ñ, ïåðïåíäèêóëÿðíó Ìàë. 69
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äî ïðÿìî¿ Î
1
Ð, à ÷åðåç òî÷êó N — ïðÿìó b, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî

ïðÿìî¿ Î
2
Ð. Òî÷êà Ò ïåðåòèíó ïðÿìèõ b ³ ñ íàëåæèòü äî ðàäèêà-

ëüíî¿ îñ³ ê³ë S
1
(Î

1
, Î

1
Ì) òà S

2
(Î

2
, Î

2
N). Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíà-

òèñÿ, âðàõóâàâøè, ùî òî÷êà Ò º ðàäèêàëüíèì öåíòðîì öèõ äâîõ
ê³ë ³ êîëà ç öåíòðîì ó òî÷ö³ Ð, ðàä³óñîì ÿêîãî º â³äð³çîê ÐM.

Çàëèøàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó 4. Íåõàé ïîáóäîâàíî n ïðÿ-
ìèõ, k òî÷îê ³ m ê³ë º â³äîìèìè. Îáåðåìî äîâ³ëüíî òî÷êó À, ÿêà
íå íàëåæèòü æîäí³é ç n ïîáóäîâàíèõ ïðÿìèõ (äëÿ öüîãî íå ïî-
òð³áíî êðåñëÿðñüêèõ ³íñòðóìåíò³â), ³ ïðîâåäåìî ÷åðåç öþ òî÷êó ³
äîâ³ëüíó òî÷êó Â ïðÿìó à. Çðîçóì³ëî, ùî öÿ ïðÿìà íå íàëåæèòü
äî ìíîæèíè n ïîáóäîâàíèõ ïðÿìèõ. Íà í³é ìîæóòü ëåæàòè äåÿê³
ç ïîáóäîâàíèõ k òî÷îê ³ òî÷êè ïåðåòèíó ç äàíèìè ïðÿìèìè. Êð³ì
âêàçàíèõ òî÷îê, îáåðåìî íà ïðÿì³é à ùå 2m + 1 òî÷êó. Õî÷ îäíà
ç íèõ íå ëåæèòü íà æîäíîìó ç â³äîìèõ ê³ë ³ çàäîâîëüíÿº óìîâó
çàäà÷³ 4. Òåîðåìó 1 äîâåäåíî. n

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ íà ïîáóäîâó çà äî-
ïîìîãîþ ëèøå ë³í³éêè íå ñë³ä ðîçâ’ÿçóâàòè ¿õ ñïî÷àòêó çà äîïî-
ìîãîþ ë³í³éêè ³ öèðêóëÿ, à ïîò³ì êîæíó åëåìåíòàðíó ïîáóäîâó ç
îäåðæàíîãî ëàíöþæêà ïîáóäîâ íàìàãàòèñÿ âèêîíàòè çà äîïîìî-
ãîþ ëèøå ë³í³éêè. Öå íå º ðàö³îíàëüíèì øëÿõîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ
çàäà÷³, íà ùî âêàçóþòü ïðèêëàäè 1-10.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó ç
âèêîðèñòàííÿì ëèøå öèðêóëÿ. Ðîçïî÷íåìî ç äâîõ âàæëèâèõ
ïðèêëàä³â.

Ïðèêëàä 11. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå öèðêóëü, ïîáóäóâàòè òî-
÷êó, ùî ä³ëèòü íàâï³ë äóãó ÀÂ äàíîãî êîëà S(O, OB).

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Î÷åâèäíèì ÷èíîì áóäóºìî òî÷êó Ñ, ùî º âåð-
øèíîþ ïàðàëåëîãðàìà ÀÂÎÑ, ³ òî÷êó D, ùî º âåðøèíîþ ïàðàëå-
ëîãðàìà ÀÂDÎ, ÿê âêàçàíî íà ìàëþíêó 70. Îäíó ç òî÷îê ïåðåòè-

íó ê³ë Ã
1
(Ñ, ÑÂ) ³ Ã

2
(D, AD) ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Å. Òî÷êà F ïåðåòèíó
êîëà Ã(Ñ, ÎÅ) ç äàíîþ äóãîþ ÀÂ º
øóêàíîþ òî÷êîþ. Ä³éñíî, ç âëàñòè-
âîñòåé ïàðàëåëîãðàìà âèïëèâàþòü
ð³âíîñò³ 2ÀÂ2 + 2ÀC2 = ÀO2 + CÂ2,
CÂ2 = 2ÀÂ2 + r2, äå r — äîâæèíà ðà-
ä³óñà äàíîãî êîëà. Îñê³ëüêè ïðÿì³
ÀÂ ³ ÎÅ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³,
òî OE2 = CÂ2 – ÀÂ2 + r2. Çâ³äñè âè-
ïëèâàº ð³âí³ñòü CF2 = OC2  + OF2 ,
òîáòî, ïðÿìà ÎF ïåðïåíäèêóëÿðíà
äî ïðÿìî¿ ÀÂ, ùî çàâåðøóº äîâå-
äåííÿ.

E

F
A B

O DC

Ìàë. 70
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Ñïðîáóéòå ñàìîñò³éíî ðîçâ’ÿçàòè öþ çàäà÷ó, ÿêùî òî÷êè À ³
Â º ê³íöÿìè ä³àìåòðà äàíîãî êîëà. n

Ïðèêëàä 12. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå öèðêóëü, ïîáóäóâàòè òàê³
òî÷êè À ³ Â, ùîá ñïðàâäæóâàëàñü ð³âí³ñòü a : b = c : ÀÂ, äå a, b, c
— äîâæèíè äàíèõ â³äð³çê³â.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Áóäóºìî äâà êîí-
öåíòðè÷í³ êîëà S ³ S

1
 (ìàë. 71) ç

öåíòðîì Î, ðàä³óñè ÿêèõ ìàþòü äî-
âæèíè à ³ b (ïðèïóñòèìî, ùî à > b).
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî à = b, òî çà-
äà÷à ñòàº òðèâ³àëüíîþ. Îáèðàºìî
äîâ³ëüíó òî÷êó À

1 
íà êîë³ S á³ëüøî-

ãî ðàä³óñà ³ áóäóºìî êîëà Ã(À
1
, À

1
À)

òà Ô(À
1
, À

1
Â

1
), äå À

1
Â

1
 = ñ, à â³äð³-

çîê À
1
À îáèðàºòüñÿ äîâ³ëüíî ç ò³ºþ

óìîâîþ, ùî êîëà Ã òà S
1 
ïåðåòèíà-

þòüñÿ â òî÷ö³ À. Òî÷êó ïåðåòèíó
ê³ë S òà Ô ïîçíà÷èìî ÷åðåç Â

1
. Áó-

äóºìî êîëî G(B
1
, AA

1
) ³ òî÷êó Â ïåðåòèíó éîãî ç êîëîì S

1
.

Òî÷êè À ³ Â º øóêàíèìè. Ä³éñíî, ç ð³âíîñò³ òðèêóòíèê³â ÀÎÀ
1 
³

ÂÎÂ
1
 âèïëèâàº ð³âí³ñòü êóò³â ÂÎÂ

1 
òà ÀÎÀ

1
, à îòæå, êóò³â À

1
ÎÂ

1
òà ÀÎÂ. Òàêèì ÷èíîì, òðèêóòíèêè À

1
ÎÂ

1 
òà ÀÎÂ ïîä³áí³. Ïðèð³-

âíþþ÷è â³äíîøåííÿ äîâæèí ¿õ â³äïîâ³äíèõ ñòîð³í, îäåðæóºìî,
ùî a : b = c : ÀÂ, ùî ³ ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè. Ïðîïîíóºìî ÷èòà-
÷åâ³ ñàìîñò³éíî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè êîëà S òà Ô íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ. n

Äàòñüêèé ãåîìåòð Ãåîðã Ìîð (1640-1697) òà ³òàë³éñüêèé ãåî-
ìåòð Ëîðåíöî Ìàñêåðîí³ (1750-1800) ïîêàçàëè, ùî áóäü-ÿêó çàäà÷ó
íà ïîáóäîâó, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ë³í³éêè,
ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ. Ñôîðìóëþºìî íà-
ñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå íàçèâàþòü òåîðåìîþ Ìîðà-Ìàñêåðîí³.

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêà çàäà÷à íà ïîáóäîâó ô³ãóðè, ùî ñêëàäàºòü-
ñÿ ç ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ òî÷îê, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ öèð-
êóëÿ òà ë³í³éêè, ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ³äåÿ äîâåäåííÿ ö³º¿
òåîðåìè òàêà æ ñàìà, ÿê ³äåÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïîáóäîâè à),
â), ã) ç ï³äðîçä³ëó 1.1. çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ çä³éñíèòè
íåìîæëèâî. Òîìó ââåäåìî íîâå ïîíÿòòÿ “â³äîìà ïðÿìà”. Òàê
íàçèâàòèìåìî ïðÿìó, äâ³ òî÷êè ÿêî¿ ïîáóäîâàíî. Â³äð³çîê íàçè-
âàòèìåìî “â³äîìèì”, ÿêùî ïîáóäîâàíî éîãî ê³íö³, à ïðîì³íü —
ÿêùî ïîáóäîâàíî éîãî ïî÷àòîê ³ ùå áóäü-ÿêó éîãî òî÷êó. Äëÿ

Ìàë. 71
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äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî çà äîïîìîãîþ ëèøå öèð-
êóëÿ ìîæíà ïîáóäóâàòè:

1) òî÷êó, ùî íàëåæèòü â³äîì³é ïðÿì³é (çàäà÷à 1);
2) òî÷êè ïåðåòèíó ïîáóäîâàíîãî êîëà ç â³äîìîþ ïðÿìîþ, ÿêùî

òàê³ òî÷êè ³ñíóþòü (çàäà÷à 2);
3) òî÷êó ïåðåòèíó äâîõ â³äîìèõ ïðÿìèõ, ÿêùî òàêà òî÷êà ³ñíóº

(çàäà÷à 3);
4) òî÷êó, ùî íå íàëåæèòü äî îá’ºäíàííÿ ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³

ïîáóäîâàíèõ òî÷îê, ïîáóäîâàíèõ ê³ë òà â³äîìèõ ïðÿìèõ (çà-
äà÷à 4).

Ðîçïî÷íåìî ç ïåðøî¿ çà-
äà÷³. Íåõàé ÀÂ º â³äîìîþ ïðÿ-
ìîþ (ìàë. 72). Îáèðàºìî íà
ïëîùèí³ äîâ³ëüíó òî÷êó Ñ.
ßêùî âîíà íàëåæèòü ïðÿì³é
ÀÂ, òî âîíà º øóêàíîþ òî÷-
êîþ. ßêùî í³, òî áóäóºìî òî÷-
êó Ì, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ Ñ
â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÀÂ. Äëÿ öüî-
ãî äîñèòü ïîáóäóâàòè êîëà S(A,
AC) òà S

1
(B, BC) ³ çíàéòè òî÷-

êó ¿õ ïåðåòèíó Ì, ÿêà íå ñï³â-
ïàäàº ç òî÷êîþ Ñ. Ï³ñëÿ öüîãî
áóäóºìî êîëà Ã(Ñ, ÑÍ) òà Ã

1
(Ì,

ÑÍ), ðàä³óñè ÿêèõ äîð³âíþþòü â³äð³çêó, äîâæèíà ÿêîãî á³ëüøà
çà ïîëîâèíó äîâæèíè â³äð³çêà ÑÌ. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî òî÷êè
ïåðåòèíó ê³ë Ã(Ñ, ÑÍ) òà Ã

1
(Ì, ÑÍ) íàëåæàòü ïðÿì³é ÀÂ.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ÀÂ — â³äîìà ïðÿìà, Ã(Î, ÎÑ) — çàäàíå
êîëî, ³ ïîáóäóºìî òî÷êè ¿õ ïåðåòèíó, òîáòî ðîçâ’ÿæåìî äðóãó çàäà-
÷ó (ìàë. 73). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó áóäóºìî òî÷êó Î

1
, ñèìåòðè÷íó ç

òî÷êîþ Î â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÀÂ, ï³ñëÿ ÷îãî áóäóºìî êîëî Ã
1
(Î

1
, ÎÑ).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òî÷êè ïåðåòèíó ê³ë Ã(Î, ÎÑ) òà Ã
1
(Î

1
, ÎÑ) (ÿêùî

âîíè ³ñíóþòü) º øóêàíèìè òî÷êàìè. ßêùî òî÷êà Î íàëåæèòü ïðÿ-
ì³é ÀÂ, òî âèêîíàºìî íàñòóïí³ ïîáóäîâè: îáåðåìî íà äàíîìó êîë³

äîâ³ëüíó òî÷êó Ê ³ ïîáóäóºìî êîëî
S(A, AK). Íåõàé öå êîëî ìàº ç äàíèì
êîëîì ùå îäíó ñï³ëüíó òî÷êó Ê

1
(ìàë. 74). Âèêîðèñòàâøè ïðèêëàä 11,
áóäóºìî òî÷êè Ò ³ Ì, ùî º ñåðåäèíà-
ìè äâîõ äóã äàíîãî êîëà ç ê³íöÿìè Ê
òà Ê

1
.
 
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òî÷êè Ò

³ Ì º øóêàíèìè òî÷êàìè.

Ìàë. 72
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B

H
Ã

Ã
1

Î

Î1

ÂÀ

Ñ
Ìàë. 73



91

Ðîçâ’ÿæåìî òåïåð òðåòþ çàäà÷ó. Íåõàé ÀÂ ³ ÑÅ — â³äîì³
ïðÿì³. Ïîáóäóºìî òî÷êó ¿õ ïåðåòèíó, ÿêùî òàêà òî÷êà ³ñíóº.
Ñïî÷àòêó áóäóºìî òî÷êè Ñ

1 
³ Å

1
, ñèìåòðè÷í³ ç òî÷êàìè Ñ ³ Å â³ä-

ïîâ³äíî â³äíîñíî ïðÿìî¿ ÀÂ (ìàë. 75). Ï³ñëÿ öüîãî áóäóºìî âåð-
øèíó Ê ïàðàëåëîãðàìà ÑÅÅ

1
Ê. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèêëàä 12, áó-

äóºìî òî÷êè Ñ
0
, Ì

0 
òàê³, ùî Ñ

1
K : KE

1
 = CC

1
 : C

0
M

0
. Øóêàíà òî÷êà

Ð áóäóºòüñÿ ÿê òî÷êà ïåðåòèíó ê³ë ç öåíòðàìè â òî÷êàõ Ñ ³ Ñ
1

ðàä³óñè ÿêèõ äîð³âíþþòü â³äîìîìó â³äð³çêó Ñ
0
Ì

0
. Äîâåäåííÿ

îäðàçó âèïëèâàº ç ïîä³áíîñò³ òðèêóòíèê³â ÑÑ
1
Ð òà ÊÑ

1
Å

1
. Ó âè-

ïàäêó ïåðïåíäèêóëÿðíîñò³ ïðÿìèõ ÀÂ ³ ÑÅ çàäà÷à ëèøå ñïðîùó-
ºòüñÿ, îñê³ëüêè â öüîìó ðàç³ òî÷êà Ð ä³ëèòü â³äð³çîê ÑÑ

1 
íàâï³ë ³

ëåãêî áóäóºòüñÿ.
Çàëèøàºòüñÿ ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó 4. Íåõàé ïîáóäîâàíî n ê³ë, k

òî÷îê ³ m ïðÿìèõ º â³äîìèìè. Îáåðåìî äîâ³ëüíî òî÷êó À, ÿêà íå
íàëåæèòü æîäíîìó ç n ïîáóäîâàíèõ ê³ë (äëÿ öüîãî íå ïîòð³áíî
êðåñëÿðñüêèõ ³íñòðóìåíò³â) òà äîâ³ëüíó òî÷êó Â. Ïîáóäóºìî êîëî
S(B, AB) Çðîçóì³ëî, ùî âîíî íå íàëåæèòü äî ìíîæèíè âêàçàíèõ
n ïîáóäîâàíèõ ê³ë. Íà öüîìó êîë³ ìîæóòü ëåæàòè äåÿê³ ç ïîáóäî-
âàíèõ k òî÷îê ³ òî÷êè ïåðåòèíó ç ïîáóäîâàíèìè êîëàìè. Êð³ì
âêàçàíèõ òî÷îê, îáåðåìî íà êîë³ S ùå 2m + 1 òî÷êó. Î÷åâèäíî,
ùî õî÷ îäíà ç íèõ íå íàëåæèòü äî æîäíî¿ ç m â³äîìèõ ïðÿìèõ ³
çàäîâîëüíÿº óìîâó çàäà÷³ 4. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî. n

Ðîçãëÿíåìî ùå äåê³ëüêà ïðèêëàä³â.

Ïðèêëàä 13. Ïîáóäóâàòè öåíòð íàêðåñëåíîãî êîëà S, êîðèñ-
òóþ÷èñü ëèøå öèðêóëåì.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Îáèðàºìî íà êîë³ S äîâ³ëüíó òî÷êó À ³ áóäóº-
ìî äîâ³ëüíå êîëî Ã ç öåíòðîì ó ö³é òî÷ö³, ÿêå ïåðåòèíàº êîëî S ó
äâîõ òî÷êàõ Â ³ Ñ. Áóäóºìî òî÷êó À

1
, ñèìåòðè÷íó ç òî÷êîþ À

â³äíîñíî â³äîìî¿ ïðÿìî¿ ÂÑ. Äàë³ ïðîâîäèìî êîëî Ô(À
1
, À

1
À) ³

áóäóºìî òî÷êè Ð ³ Ð
1
 ïåðåòèíó éîãî ç êîëîì Ò(À, ÀÂ). Íàðåøò³,

ïîáóäóâàâøè äâà êîëà ç öåíòðàìè Ð ³ Ð
1
, ðàä³óñè ÿêèõ äîð³âíþ-

þòü â³äð³çêó ÀÐ, â³äì³÷àºìî òî÷êè ¿õ ïåðåòèíó. Îäí³ºþ ç íèõ º

Ìàë. 74
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òî÷êà À, à äðóãîþ
— òî÷êà Î, ÿêà ³ º
öåíòðîì êîëà S.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî
äîâåäåííÿ îñòàí-
íüîãî òâåðäæåííÿ
çâîäèòüñÿ äî äî-
âåäåííÿ ð³âíîñò³
AO = r, äå r — äî-
âæèíà ðàä³óñà êî-
ëà S. Ñïðàâäæó-
þòüñÿ ð³âíîñò³:
AP2 = 2AÀ

1 
· ÀK =

= AÀ
1 
· ÀO,

AB2 = 2rAE,
äå Å — òî÷êà ïå-
ðåòèíó â³äîìèõ
â³äð³çê³â ÂÑ òà
ÀÀ

1 
(ñåðåäèíà êî-

æíîãî ç íèõ). Òîä³
AÀ

1 
õ õ ÀO =  2rAE = rAÀ

1
, îòæå, ÀO = r (äèâ. ìàë. 76). n

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ’ÿçàòè öþ çàäà÷ó, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå
ë³í³éêó, íåìîæëèâî.

Ïðèêëàä 14. Íà â³äîì³é ïðÿì³é ÀÂ ïîáóäóâàòè òî÷êó Ñ òàê,
ùîá ÀÑ = 2ÀÂ, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå öèðêóëåì.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Áóäóºìî äîâ³-
ëüíó òî÷êó Ê, ùî íå ëåæèòü íà
ïðÿì³é ÀÂ. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïî-
áóäóâàòè äâà äîâ³ëüí³ êîëà ç
öåíòðàìè ó òî÷êàõ À òà Â, ÿê³
ïåðåòèíàþòüñÿ, ³ ÷åðåç Ê ïîçíà-
÷èòè îäíó ç ñï³ëüíèõ òî÷îê öèõ
ê³ë. Ïîò³ì áóäóºìî òî÷êó Ò, ùî º
âåðøèíîþ ïàðàëåëîãðàìà ÀÊÒÂ,

³ òî÷êó Ñ, ùî º âåðøèíîþ ïàðàëåëîãðàìà ÂÊÒÑ, ÿê ïîêàçàíî íà
ìàëþíêó 77. Î÷åâèäíî, ùî Ñ — øóêàíà òî÷êà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
òàêèì ñïîñîáîì íåâàæêî ïîáóäóâàòè íà ïðÿì³é ÀÂ òàêó òî÷êó Ð,
ùî ÀÐ = n AB, äå n — äîâ³ëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî á³ëüøå â³ä
äâîõ. n

Ïðèêëàä 15. Íà â³äîì³é ïðÿì³é ÀÂ ïîáóäóâàòè òî÷êó Ñ òàê,

ùîá ÀÑ = 
3
1

ÀÂ, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå öèðêóëåì.

Ìàë. 77

Ê Ò

ÑÀ Â

Ìàë. 76

P

B

A1

A O

C

P1

Ô

Ã

S



93

Ðîçâ’ÿçàí-
íÿ. Ñïî÷àòêó íà
ïðÿì³é ÀÂ áóäó-
ºìî òàêó òî÷êó
Ì , ùî ÀÌ =
3ÀÂ (äèâèñü
ïîïåðåäí³é ïðè-
êëàä). Ï³ñëÿ öüî-
ãî áóäóºìî êîëî
Ã(Ì, ÀÌ) òà òî-
÷êè Í ³ Ò ïåðå-
òèíó éîãî ç êî-
ëîì Ô(À, ÀÂ), ÿê ïîêàçàíî íà ìàëþíêó 78. Ïðîâ³âøè äâà êîëà ç
öåíòðàìè â òî÷êàõ Í ³ Ò, ðàä³óñè ÿêèõ äîð³âíþþòü â³äð³çêó ÍÀ,
³, ïîáóäóâàâøè òî÷êó ¿õ ïåðåòèíó (â³äì³ííó â³ä À), îäåðæóºìî
øóêàíó òî÷êó Ñ. Äîâåäåííÿ âèïëèâàº ç ïîä³áíîñò³ ð³âíîáåäðåíèõ

òðèêóòíèê³â ÀÍÑ ³ ÍÌÀ: 
AM

AB

AB

AC
= , çâ³äêè ==

AM

AB
AC

2

33

2 AB

AB

AB
== . Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêèì ñïîñîáîì íåâàæêî ïîáó-

äóâàòè íà ïðÿì³é ÀÂ òàêó òî÷êó Ð, ùî ÀÐ = 
n

1
AB, äå n —

äîâ³ëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî á³ëüøå â³ä äâîõ. n

Ïðèêëàä 16. Ïîáóäóâàòè òî÷êó Ð
1
, ³íâåðñíó ç äàíîþ òî÷êîþ

Ð â³äíîñíî çàäàíîãî êîëà ³íâåðñ³¿ S(O, OK), êîðèñòóþ÷èñü ëèøå
öèðêóëåì.

Ðîçâ’ÿçàííÿ. ßêùî òî÷êà Ð íàëåæèòü êîëó ³íâåðñ³¿, òî âîíà
³íâåðñíà ñàì³é ñîá³. Íåõàé òî÷êà Ð ëåæèòü ïîçà êîëîì ³íâåðñ³¿, ÿê
âêàçàíî íà ìàëþíêó 79. Áóäóºìî êîëî Ã(Ð, ÎÐ) ³ òî÷êè À òà Ñ
ïåðåòèíó éîãî ç êîëîì S(O, OK). Ï³ñëÿ öüîãî áóäóºìî äâà êîëà ç
öåíòðàìè â òî÷êàõ À òà Ñ, ðàä³óñè ÿêèõ äîð³âíþþòü â³äð³çêó ÎÊ.
Ö³ êîëà ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ Î òà Ð

1
, îñòàííÿ ç ÿêèõ º øóêà-

íîþ òî÷êîþ. Ä³éñíî, òî÷êè Î, Ð ³ Ð
1
 ëåæàòü íà îäí³é ïðÿì³é,

ïðè÷îìó ÎÐ · ÎÐ
1
 = OK2, ùî îäðàçó âèïëèâàº ç ïîä³áíîñò³ ð³âíî-

áåäðåíèõ òðèêóòíèê³â ÎÑÐ ³ ÎÐ
1
Ñ. Íåõàé òåïåð òî÷êà Ð ëåæèòü

âñåðåäèí³ êîëà ³íâåðñ³¿. ßêùî ïðè öüîìó 
2

OK
OP > , òî ïîáóäîâè

ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîã³÷íî (âèêîíàéòå ¿õ ñàìîñò³éíî). ßêùî æ

2

OK
OP < , òî âêàçàí³ ïîáóäîâè ïðîâåñòè íåìîæëèâî (ïåðåêîíàé-

òåñÿ ó öüîìó). Ó öüîìó ðàç³ ëàíöþæîê åëåìåíòàðíèõ ïîáóäîâ, ùî
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áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó ï³äðîç-
ä³ë³ 1.4 äëÿ ïîáóäîâè ³íâåðñ-
íèõ òî÷îê çà äîïîìîãîþ öèð-
êóëÿ ³ ë³í³éêè, ìîæíà çä³éñíè-
òè çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêó-
ëÿ. Àëå ìîæíà âèêîíàòè á³ëüø
êðàñèâ³ ïîáóäîâè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ïðèêëàä 14. Ñïî÷àòêó
áóäóºìî íà â³äîì³é ïðÿì³é ÎÐ
äîïîì³æíó òî÷êó Ì òàêó, ùî

2

OK
nOPOM >= , äå n — äå-

ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äàë³
áóäóºìî òî÷êó Ì

1
, ³íâåðñíó

ç òî÷êîþ Ì, ÿê öå áóëî çðîá-
ëåíî âèùå. Òåïåð íà ïðîìå-

íåâ³ ÎÐ áóäóºìî òî÷êó Ð
1
, äëÿ ÿêî¿ ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü

ÎÐ
1
 = nÎÌ

1
. Öÿ òî÷êà º øóêàíîþ. Ä³éñíî, ÎM · ÎM

1
 = OK2, çâ³ä-

êè 21 OK
n

OP
OPn =⋅  àáî ÎÐ · ÎÐ

1
 = OK2, ùî çàâåðøóº äîâåäåí-

íÿ. Íà ìàëþíêó 80 ïðîäåìîíñòðîâàíî ñõåìó ïîáóäîâ äëÿ âèïàä-
êó n = 3. n

Âïðàâè äëÿ ñàìîñò³éíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ

1. Çàäàíî äâ³ ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ ³ òî÷êà. ×åðåç öþ òî÷êó ïðîâåñ-
òè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî äàíèõ ïðÿìèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå
ë³í³éêó.

2. Çàäàíî äâ³ ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ ³ íà îäí³é ç íèõ â³äð³çîê ÀÂ.

Ïîáóäóâàòè â³äð³çîê ÀÑ òàêèé, ùî ABAC
3

2
= , âèêîðèñòî-

âóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.
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3. Çàäàíî äâ³ ïàðàëåëüí³ ïðÿì³ ³ â³äð³çêè ÀÂ òà ÑÅ íà îäí³é ç
íèõ. Ïîáóäóâàòè òàê³ â³äð³çêè ÀÊ òà ÀÒ, ùî ÀÊ = ÀÂ + ÑÅ,
ÀÒ = ÀÂ – ÑÅ (ÀÂ > CÅ), âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

4. Ó ïëîùèí³ çàäàíî ïàðàëåëîãðàì ³ òðèêóòíèê. Ïîáóäóâàòè îäíó
ç ìåä³àí öüîãî òðèêóòíèêà, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

5. Â îäí³é ïëîùèí³ íàêðåñëåíî êîëî (öåíòð éîãî íå âêàçàíî) òà
ïàðàëåëîãðàì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó, ïîáóäóâàòè
öåíòð öüîãî êîëà.

6. Ó äàíå êîëî ç ïîáóäîâàíèì öåíòðîì âïèñàòè ïðàâèëüíèé
âîñüìèêóòíèê, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

7. Ó ïëîùèí³ çàäàíî êîëî ç öåíòðîì òà äîâ³ëüíèé êóò. Ïîáóäó-
âàòè á³ñåêòðèñó öüîãî êóòà, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

8. Ó ïëîùèí³ çàäàíî êîëî ç öåíòðîì ³ òî÷êà. Íà äàíó õîðäó
öüîãî êîëà ç äàíî¿ òî÷êè îïóñòèòè ïåðïåíäèêóëÿð, âèêîðèñ-
òîâóþ÷è ëèøå ë³í³éêó.

9. Êîðèñòóþ÷èñü ëèøå ë³í³éêîþ, ïîáóäóâàòè öåíòð êîëà, âïè-
ñàíîãî ó äàíèé òðèêóòíèê, ÿêùî çàäàíî öåíòð îïèñàíîãî íà-
âêîëî íüîãî êîëà.

10. Ïîáóäóâàòè äâ³ òî÷êè, ùî ëåæàòü íà ñòîðîíàõ êóòà ç äàíîþ âåð-
øèíîþ Ñ, ÿêèé äîð³âíþº êóòó, óòâîðåíîìó äâîìà â³äîìèìè ïðî-
ìåíÿìè ç äàíîþ âåðøèíîþ Â, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå öèðêóëü.

11. Çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ ïîáóäóâàòè òî÷êó, ñèìåòðè÷íó
ç äàíîþ òî÷êîþ â³äíîñíî â³äîìî¿ ïðÿìî¿ ÀÂ.

12. Çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ ïîáóäóâàòè òî÷êó À, ÿêà ëå-
æèòü íà äîòè÷í³é, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó Â íà äàíî-
ìó êîë³ ³ íå ñï³âïàäàº ç òî÷êîþ Â.

13. Çà äîïîìîãîþ ëèøå öèðêóëÿ ïîáóäóâàòè òî÷êè À ³ Ñ òàê,

ùîá ABAC
3
2

= , äå À ³ Â — äàí³ òî÷êè â³äîìî¿ ïðÿìî¿.

14. Ïîáóäóâàòè òî÷êó äîòèêó äîòè÷íî¿, ÿêà ì³ñòèòü òî÷êó À, ùî
íå ëåæèòü íà äàíîìó êîë³, äî öüîãî êîëà, âèêîðèñòîâóþ÷è
ëèøå öèðêóëü.

15. Çàäàíî òðè òî÷êè, ùî º âåðøèíàìè äîâ³ëüíîãî òðèêóòíèêà.
Ïîáóäóâàòè êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ö³ òî÷êè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ëèøå öèðêóëü.

16. Çàäàíî òî÷êè À ³ Â. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå öèðêóëü, ïîáóäó-
âàòè òî÷êè Ñ ³ Å òàê, ùîá ñïðàâäæóâàëàñü ð³âí³ñòü ÑÅ = AB2 .
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