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ВСТУП  

 

Актуальність теми. Аналітичні методи побудови наближених 

розв’язків диференціальних рівнянь мають важливе значення для 

сучасної математики. По-перше, такі методи дозволяють отримувати 

наближені розв'язки рівнянь, що дає змогу моделювати реальні процеси 

та явища для процесів, що відбуваються у таких  науках, як фізика, 

біологія, економіка та інженерія та ці дослідження часто пов’язані зі 

складними системами, які описуються нелінійними диференціальними 

рівняннями. По-друге, аналітичні розв’язки служать основою для 

розробки чисельних методів. Зокрема, знання аналітичних рішень може 

допомогти у верифікації та калібруванні чисельних алгоритмів, що 

забезпечує їх точність і надійність. У багатьох інженерних завданнях 

важливо знайти оптимальні рішення. Аналітичні методи дозволяють 

оцінити вплив різних параметрів на систему, що є критично важливим 

для проектування та контролю складних систем. 

Отже, аналітичні методи побудови наближених розв'язків 

диференціальних рівнянь є важливими для сучасної математики завдяки 

їхній здатності моделювати реальні процеси, забезпечувати точність 

чисельних рішень, пояснювати фізичні явища та сприяти розвитку 

теоретичних аспектів математики. Ці методи залишаються актуальними 

в умовах швидкого розвитку науки і технологій. 

Мета роботи: дослідити аналітичні методи побудови наближених 

розв’язків задачі Коші для звичайного диференціального рівняння, а 

саме: метод розкладу в ряд Тейлора, метод послідовних наближень, 

метод Чаплигіна, метод Ньютона-Канторовича, метод малого параметра; 

розглянути приклади, які демонструють швидкість збіжності методів; 

зробити порівняльну оцінку ефективності методів та описати схеми 
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обчислень; окрім звичайних диференціальних рівнянь, розглянути 

диференціальні рівняння вищих порядків та системи диференціальних 

рівнянь першого порядку; здійснити оцінку похибки наближень цих 

методів через нев’язку. 

Об’єкт дослідження: задача Коші для звичайного 

диференціального рівняння, задача Коші для диференціального рівняння 

вищих порядків, задача Коші для системи диференціальних рівнянь 

першого порядку. 

Предмет дослідження: точність методів, збіжність розв’язків. 

Методи дослідження: огляд та аналіз наукової літератури за 

темою дослідження, теоретичні доведення, обґрунтування методів, 

обчислювальні схеми, порівняльний аналіз отриманих результатів, 

застосування методів на конкретних прикладах. 

Структура роботи. Робота складається з двох розділів. У першому 

розділі розглядається огляд наукової літератури та постановка задачі. У 

другому розділі розглянуто ряд аналітичних методів та їх застосування 

для побудови наближених розв’язків задачі Коші для звичайного 

диференціального рівняння, задачі Коші для диференціального рівняння 

вищих порядків, задачі Коші для системи диференціальних рівнянь 

першого порядку. 

Практичне значення результатів. У роботі розглянуто різні види 

аналітичних методів побудови наближених розв’язків задачі Коші для 

звичайних диференціальних рівнянь; підібрано ряд ілюстративних 

прикладів, які демонструють, швидкість збіжності цих методів у задачах 

точний розв’язок, яких знайдений; зроблено ефективну оцінку, 

порівняння переваг та недоліків  застосування вище вказаних методів. 

Отримані результати можуть бути використані здобувачами вищої освіти 

фізико-математичних факультетів для подальшого дослідження, як 

аналітичних та і чисельних методів побудови наближених розв’язків 

різних задач прикладного та теоретичного характеру.   
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Апробація. Результати науково дослідження доповідалися на 

звітній науковій конференції за підсумками науково-дослідної роботи у 

2023 році магістрів та студентів Кам’янець-Подільського національного 

університету імені Івана Огієнка 8-9 квітня 2024 року без публікації тез. 

Стаття «Метод Ньютона-Канторовича побудови наближеного розв’язку 

задачі Коші» опублікована у Збірнику наукових праць Вісник Кам’янець-

Подільського національного університету імені Івана Огієнка. Фізико-

математичні науки.  

Вихідні дані: Микулін С.М. Метод Ньютона-Канторовича 

побудови наближеного розв’язку задачі Коші. Вісник Кам’янець-

Подільського національного університету імені Івана Огієнка. Фізико-

математичні науки. Випуск 17. Кам’янець-Подільський : Кам’янець-

Подільський національний університет імені Івана Огієнка, 2024. С. 00-

00. 
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ВИСНОВКИ 

 

У роботі проведено аналіз методів побудови наближених розв’язків 

задачі Коші для диференціальних рівнянь. Розглянуто задачі Коші для 

диференціального рівняння першого порядку, для диференціальних рівнянь 

вищих порядків та системи диференціальних рівнянь першого порядку.  

Продемонстровано схеми різних аналітичних методів побудови 

наближених розв’язків до згаданих задач. Описано особливості 

застосування підходів до побудови наближених розв’язків до задач точні 

розв’язки яких можна знайти, вказано їхню специфіку залежно від 

властивостей розглядуваної задачі.  

Кожен з розглянутих методів – метод розкладання в ряд Тейлора, 

метод послідовних наближень, метод Чаплигіна та метод Ньютона-

Канторовича, метод малого параметра – має свої переваги та обмеження, їх 

досить детально описано у першому розділі. У другому розділі описані 

алгоритми вище зазначених методів, та наведені ряд ілюстративних 

прикладів.  

Щоб переконатися у ефективності кожного з методів та дати оцінку 

якості та швидкості відшукання наближених розв’язків тим чи іншим 

способом, розглянуто хід розв’язання і знайдено, як точні, так і побудовано 

наближені розв’язки задач з аналогічною або схожою умовами. Тобто за 

результатами застосування аналітичних методів побудови наближених 

розв’язків задачі Коші для диференціальних рівнянь, приходимо до 

висновку, що є методи зручні та ефективні, а є не дуже вдалі.   

Отже, метод розкладання в ряд Тейлора забезпечує високу точність на 

невеликих відрізках, але обмежений областю збіжності та вимагає значних 

обчислювальних ресурсів для обчислення похідних високих порядків. 

Метод послідовних наближень є більш простим у реалізації, але може 

збігатися повільно або взагалі не збігатися для деяких типів рівнянь. Метод 
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Чаплигіна дозволяє отримати двосторонні оцінки розв’язку, але 

накладається ряд обмежень на функцію правої частини рівняння. Метод 

Ньютона-Канторовича характеризується високою швидкістю збіжності, 

але вимагає обчислення похідної від оператора. 

Вибір оптимального методу є компромісом між точністю, 

швидкістю обчислень та складністю реалізації. При виборі методу 

необхідно враховувати такі фактори як: 

 Вид диференціального рівняння (порядок рівняння, лінійне чи 

нелінійне, з постійними чи змінними коефіцієнтами). 

 Початкові умови (гладкість початкових умов). 

 Необхідна точність розв’язку (допустима похибка). 

 Обчислювальні ресурси (доступні обчислювальні потужності, 

додаткові обчислювальні сервіси). 

Результати дослідження можна подати у таблиці 1. 

Таблиця 1 

Метод Переваги Недоліки 

Область 

застосування 

Розклад у ряд 

Тейлора 

Висока 

точність, 

аналітичний 

вираз 

Складні 

обчислення, 

обмежена 

область 

збіжності 

Задачі з 

гладкими 

функціями 

Послідовні 

наближення 

Простота, 

загальність 

Повільна 

збіжність, 

може не 

збігатися 

Широкий клас 

задач 

Чаплигіна 

Оцінка 

похибки 

Жорсткі 

умови на 

функцію 

Задачі з 

монотонними 

функціями 

Ньютон-

Канторович 

Швидка 

збіжність, 

загальність 

Складні 

обчислення 

похідної 

Нелінійні 

інтегральні 

рівняння 
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На практиці часто використовують комбінації різних методів або їх 

модифікації. Це дозволяє досягти високої точності при відносно невеликій 

кількості обчислень. 

Отже, проведений аналіз підтверджує, що аналітичні методи 

побудови наближеного розв’язку задач Коші для диференціальних рівнянь 

є актуальною та складною. Вибір оптимального методу вимагає глибокого 

розуміння як теорії диференціальних рівнянь, так і можливих методів 

розв’язання. 

Перспективи подальших досліджень цих методів може привести до  

розробки адаптивних алгоритмів, які б дозволяли автоматично підбирати 

параметри методу залежно від властивостей задачі, удосконаленню вже 

існуючих методів, які б поєднували в собі переваги в застосуванні та 

простоту обчислювальних схем. 

Методи побудови наближених розв'язків задачі Коші для 

диференціальних рівнянь знаходять широке застосування в різних галузях 

науки і техніки. Найчастіше їх використовують тоді, коли точний 

аналітичний розв'язок знайти неможливо або надто складно, а це цілий ряд 

прикладних задач механіки, електродинаміки, теплопередачі, квантової 

механіки, будівництва, аеронавтики, різних інженерних процесів. 

Аналітичні методи побудови наближених розв’язків диференціальних 

рівнянь дозволяють отримати чисельний розв’язок задачі з необхідною 

точністю, що робить їх незамінним інструментом для дослідження складних 

систем. 
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