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ВСТУП 

Робота присвячена дослідженню задачі найкращої зваженої рівномірної 

раціональної апроксимації кількох неперервних на компакті функцій, в якій 

чисельники апроксимуючих функцій змінюються у заданому діапазоні. 

Актуальність теми. Теорія апроксимації є розділом математики, який 

вивчає закономірності, пов’язані з наближеним поданням функцій більш 

простими функціями (многочленами, раціональними дробами, сплайнами тощо). 

Результати такого вивчення застосовуються для знаходження серед простіших 

функцій тієї, яка є найкращим (оптимальним) у тому чи іншому розумінні 

поданням складніших функцій.  

Важливе місце в теорії апроксимації займає розділ, який стосується 

найкащого рівномірного наближення функцій. 

Однією з перших задач, які відносяться до цього розділу є задача про 

відшукання многочлена степеня, що не перевищує 𝑛, який найменше відхиляється 

від нуля, тобто задача відшукання 

min
(ℒ0,ℒ1,…,ℒ𝑛−1)

max
−1≤𝑡≤1

|ℒ0 + ℒ1𝑡 + ℒ2𝑡
2 +⋯+ ℒ𝑛−1𝑡

𝑛−1 + 𝑡𝑛|, (0.1)  

яка була поставлена і розв’язана П.Л.Чебишовим у 1853 році. 

    Більш загальною є задача про рівномірне наближення неперервної на 

компакті 𝑆 функції 𝛼 множиною 𝑉 інших неперервних на цьому компакті функцій, 

тобто задача відшукання 

inf
𝑔∈𝑉

max
𝑠∈𝑆
|𝑔(𝑠) − 𝛼(𝑠)|, (0.2)  

яка досліджувалась згодом. 

Якщо для кожного ℎ ∈ 𝐶(𝑆), де 𝐶(𝑆) − лінійний простір всіх неперервних 

на компакті 𝑆 функцій, покласти ‖ℎ‖ = max
𝑠∈𝑆
|𝑔(𝑠)|, то 𝐶(𝑆) стане лінійним 

нормованим простором, а задачу (0.2) можна тоді подати у такому вигляді 

inf
𝑔∈𝑉
‖𝑔 − 𝛼‖. (0.3)  

Зрозуміло, що всі розглянуті вище випадки охоплює задача відшукання 

inf
𝑎∈𝑉
‖𝑔 − 𝛼‖, (0.4)  
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де 𝛼 є фіксованим елементом деякого лінійного нормованого простору 𝑋, а           

𝑉 ⊂  𝑋. 

Основні результати дослідження задач (0.1) – (0.4) підсумовано у працях 

Н.І.Ахієзера [1], В.К.Дзядика [2], М.П.Корнєйчука [3], П.-Ж.Лорана [4], 

О.І.Степанця [5,6], В.М.Тихомирова [7] та інших. 

Елемент 𝑔∗ ∈ 𝑉, на якому реалізується інфімум в (0.4), називається 

елементом найкращого наближення для 𝑎 у 𝑉 або екстремальним елементом для 

величини (0.4). 

Для подання складних функцій, які описують різні реальні фізичні, хімічні 

та інші процеси досить часто здійснюється апроксимація з допомогою нелінійних 

класів функцій. 

Одним із важливих нелінійних класів є клас дробово-раціональних функцій 

загального виду. 

Виявляється, що в багатьох випадках використання замість многочленів у 

якості апроксимант раціональних функцій дає можливість досягнути заданої 

точності наближень з допомогою значно меншого обсягу обчислень. 

Однак на відміну від наближення поліномами дослідження задач 

наближення нелінійними класами функцій, в тому числі дробово-раціональними 

функціями, пов’язано зі значними труднощами. 

Задача про найкраще наближення неперервних на компакті функцій 

класами дробово-раціональних функцій розглядалася у багатьох працях ( див., 

наприклад, [1,2], [8 − 12]). 

Актуальними також є задачі найкращого рівномірного наближення, в яких 

апроксиманти функцій, що наближаються, повинні задовольняти додатковим 

обмеженням (змінюються у заданому діапазоні) (див., наприклад, [4], [13 − 17]). 

Відомо, що для надання деяким відстаням, що фігурують у задачах 

наближення більшої ваги використовується вагова функція (див., наприклад, 

 [18 − 20]). 

В багатьох задачах науки і техніки досліджувані процеси описуються не 

однією, а кількома функціональними залежностями. Задачі про найкраще 
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компактне зберігання інформації про ці функціональні залежності приводить до 

необхідності досліджувати і розв’язувати задачі одночасної рівномірної 

апроксимації кількох неперервних функцій множинами інших (простіших) 

неперервних функцій. 

З єдиних позицій задачі найкращої одночасної апроксимації розглядалися у 

працях [21 − 24]. 

Представляє інтерес розгляд такої задачі апроксимації, яка б охоплювала 

(певною мірою) задачі, про які йшла мова вище. Дослідження такої задачі дало б 

змогу отримані результати використовувати для розв’язування цих та інших 

задач, які є її частинними випадками. 

Одна з таких задач розглядається у дипломній роботі і полягає у 

наступному. 

Нехай S – компакт, С(S) – лінійний нормований простір дійснозначних 

функцій g, неперервних на S, причому 

‖𝑔‖ = max
𝑠∈𝑆
|𝑔(𝑠)|; 

                                 С+(S) = {𝑔 ∈ С(𝑠): 𝑔(𝑠) > 0, 𝑠 ∈ 𝑆 }, 

                                 С|∙|
+  (S) = {𝑔 ∈  С (𝑆): |𝑔 (𝑠)| > 0, 𝑠 ∈  𝑆 }, 

                                𝑈 ⊂ 𝐶(𝑆), 𝑉 ⊂ 𝐶ǀ·ǀ
+(𝑆)(𝑉 ⊂ 𝐶+(𝑆)),𝜔𝑖 ∈  𝐶

+(𝑆)  

(𝜔𝑖 – вагові функції), 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(𝑆), 𝑖 =  1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  

𝑐1, 𝑐2  ∈  𝐶(𝑆), 𝑐1(𝑠) ≤ 𝑐2(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑆, 

𝐴 = {𝑢 ∈  𝐶(𝑆); 𝑐1(𝑠) ≤ 𝑢(𝑠) ≤ 𝑐2(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑆}. 

Ставиться задача відшукання 

ℒ{𝜔𝑖}𝑖=1
𝑚

∗ ({𝑓𝑖}𝑖=1
𝑚 ; 𝑈 ∩ 𝐴; 𝑉) = inf

𝑢∈𝑈∩𝐴,
ʋ∈𝑣

sup
𝑠∈𝑆

max
1≤𝑖≤𝑚

(𝜔𝑖(𝑠) |
𝑢(𝑠)

𝑣(𝑠)
− 𝑓𝑖(𝑠)|).         (0.5)  

Якщо для 𝑢∗ ∈ 𝑈 ∩ 𝐴, 𝑣∗ ∈ 𝑉 

max
𝑠∈𝑆

max
1≤𝑖≤𝑚

(𝜔𝑖(𝑠) |
𝑢∗(𝑠)

𝑣∗(𝑠)
− 𝑓𝑖(𝑠)|) = ℒ{𝜔𝑖}𝑖=1

𝑚
∗ ({𝑓𝑖}𝑖=1

𝑚 ; 𝑈 ∩ 𝐴; 𝑉), 

то елемент 
𝑢∗

𝑣∗
 ((𝑢∗, 𝑣∗)) називається екстремальним елементом для величини 

(0.5). 
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Задачу відшукання величини (1.5) і її екстремального елемента назвемо 

задачею найкращої зваженої рівномірної раціональної апроксимації кількох 

неперервних на компакті функцій, в якій чисельники апроксимантів змінюються 

у заданому діапазоні. 

Основна складність дослідження задачі (0.5) полягає в тому, що множина 

апроксимуючих функцій (апроксимант) не є, взагалі кажучи, опуклою множиною 

та їх чисельники можуть змінюватися лише в заданому діапазоні. 

Метою дослідження задачі відшукання величини (0.5) є встановлення 

еквівалентних форм подання цієї задачі; розв’язання задачі відшукання величини 

(0.5) та її екстремального елемента у випадку, коли 𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐶(𝑆), а 𝑉 = 𝐶ǀ·ǀ
+; 

доведення деяких теорем існування екстремального елемента для величини (0.5); 

доведення критерію екстремальності елемента (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ ( 𝑈 ∩ 𝐴) × 𝑉 для задачі 

відшукання величини (0.5) шляхом дослідження деякої приєднаної екстремальної 

задачі з опуклою цільовою функцією; отримання подання похідної за напрямком 

кількох опуклих функцій через похідні за напрямком цих функцій та подання 

похідної за напрямком цільової функції приєднаної екстремальної задачі; 

характеризація конуса внутрішніх напрямків для деякої лебегової множини 

цільової функції приєднаної задачі; встановлення необхідної умови та критеріїв 

екстремальності елемента (𝑢∗, 𝑣∗) ∈ ( 𝑈 ∩ 𝐴) × 𝑉 для величини (0.5), основаних 

на теорії конусів допустимих напрямків, в тому числі критерію колмогоровського 

типу. 

Об’єктом дослідження є задача найкращої зваженої рівномірної 

раціональної апроксимації кількох неперервних на компакті функцій, в яких 

чисельники апроксимуючих функцій змінюються у заданому діапазоні.   

Предметом дослідження є проблеми теорії апроксимації, що стосуються 

задачі найкращої зваженої рівномірної раціональної апроксимації кількох 

неперервних на компакті функцій, в яких чисельники апроксимуючих функцій 

змінюються у заданому діапазоні. 

Задачами дослідження є: 
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- встановлення еквівалентних форм подання задачі відшукання 

величини (0.5); 

- визначення величини (0.5) та її екстремального елемента у випадку, 

коли 𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐶(𝑆), а 𝑉 = 𝐶ǀ·ǀ
+; 

- доведення теорем існування екстремального елемента для величини 

(0.5); 

- доведення критерію екстремальності елемента для задачі відшукання 

величини (0.5) шляхом дослідження деякої приєднаної екстремальної задачі з 

опуклою цільовою функцією; 

- подання похідної за напрямком кількох опуклих функцій через 

похідні за напрямком цих функцій; 

- подання похідної за напрямком цільової функції приєднаної 

екстремальної задачі; 

- характеризація конуса внутрішніх напрямків для деякої лебегової 

множини цільової функції приєднаної задачі; 

- встановлення необхідної умови та критеріїв екстремальності елемента 

для величини (0.5), основаних на теорії конусів допустимих напрямків, в тому 

числі критерію колмогоровського типу. 

При розв’язувані поставлених задач у магістерській роботі 

використовувались методи математичного аналізу, функціонального аналізу, 

опуклого аналізу, теорії екстремальних задач, теорії апроксимації, широко 

використовувалися методи, основані на теорії конусів допустимих напрямків. 

Наукова новизна отриманих результатів. Результати роботи є новими і 

полягають у наступному: 

1.  Встановлено еквівалентні форми подання задачі відшукання 

величини (0.5); 

2. Визначено величину (0.5) та її екстремальний елемент у випадку, коли 

𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐶(𝑆), а 𝑉 = 𝐶ǀ·ǀ
+; 

3. Доведено теорему існування екстремального елемента для величини 

(0.5); 
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4. Доведено критерій екстремальності елемента для задачі відшукання 

величини (0.5) шляхом дослідження деякої приєднаної екстремальної задачі з 

опуклою цільовою функцією; 

5.  Отримано подання похідної за напрямком кількох опуклих функцій 

через похідні за напрямком цих функцій; 

6. Отримано подання похідної за напрямком цільової функції 

приєднаної екстремальної задачі; 

7.  Охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для деякої лебегової 

множини цільової функції приєднаної задачі; 

8. Встановлено необхідну умову та критерії екстремальності елемента 

для величини (0.5), основані на теорії конусів допустимих напрямків, в тому числі 

критерій колмогоровського типу. 

Практичне значення отриманих результатів. Результати роботи можуть 

бути використані для подальшого розвитку теорії найкращої зваженої рівномірної 

раціональної апроксимації кількох неперервних на компакті функцій, а також при 

побудові чисельних методів розв’язування задач найкращої зваженої рівномірної 

раціональної апроксимації.  

Апробація результатів роботи. Результати роботи доповідались на звітній 

конференції студентів проблемної групи «Найкраще рівномірне наближення 

компактнозначних відображень», яка функціонує на кафедрі математики. 

Окремі з них доповідались на науковій конференції студентів та 

магістрантів фізико-математичного факультету Кам’янець-Подільського 

національного університету імені Івана Огієнка за підсумками науково-дослідної 

роботи у 2018-2019 навчальному році. 

Структура роботи. Магістерська робота складається зі вступу, трьох 

розділів, висновків та списку використаних джерел.  

У першому розділі роботи розглянуто постановку задачі відшукання 

величини (0.5); встановлено кілька еквівалентних форм її подання; розв’язано 

задачу відшукання величини (0.5) та її екстремального елемента у випадку коли 

𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐶(𝑆), а 𝑉 = 𝐶ǀ·ǀ
+. 
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У другому розділі роботи розглянуто деякі допоміжні твердження, 

встановлено локальну компактність і замкненість скінченновимірного 

підпростору лінійного нормованого простору; доведено деякі теореми існування 

екстремального елемента для задачі відшукання величини (0.5). 

У третьому розділі доведено критерій екстремальності елемента для задачі 

відшукання величини (0.5) шляхом дослідження деякої приєднаної до задачі (0.5) 

задачі з опуклою цільовою функцією; отримано подання похідної за напрямком 

максимуму кількох опуклих функцій через похідні за напрямком цих функцій, 

отримано подання похідної за напрямком цільової функції екстремальної задачі, 

приєднаної до задачі (0.5); охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для 

деякої лебегової множини цільвої функції приєднаної задачі: встановлено (на 

основі отриманих раніше результатів) необхідні умови та критерїї екстремального 

елемента для задачі відшукання величини (0.5), в тому числі критерій 

колмогоровського типу.  
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ВИСНОВКИ 

В магістерській роботі: 

1. Встановлено еквівалентні форми подання задачі відшукання 

величини (0.5); 

2. Визначено величину (0.5) та її екстремальний елемент у випадку, коли 

𝑈 ∩ 𝐴 = 𝐶(𝑆), а 𝑉 = 𝐶ǀ·ǀ
+; 

3. Доведено теорему існування екстремального елемента для величини 

(0.5); 

4. Доведено критерій екстремальності елемента для задачі відшукання 

величини (0.5) шляхом дослідження деякої приєднаної екстремальної задачі з 

опуклою цільовою функцією; 

5.  Отримано подання похідної за напрямком кількох опуклих функцій 

через похідні за напрямком цих функцій; 

6. Отримано подання похідної за напрямком цільової функції 

приєднаної екстремальної задачі; 

7.  Охарактеризовано конус внутрішніх напрямків для деякої лебегової 

множини цільової функції приєднаної задачі; 

8. Встановлено необхідну умову та критерії екстремальності елемента 

для величини (0.5), основані на теорії конусів допустимих напрямків, в тому числі 

критерій колмогоровського типу. 

9.  Доведено низку допоміжних тверджень.  
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