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ПЕРЕЛІК ОСНОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

𝐿0 — множина сумовних функцій 𝑓 ∈ 𝐿(0,2𝜋) ) з середнім значенням 

на періоді, що дорівнює нулю: ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
𝜋

−𝜋
; 

𝐴𝑟 — множина функцій 𝑓 ∈ 𝐿(0,2𝜋), для яких існують та є абсолютно 

неперервними похідні до (𝑟 − 1)-го (𝑟 ∈ 𝑁) порядку включно; 

𝑆[𝑓] =
𝑎0(𝑓)

2
+ ∑ (𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥)

∞
𝑘=1  — ряд Фур’є функції 𝑓; 

𝑎𝑘(𝑓) =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥𝑑𝑥,
𝜋

−𝜋
 𝑏𝑘(𝑓) =

1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥;
𝜋

−𝜋
 

𝐵𝑟
𝛽(𝑡) = ∑

1

𝑘𝑟
𝑐𝑜𝑠 (𝑘𝑡 −

𝛽𝜋

2
)∞

𝑘=1    — ядро Вейля-Надя; 

𝑊𝛽
𝑟 — множина функцій𝑓(∙), для яких їхній ряд Фур'є має вигляд  

𝑆[𝑓] =
𝑎0(𝑓)

2
+ ∫ 𝜑(𝑥 − 𝑡)𝐵𝑟

𝛽(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

−𝜋
, при цьому 𝜑(𝑥) = 𝑓𝛽

𝑟(𝑥) — (𝑟, 𝛽)-

похідна в сенсі Вейля-Надя  функції f(x); 

𝐿𝛽
𝜓

 — множина  функцій 𝑓(𝑥), для яких їхній ряд Фур′є має вигляд 

𝑆[𝑓] =
𝑎0(𝑓)

2
+ ∫ 𝜑(𝑥 − 𝑡)Ψ𝛽(𝑡)𝑑𝑡

𝜋

−𝜋
, де Ψ𝛽(𝑡) = ∑ 𝜓(𝑘) cos (𝑘𝑡 −

𝛽𝜋

2
)∞

𝑘=1 , 

при цьому  𝜑(𝑥) = 𝑓𝛽
𝜓(𝑥) — (𝜓, 𝛽) – похідна в сенсі Степанця функції f(x); 

𝐶𝛽
𝜓
𝔑 — клас функцій 𝑓 ∈ 𝐶𝛽

𝜓
, в якому 𝑓𝛽

𝜓
∈ 𝔑; 

𝛬 = ‖𝜆𝑘
(𝑛)
‖, 𝑛 = 0,1,…, 𝑘 = 0,1,… , 𝑛, — довільна нескінченна трикутна 

матриця чисел; 

𝑈𝑛(𝑓; 𝑥; 𝛬) =
𝑎0

2
𝜆0
(𝑛)
+ ∑ 𝜆𝑘

(𝑛)(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥)  
𝑛
𝑘=1 (𝑎𝑘 = 𝑎𝑘(𝑓), 

  𝑏𝑘 = 𝑏𝑘(𝑓) − коефіцієнти Фур
′є функції 𝑓 ) — ядро оператора 

(методу) 𝛬; 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥)— частинна сума порядку n  ряду Фур’є функції f; 

𝑉𝑛−𝑝
𝑛 (𝑓; 𝑥) = 

1

𝑝
∑ 𝑆𝑘(𝑓; 𝑥)
𝑛
𝑘=𝑛−𝑝+1  — суми Валле-Пуссена; 

𝑍𝑛
(𝑠)(𝑓; 𝑥) =

𝑎0

2
+ ∑ [1 − (

𝑘

𝑛
)
𝑠
]𝑛−1

𝑘=1 (𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) — суми 

Зігмунда; 

𝑇𝑚 — простір тригонометричних поліномів порядку не більше 𝑚; 
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𝑈1
0 — одинична куля в просторі 𝐿0; 

𝐿𝛽,1
𝜓

 — множина функцій із  𝐿𝛽
𝜓

, для яких 𝜑(𝑥)𝜖𝑈1
0; 

𝑈𝑀
0  —  одинична куля в просторі сумовних 2𝜋 − періодичних суттєво 

обмежених функцій; 

𝐶𝛽,∞
𝜓

 — множина неперервних функцій із класу  𝐿𝛽
𝜓

 , для яких 𝜑(𝑥)𝜖𝑈𝑀
0 ; 

𝑓 = ℎ ∗ 𝑔 =
1

𝜋
∫ ℎ(𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

−𝜋
 – згортка функції ℎ(∙) із ядром 𝑔(𝑡). 
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ВСТУП 

Магістерська робота присвячена дослідженню сумісного наближення 

класів диференційованих функцій деякими лінійними насиченими методами.  

В даній роботі буде розв'язуватися задача сумісного наближення класів 

диференційовних по Степанцю функцій насиченими методами такими, як 

сумами Фейєра та суми Зігмунда на тих класах, коли насичення уже 

відбулося, тобто будуть досліджуватись асимптотичні поведінки при 𝑛 → ∞ 

величин 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈𝑀
0 , 𝑍𝑛

𝑠) = sup
𝜑∈𝑈𝑀

0
‖∑|𝑓𝑖(𝑥) − 𝑍𝑛

𝑠(𝑓𝑖; 𝑥)|

𝑚

𝑖=1

‖

𝐶

 

де 𝑓𝑖 = 𝜑 ∗ Ψ𝑖 , Ψ𝑖(𝑡) = ∑ 𝜓𝑖
∞
𝑘=1 (𝑘) cos (𝑘𝑡 −

𝛽𝑖

2
𝜋), причому послідовності 

𝑘𝛿  𝜓𝑖(𝑘) (𝛿 > 𝑠, 𝑖 = 1;𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ) — монотонно спадні до нуля і опуклі донизу; та 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈1
0, 𝑍𝑛

𝑠) = sup
𝜑∈𝑈1

0
max
|𝛼𝑖|=1

‖∑𝛼𝑖(𝑓𝑖(𝑥) − 𝑍𝑛
𝑠(𝑓𝑖; 𝑥))

𝑚

𝑖=1

‖

1

,                  

якщо послідовності 𝑘𝛿  𝜓𝑖(𝑘) (𝛿 > 𝑠 + 1, 𝑖 = 1;𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ) — монотонно спадні до 

нуля і опуклі донизу. 

         При s = 1 із асимптотисної поведінки величин ℰ𝑛,𝑚(𝑈𝑀
0 , 𝑍𝑛

𝑠)  та   

ℰ𝑛,𝑚(𝑈1
0, 𝑍𝑛

𝑠)   одержимо розв’язки задачі сумісного наближення для сум 

Фейєра. 

Метою даної дипломної роботи є отримання розв’язків задачі 

сумісного наближення класів диференційованих функцій сумами Фейєра та 

Зігмунда в рівномірній та інтегральній метриках. 

Відповідно до мети роботи, виділимо наступні завдання: 

 Дослідити різні лінійні насичені методи для розв’язання 

задачі сумісного наближення; 

 Розв’язати задачу сумісного наближення класів 

диференційовних по Степанцю функцій насиченими методами 
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такими, як сумами Фейєра та суми Зігмунда на тих класах, коли 

насичення уже відбулося. 

Для досягнення поставлених завдань використані такі методи 

дослідження: 

- аналіз наукових праць з даної теми; 

- узагальнення результатів з теми, що досліджується, які були 

отримані раніше; 

- отримання та обґрунтування справедливості нових тверджень та 

їх взаємозв’язку з відомими результатами; 

- систематизація наукових відомостей з даної теми. 

Об’єктом дослідження даної роботи є вивчення величини сумісного 

наближення класів диференційовних по Степанцю функцій сумами Зігмунда 

та Фейєра. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному: 

Задача сумісного наближення  сумами Зігмунда при настанні насичення як і 

сумами Фейєра розглянута на класах диференційовних по Степанцю 

функцій, які є узагальненням класів Вейля-Надя, тому і одержані результати 

є новими. 

Практичне значення отриманих результатів. Результати дипломної 

роботи носять теоретичний характер. Практичне значення роботи полягає в 

тому, що її результати та методи можуть використанні при дослідженні 

питань сумісного наближення функцій іншими лінійними насиченими 

методами. 

Апробація результатів дослідження. Основні результати дослідження 

викладені у доповіді на звітній науковій конференції студентів та 

магістрантів Кам’янець-Подільського національного університету імені Івана 

Огієнка (2020р.) а також подані до друку. 

Структура роботи. Дипломна робота, містить 65 друкованих аркушів 

та складається з: переліку основних позначень, вступу, чотирьох параграфів 

відомих в теорії фактів, які становлять основу для викладу результатів 



7 
 

дипломної роботи, двох параграфів (п’ятого і шостого), в яких подається 

виклад результатів дипломного дослідження, висновків та списку 

використаних джерел. 

В першому параграмі «Класи диференційованих функцій» подається 

інформація про ряд Фур’є 𝑆[𝑓], спряжений до нього ряд �̃�[𝑓], класи Вейля 

Надя, класи 𝐿𝛽
𝜓
𝔑, класи 𝐿

�̅�

𝜓
𝔑 . 

Другий параграф «Лінійні методи підсумування рядів Фур'є» містить 

відомості про лінійні методи підсумовування рядів Фур’є та про класи 

насичення для сум Фейєра та Зігмунда. 

В третьому параграфі «Задача сумісного наближення» викладена суть 

однієї з основних задач теорії наближення — задачі Колмогорова-

Нікольського. 

В четвертому параграфі наведені допоміжні твердження. 

П’ятий параграф «Сумісне наближення сумами Фейєра та Зігмунда в 

рівномірній метриці»та шостий параграф «Задача сумісного наближення 

сумами Зігмунда та Фейєра в інтегральній метриці» — це центральна частина 

дослідження даної теми. Тут розв’язана задача сумісного наближення класів 

диференційовних по Степанцю функцій сумами Зігмунда та Фейєра. 
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ВИСНОВКИ 

В даній дипломній роботі розв’язували задачу сумісного наближення 

класів диференційовних по Степанцю функцій насиченими методами такими, 

як сумами Фейєра та суми Зігмунда на тих класах, коли насичення уже 

відбулося. 

Основною метою роботи було отримання розв’язків задачі сумісного 

наближення класів диференційованих функцій сумами Фейєра та Зігмунда в 

рівномірній та інтегральній метриках. 

Одержані результати досліджень містяться в таких теоремах: 

Теорема 1. Нехай послідовності  𝜓𝑖(𝑘) такі, що 𝑘𝛿𝜓𝑖(𝑘) — опуклі 

донизу і монотонно спадні до нуля (𝛿 > 𝑠), 𝛽𝑖 ∈ 𝑅, 𝜈𝑖  = {
𝛽𝑖

2
}, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . Тоді 

якщо 𝜈𝑖 ∈ [0;
1

2
], 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; або ж 𝜈𝑖 ∈ [

1

2
; 1), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  при 𝑛 → ∞ справедлива 

асимптотична рівність 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈𝑀
0 ; 𝑍𝑠𝑛) = 

=
1

𝜋𝑛𝑠
∫ |∑∑𝑘𝑠𝜓𝑖(𝑘)

∞

𝑘=1

𝑚

𝑖=1

cos(𝑘𝑡 − 𝜈𝑖𝜋) − 𝐶
∗| 𝑑𝑡 + 𝒪(1)∑𝜓𝑖(𝑛)

𝑚

𝑖=1

𝜋

−𝜋

, 

де 𝐶∗ — стала найкращого наближення в метриці 𝐿 підінтегральної функції, 

𝒪(1) – величина, рівномірно обмежена по 𝑛, 𝜈𝑖 . 

Як було зауважено, що при 𝑠 = 1 одержимо асимптотичну поведінку  

диференційовних функцій сумами Фейєра в рівномірній метриці у випадку 

настання насичення, а саме можемо вказати асимптотику виразу 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈𝑀
0 , 𝜎𝑛) = sup

𝜑∈𝑈𝑀
0
‖∑|𝑓𝑖(𝑥) − 𝜎𝑛(𝑓𝑖; 𝑥)|

𝑚

𝑖=1

‖

𝐶

,    

де 𝑓𝑖 = 𝜑 ∗ Ψ𝑖, Ψ𝑖(𝑡) = ∑ 𝜓𝑖
∞
𝑘=1 (𝑘) cos (𝑘𝑡 −

𝛽𝑖𝜋

2
), причому послідовності 

𝑘𝛿  𝜓𝑖(𝑘) (𝛿 > 1, 𝑖 = 1;𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ) — монотонно спадні до нуля і опуклі донизу. 

Теорема 2. Нехай послідовності 𝜓𝑖(𝑘) такі, що 𝑘𝛿𝜓𝑖(𝑘) — опуклі 

донизу і монотонно спадні до нуля (𝛿 > 1), 𝛽𝑖 ∈ 𝑅, 𝜈𝑖  = {
𝛽𝑖

2
}, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . Тоді 



63 
 

при 𝜈𝑖 ∈ [0;
1

2
], 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; або ж 𝜈𝑖 ∈ [

1

2
; 1), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  при 𝑛 → ∞ справедлива 

асимптотична рівність 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈𝑀
0 ; 𝜎𝑛) = 

=
1

𝜋𝑛
∫ |∑∑𝑘𝜓𝑖(𝑘)

∞

𝑘=1

𝑚

𝑖=1

cos(𝑘𝑡 − 𝜈𝑖𝜋) − 𝐶
∗| 𝑑𝑡 + 𝒪(1)∑𝜓𝑖(𝑛)

𝑚

𝑖=1

𝜋

−𝜋

, 

де вирази   𝐶∗  та 𝒪(1) мають той самий зміст, що у теоремі 1. 

Асимптотична поведінка величини, що характеризує сумісне 

наближення сумами Зігмунда класів 𝐿𝛽,1
𝜓

 в інтегральній метриці у випадку 

настання насичення, одержана у наступному твердженні. 

Теорема 3. Нехай послідовності 𝜓𝑖(𝑘) такі, що 𝑘𝛿𝜓𝑖(𝑘) — опуклі 

донизу і монотонно спадні до нуля (𝛿 > 𝑠 + 1), 𝛽𝑖 ∈ 𝑅, 𝜈𝑖 = {
𝛽−𝛽𝑖

2
}, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Тоді якщо 𝜈𝑖 ∈ [0;
1

2
], 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; або ж 𝜈𝑖 ∈ [

1

2
; 1), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , то при 𝑛 → ∞ 

справедлива асимптотична рівність 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈1
0; 𝑍𝑛

𝑠)1 =
1

𝜋𝑛𝑠
∫ |∑ ∑ 𝑘𝑠𝜓𝑖(𝑘)

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 cos(𝑘𝑡 − 𝜈𝑖𝜋) − 𝐶

∗|𝑑𝑡 + 𝒪(1)∑ 𝜓𝑖(𝑛)
𝑚
𝑖=1

𝜋

−𝜋
  

де 𝐶∗ — стала найкращого наближення в метриці L підінтегральної функції, 

𝒪(1) — величина, рівномірно обмежена по 𝑛, 𝜈𝑖. 

Аналогічно при 𝑠 = 1 із теореми 3 одержимо асимптотичну поведінку 

при 𝑛 → ∞ величини, що характеризує сумісне наближення класів 

диференційовних функцій сумами Фейєра в інтегральній метриці у випадку 

настання насичення. 

Теорема 4. Нехай послідовності 𝜓𝑖(𝑘) такі, що 𝑘𝛿𝜓𝑖(𝑘) — опуклі 

донизу і монотонно спадні до нуля (𝛿 > 2), 𝛽𝑖 ∈ 𝑅, 𝜈𝑖  = {
𝛽𝑖

2
}, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . Тоді 

якщо 𝜈𝑖 ∈ [0;
1

2
], 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; або ж 𝜈𝑖 ∈ [

1

2
; 1), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , при 𝑛 → ∞ справедлива 

асимптотична рівність 

 ℰ𝑛,𝑚(𝑈1
0; 𝜎𝑛)1 =

1

𝜋𝑛
∫ |∑ ∑ 𝑘𝜓𝑖(𝑘)

∞
𝑘=1

𝑚
𝑖=1 cos(𝑘𝑡 − 𝜈𝑖𝜋) − 𝐶

∗|𝑑𝑡 + 𝒪(1)∑ 𝜓𝑖(𝑛)
𝑚
𝑖=1

𝜋

−𝜋
,  

де 𝐶∗ — стала найкращого наближення в метриці 𝐿 підінтегральної функції,  

𝒪(1)- величина, рівномірно обмежена по n. 
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