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Вступ 

Наближення функцій — це знаходження для даної функції   функції   

з деякого визначеного класу, яка в певному розумінні близька до   і така, що 

дає її наближене представлення. Існує багато різних варіантів задачі про 

наближення функцій, що змінюються в залежності від того, які функції 

наближують, які функції використовують для наближення, як будується 

функція наближення до g, що розуміють, коли говорять, що функція   є 

близькою до  . 

В наш час в теорії наближень прийнято розглядати три типи задач, які 

певною мірою відповідають основним хронологічним етапам розвитку 

дослідження. 

Кожна задача формується в довільному лінійному нормованому 

просторі  . Будемо говорити про них, як про задачі I, II, і III. 

Задача І. Наближення фіксованого елемента    фіксованою 

множиною   з  . В ролі міри наближення природно взяти величину 

 (   )        ‖   ‖,  (1) 

яка в подальшому буде називатися найкращим наближенням елемента   

множиною  . (Звичайно, величина (1) є не що інше, як відстань  (   ) 

елемента х до множини  ). В ролі апроксимаційної множини в роботі будуть 

розглядатися підпростори (скінченної або нескінченної розмірності). 

Якщо існує елемент     , який реалізує в (1) точну нижню межу, 

тобто такий, що 

 (   )  ‖    ‖ 

то елемент    називається елементом найкращого наближення для   в 

множині  . 

Тут зразу виникають деякі питання, які відносяться до задачі І: 

1. Чи існує для довільного   з   в множині   елемент найкращого 

наближення? Зрозуміло, що для позитивної відповіді на це 

питання необхідно в будь-якому випадку, щоб   була 
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замкнена. 

Множину  , яка має таку властивість, що для довільного     

в ній існує ближній елемент, називають іноді множиною 

існування. 

2. Якщо для довільного     ближній елемент в множині   

існує, то чи буде він єдиним? 

               Відповідь на це питання може залежати як від структури  , так 

від метрики простору  . 

3. Які характеристичні властивості елемента найкращого 

наближення? Мова йде про необхідні та достатні умови, яким 

повинен задовольняти ближній до  елемент в множині  . 

Якщо множина   є множина існування і ближній до   елемент, 

в ній єдиний, то кожному елементу     відповідає єдиний 

ближній до нього в множині   елемент    ( ). Цим заданий 

деякий оператор   (оператор найкращого наближення), який 

відображає   в  . В загальному випадку даний оператор не є 

адитивним. Тому представляє інтерес поряд з величиною (1) 

розглядати також міру наближення, яка задається вибором 

лінійного оператора   (    ) і вимірюється величиною 

‖    ‖. 

Можна вважати, що оператор   визначає деякий лінійний метод 

наближення елементів     множиною  . Цей лінійний метод ми також 

будемо означати через  . 

Задача II. Наближення фіксованої множини     фіксовано 

множиною   того ж простору  . 

Якщо виходити з наближення (1) елемента   множиною  , то міру 

наближення в задачі II можна означити так: 

 (   )         (   )              ‖   ‖  

Елемент      (ЯКЩО ВІН існує), для якого 

 (    )   (   ) 
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називають екстремальним (в даному випадку найбільш віддаленим 

елементом в   відносно  ). 

В конкретних випадках задача II може полягати в тому, щоб точно 

виразити (або хоча б оцінити) величину (2) через характеристики, за 

допомогою яких задана множина М. Практичний сенс задачі II можна бачити 

в тому, що значення величини (2) дозволяє вказувати гарантовану оцінку 

похибки наближення довільного елемента з   з допомогою  . Якщо ж 

наближення здійснюється з допомогою лінійного оператора  , то нас буде 

цікавити точна верхня межа 

      ‖    ‖, (3) 

а також велична 

 (   )              ‖   ‖  (4) 

де точна нижня межа береться по всіх лінійних операторах  , які 

відображають   в  . 

Можна сказати, що величина (4) характеризує найкраще лінійне 

наближення множини   елементами множини  . 

Лінійний оператор  ̃( ̃    ) (якщо він існує), який реалізує в (4) точну 

нижню межу, тобто такий, що 

      ‖   ̃ ‖   (   ), 

визначає найкращий для   лінійний метод наближення. 

Оскільки   є оператором з   в  , то 

(    ) ‖    ‖   (   ) 

і значить, 

      ‖    ‖   (   ) 

а оскільки це справедливо для довільного лінійного оператора   (    ), 

то 

 (   )   (   ). (5)



6 
 

 

Якщо при цьому існує лінійний оператор – метод  ̃, що 

      ‖   ̃ ‖   (   ), 

то, можна сказати, що лінійний оператор  ̃ реалізує на множині   верхню 

межу найкращих наближень елементами множини    

Круг задач І і II можна розширити, якщо розглядати наближення 

елемента   або множини   з   деякою розширеною послідовністю 

апроксимуючих множин: 

1 2 ,nF F F   
  (6) 

де індекс п може відповідати, наприклад, розмірності множини Fn. З 

включень (6) і визначення величини Е (х, F) випливає, що x X   

1 2( , ) ( , ) ( , ) ,nE x F E x F E x F   
 

значить, для довільної множини М с X 

1 2( , ) ( , ) ( , ) ,nE x F E x F E x F     

Тепер можна говорити про вивчення числових послідовностей 

( , )nE x F  та ( , ),nE M F  

а конкретно, про вияснення точної, або хоча б порядкової оцінки наближення 

їх при    . 

Аналогічні задачі при апроксимації послідовністю множин (6) можна 

поставити для величин (3) і (4). 

Задача III. Найкраще наближення множини     заданим класом 

множин {F} з X.  

Мається на увазі, що заданий клас в деякому розумінні «рівноцінних» 

множин F, наприклад, підпросторів однієї і тієї ж розмірності, і треба 

вибрати ту х них, яка найменше з них відхиляється від М. Таким чином, мова 

йде про вибір для М найкращої апроксимаційної множини. 

В 1936 році А.М. Колмогоров поставив задачу обчислення величин 

  (   )        (     ( 1,2, ),n    (7) 

де точна нижня межа береться по всіх підпросторах Fn розмірності п. Для 
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центрально-симетричних множин М (тобто таких, що з     випливає, що 

—х Є М) величина dn(M,X) отримала назву поперечника по Колмогорову 

множини М в просторі X. Вона рівна половині найменшої «ширини» 

множини М і характеризує мінімальну похибку, яку можна забезпечити, 

наближаючи М всіма можливими п - вимірними просторами. 

Мета даної роботи — дослідити при n  асимптотичну поведінку 

величини наближення цілих функцій сумами Рогозинського в інтегральній 

метриці. 

Відповідно до мети роботи, виділимо наступні завдання: 

 дослідити класи цілих функцій; 

 дослідити наближення сумами Рогозинського на класах цілих 

функцій; 

Для виконання поставлених завдань використовуються наступні 

методи наукового дослідження: 

1. Огляд наукових праць із розглядуваної теми. 

2. Аналіз попередньо отриманих результатів. 

3. Обґрунтування справедливості нових тверджень, використовуючи 

уже відомі результати. 

4. Систематизація наукових відомостей з даної теми. 

 

Об’єктом дослідження роботи –  є асимптотична оцінка  верхніх граней 

відхилень сум Рогозинського від ф-інтегралів в метриці простору   .
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Висновки 

На даний час теорія наближень є однією із областей математики, що 

найбільш інтенсивно розвиваються. Багато суттєвих результатів отримано 

такими ученими як А.М. Колмогоров, С.М. Нікольський, Б. Надь, 

В.К. Дзядик, Н.Н. Корнійчук, С.Б. Стечкін, С.А. Теляковський, А.В. Єфімов, 

А. І. Степанець та ін. 

В даній роботі розв’язується задача наближення класу   
 
  цілих 

функцій  ( ) за допомогою лінійного методу, що носить назву сум 

Рогозинського в метриці простору   . 

Дипломна робота складається із вступу і двох розділів. Перший розділ 

містить чотири пункти. У них вводяться основні поняття та твердження, 

спираючись на які, розв’язується дана задача. У пункті «Класи 

диференційованих функцій» вводяться класи функцій, що допускають 

звичайне диференціювання. У пункті «Класи Вейля-Надя» означається 

похідна у розумінні Вейля-Надя та вводяться класи функцій, 

диференційовних у розумінні Вейля-Надя. У пункті 3 розглядаються більш 

узагальненні операції диференціювання. Також для заданої функції  ( ) 

будуються її наближення у вигляді послідовних поліномів   ( ), де      . 

Пункт 4 « ̅- інтеграли періодичних функцій» містить поняття ф-інтеграла та 

 ̅ - похідної функції. 

Другий розділ теж складається з чотирьох пунктів. Пункт 1 «Лінійні 

підсумовування рядів Фур’є» містить означення деяких лінійних методів, що 

носять назву методів підсумовування рядів Фур’є, приклади цих методів, а 

також у ньому розглядаються апроксимуючі властивості цих методів та 

питання насичення лінійних методів підсумовування рядів Фур’є. У пункті 2 

«Множини         » вводиться поняття про множини         . Також 

доводиться критерій належності функції ф Є М до множин М0, Мот, Мс. 

Пункт 3 «Множини F» за властивостями множини   доводиться, що     

належить множині  . У пункті 4 здійснюються основні дослідження 
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наближеннями сумами Рогозинського  ̅-інтегралів, які породжують цілі 

функції. Отримані асимптотичні оцінки для верхніх граней відхилень сум 

Рогозинського від ф-інтегралів в метриці простору    . Результатом 

дипломної роботи є: 

Теорема 1. Нехай            і        . Тоді, якщо     ̅  , 

то справедлива нерівність 

‖  (   )‖      ( 
 ̅)
 
(
  
  
∑    ̅

   

   

( )    ∑  ̅( ) 

   

   

)  

де   ( )     ‖ ( )      ( )‖                     - сталі, що не залежать 

від   i   .  

Нехай   ( )     {‖  (   )‖        +        *  ∑    ̅   
   ( )  ( ) },  

  ( )     {‖∫  (   )
 

  

       ‖     }     

  - деякий клас функцій. Використовуючи теорему 1 і розглядаючи верхні 

грані всіх частин ‖  (   )‖  отримуємо: 

  ( 
 ̅   

 )
 
    

    ̅   
 ‖  (   )‖         ̅    

‖
 

 
∫   ̅(   ) ( )  
 

  

‖
 

  

 
  (  

 ) 
  

  ̅( )  (  
 )
 
  ( ) ∑  ̅( )  

 

     

            

В прийнятих позначеннях справедлива така теорема. 

Теорема 2. Нехай           . Тоді 

  ( 
 ̅   

 )  
  (  

 ) 
  

  ̅( )  (  
 )
 
  ( ) ∑  ̅( )  

 

     

         

де   
  {  ‖ ‖       }, 

 ̅( )  √  ( )    ( )  
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