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ВСТУП 

Робота присвячена дослідженню задачі найкращого у розумінні 

гаусдорфової  відстані рівномірного відновлення функціональної 

залежності, заданої неточно кількома абстрактними функціями, елементами 

множини інших абстрактних функцій з додатковим обмеженням, що 

задається системою куль, які неперервно змінюються. 

          Актуальність теми.  Відомо, що ідея найкращого наближення 

складних математичних об’єктів простішими і зручнішими у користуванні 

пронизує всі галузі математики. 

Особливого розвитку ця ідея набула в теорії наближення функцій, що 

започатковано у працях П. Л. Чебишова, який ще у 50-х роках ХІХ століття 

поставив задачу про найкраще рівномірне (чебишовське) наближення 

неперервної на сегменті дійснозначної функції множиною алгебраїчних 

поліномів заданого степеня та довів відому теорему про чебишовський 

альтернанс, у якій встановлено критерій екстремального елемента для 

вищезгаданої задачі наближення. 

Ідеї П. Л. Чебишова  розвивались у працях багатьох вчених, які розглядали 

задачі найкращого у розумінні різних метрик наближення функцій різними 

апроксимуючими множинами. 

Узагальнюючи результати цих досліджень, математики прийшли до 

висновку, що низка задач найкращого наближення функцій є частковими 

випадками, так званих, задач найкращого у розумінні норми наближення 

фіксованого елемента лінійного нормованого простору фіксованою 

множиною цього простору, яка полягає в наступному: 

Задано лінійний нормований простір 𝑋 , фіксований елемент 𝑎 цього 

простору та його фіксовану площину 𝑉. 

Потрібно знайти величину 

                                    𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝑉‖𝑥– 𝑎‖.                                                   (0.1) 
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Якщо існує елемент  𝑥∗ ∈ 𝑉,   для якого ‖𝑥∗–𝑎‖=𝑖𝑛𝑓𝑥∈𝑉‖𝑥– 𝑎‖, то цей 

елемент називають елементом найкращого наближення елемента 𝑎 ∈ 𝑋 

фіксовано множиною 𝑉 ⊂ 𝑋 або екстремальним елементом для величини 

(0.1). 

Задачі дослідження величини (0.1) присвячена велика кількість робіт. 

Основні результати цих досліджень підсумовано у монографіях  Н. І. 

Ахієзера [1], В. К. Дзядика [2], М. П. Корнєйчука [3], П.-Ж. Лорана [4], О. І. 

Степанця [5,6], В. М. Тихомирова [7] та ін. 

Однак , у багатьох практичних задачах функціональні залежності, які 

характеризують досліджувані процеси, задаються неточно. 

Про них лиш відомо, що вони знаходяться в деякому діапазоні можливих 

значень деякого багатозначного відображення, тобто їх значення належить 

відповідним значенням цього багатозначного відображення. 

У зв’язку з цим виникає проблема найкращого в деякому розумінні 

відновлення функціональних залежностей, заданих деякими 

багатозначними відображеннями, елементами множини однозначних 

відображень, тобто задача найкращої у розумінні гаусдорфової відстані 

апроксимації деякого багатозначного відображення елементами множини 

однозначних відображень. 

Задачі відновлення функціональних залежностей, заданих неточно 

багатозначним відображенням, множиною однозначних відображень у 

різних аспеках розглядались, зокрема, у працях  [8-11]. 

У праці [8] розглядається наступна задача. 

Нехай 𝑆 − компакт, 𝑋 − лінійний над полем комплексних  ( дійсних) чисел 

нормований простір, 𝐶(𝑆, 𝑋)- лінійний над полем дійсних чисел нормований 

простір однозначних відображень 𝑔 компату 𝑆 в 𝑋, неперервних на 𝑆, з 

нормою ‖𝑔‖ = max
𝑠∈𝑆
‖𝑔(𝑠)‖, 𝐾(𝑋) - сукупність непорожніх компактів 

простору 𝑋, 𝐶(𝑆, 𝐾(𝑋)) - множина неперервних на 𝑆 багатозначних 

відображень 𝑆 в 𝐾(𝑋), 𝑉 ⊂  𝐶(𝑆, 𝑋). 
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Ставиться задача відшукання величини 

                          ℒ𝑎
∗ (𝑉)= inf

𝑔∈𝑉
sup
𝑠∈𝑆
sup𝑦∈𝑎(𝑠)‖𝑔(𝑠) − 𝑦‖,                          (0.2) 

Яка називається задачею найкращої рівномірної апроксимації відображення  

𝑎 ∈  𝐶(𝑆, 𝐾(𝑋)) множиною 𝑉 неперервних однозначних відображень. 

Якщо існує відображення 𝑔∗ ∈ 𝑉 таке, що 

                           ℒ𝑎
∗ (𝑉) = sup

𝑠∈𝑆
sup𝑦∈𝑎(𝑠)‖ 𝑔

∗(𝑠) − 𝑦‖,  

То його називають екстремальним елементом величини (0.2). 

Задачу (0.2) можна розглядати як задачу найкращого рівномірного 

відновлення. 

У багатьох практично важливих задачах найкращого наближення 

появляються додаткові обмеження на функції апарату наближення. 

Ця обставина зумовлює необхідність узагальнювати результати, отримані  

при досліджені задач апроксимації з додатковими обмеженнями. Початок 

цій проблематиці покладено вищезгаданими роботами П. Л. Чебишова, в 

яких, зокрема, розглядалась задача найкращого рівномірного наближення 

нуль-функції алгебраїчними поліномами степеня, що не перевищує п , з 

додатковим обмеженням: стандартний їх коефіцієнт повинен дорівнювати 1. 

Задачі найкращої апроксимації неперервних на компакті дійснозначних та 

компактнозначних функцій елементами скінченновимірних підпросторів, 

які задовольняють додатковому обмеженню, розглядались, зокрема, у 

працях[4, 12-16], а задачі найкращої рівномірної апроксимації неперервного 

компактно значного відображення множиною однозначних неперервних 

відображень з додатковими обмеженнями у працях [17-23]. 

У працях [17-23] та інших працях, що стосуються найкращого рівномірного 

відновлення функціональної залежності, заданої неточно з допомогою 

компактнозначного відображення, розглядаються абстрактні відображення 

загального вигляду. 

У практичних задачах ці відображення, насправді, є конкретними, що 

спонукає до необхідності дослідження цих задач з урахуванням їх 
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специфіки, базуючись на результатах, отриманих при дослідженні задач 

загального вигляду. 

В роботі розглядається задача найкращого у розумінні гаусдорфової 

відстані рівномірного відновлення функціональної залежності, заданої 

неточно кількома абстрактними функціями, елементами множини інших 

абстрактних функцій з додатковим обмеженням, що задається системою 

замкнених куль, які неперервно змінюються. 

Вона полягає в наступному. 

Нехай, як і вище, 𝑆 − компакт, 𝑋 − лінійний над полем  дійсних  чисел 

нормований простір, 𝐶(𝑆, 𝑋)- лінійний над полем дійсих чисел простір 

однозначних відображень 𝑔 компату 𝑆 в 𝑋, неперервних на 𝑆, з нормою 

‖𝑔‖ = max
𝑠∈𝑆
‖𝑔(𝑠)‖, 𝐾(𝑋) – множина всіх компактів простору 𝑋, h – метрика 

Гаусдорфа, задана на 𝐾(𝑋), 𝑔𝑖 ∈  𝐶(𝑆, 𝑋), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑎(𝑠) =

{𝑔1(𝑠), 𝑔2(𝑠),… , 𝑔𝑚(𝑠)},  

де 𝑠 ∈  𝑆, задане на 𝑆 скінченною кількостю абстрактних функцій 𝑔𝑖, 𝑖 =

1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , компактнозначне відображення 𝑆 в 𝑋, 𝑉 ⊂  𝐶(𝑆, 𝑋), u ∈  𝐶(𝑆, 𝑋), 

  𝑟 ∈  𝐶(𝑆, 𝑅), 𝑟(𝑠) > 0, 𝑏(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑢(𝑠)‖}  ≤  𝑟(𝑠), 𝑠 ∈  𝑆, - система 

замкнених куль з центром у точці u(𝑠) радіуса 𝑟(𝑠), 

𝒟 = {𝑔 ∈ 𝐶(𝑆, 𝑋): 𝑔(𝑠) ∈ 𝑏(𝑠), 𝑠 ∈  𝑆}, 

Існує  𝑔0 ∈  𝑉, для якого ‖𝑔0(𝑠) − 𝑢(𝑠)‖ <  𝑟(𝑠), 𝑠 ∈  𝑆. 

Поставимо задачу відшукання величини 

                     ℒ{𝑔𝑖}𝑖=1
𝑚

∗ (𝑉⋂𝒟) = inf
𝑔∈𝑉⋂𝒟

sup
𝑠∈𝑆
h(𝑔(𝑠), 𝑎(𝑠))                    (0.3) 

Якщо існує елемент 𝑔∗ ∈  𝑉⋂𝒟 такий, що          

 ℒ{𝑔𝑖}𝑖=1
𝑚 (𝑉⋂𝒟) =  sup h(𝑔∗(𝑠), 𝑎(𝑠)),  

то його будемо називати екстремальним елементом для величини (0.3) або 

найкращим методом відновлення. 

МЕТА, ОБ’ЄКТ, ПРЕДМЕТ, ЗАДАЧІ ТА МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ. 

Метою дослідження є отримання інших форм постановки задачі 

найкращого у розумінні гаусдорфової відстані рівномірного відновлення 
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функціональної залежності заданої неточно кількома абстрактними 

функціями, еквівалентних задачі (0.3), встановлення неперервності 

функціонала найкращого рівномірного відновлення та властивостей 

цільової функції цієї задачі, теорем існування її екстремального елемента; 

отримання двоїстого подання похідної за напрямком цільової функції задачі 

відшукання величини (0.3) та конуса внутрішніх напрямків деякої лебегової 

множини цієї функції; доведення необхідних умов і критеріїв 

екстремальності елемента для досліджуваної задачі, встановлення низки 

допоміжних тверджень, які становлять і самостійний інтерес. 

Обєктом дослідження є задача найкращого у розумінні гаусдорфової 

відстані рівномірного відновлення функціональної залежності, заданої 

неточно кількома абстрактними функціями, елементами множини інших 

абстрактних функцій з додатковим обмеженням, що задається системою 

куль, які неперервно змінюються. 

Предметом дослідження є проблеми теорії найкращого у розумінні 

гаусдорфової відстані апроксимації неперервного компактнозначного 

відображення множинами неперервних однозначних відображень з 

додатковим обмеженням, що задається системою замкнених куль, що 

неперервно змінються. 

Задачами дослідження є:  

- Отримання різних еквівалентних форм постановки задачі найкращого у 

розумінні гаусдорфової відстані рівномірного відновлення функціональної 

залежності , заданої неточно кількома абстрактними функціями (задачі 0.3). 

- Дослідження функціонала найкращого рівномірного відновлення задачі 

відшукання величини (0.3). 

- Встановлення деяких властивостей цільової функції задачі відшукання 

величини (0.3) ( її опуклість та неперервність). 

- Встановлення властивостей множини  𝒟 ( опуклість, обмеженість та 

замкненість). 
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- Доведення теорем існування екстремального елемента для задачі 

відшукання величини (0.3) (найкращого методу відновлення). 

- Отримання подання похідної за напрямком функції, що є максимумом 

кількох опуклих неперервних функцій, через похідні цих функцій. 

- Отримання двоїстого подання цільової функції задачі відшукання 

величини (0.3) та конуса внутрішніх напрямків для деякої лебегової  

множини цієї функції. 

- Отримання двоїстого подання конуса внутрішніх напрямків для множини 

𝒟 для точки 𝑔∗ ∈  𝒟. 

- Доведення необхідної умови екстремальності елемента для задачі 

відшукання величини (0.3). 

- Доведення критерію екстремального елемента для величини (0.3), його 

конкретизації на випадок, коли 𝑉 є підпростором простору 𝐶(𝑆, 𝑋). 

- Встановлення низки інших тверджень, які становлять і самостійний 

інтерес. 

При вирішенні постановлених задач у магістерській роботі 

використовуються методи математичного аналізу, функціонального 

аналізу, опуклого аналізу, теорії багатозначних відображень, оптимізації та 

апроксимації, теорії конусів дотичних напрямків. 

Наукова новизна отриманих результатів. 

Результати роботи є новими і полягають у наступному: 

1. Отримано різні форми постановки задачі найкращого у розумінні 

гаусдорфової відстані рівномірного відновлення функціональної залежності, 

заданої неточно кількома абстрактними функціями, функціонал найкращого 

рівномірного відновлення та його неперервність, властивості цільової 

функції. Задачі та теореми існування її екстремального елемента. 

2.  Досліджено різні еквівалентні форми постановки задачі найкращого у 

розумінні гаусдорфової відстані рівномірного відновлення функціональної 

залежності , заданої неточно кількома абстрактними функціями (задачі 0.3), 
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функціонал найкращого рівномірного відновлення задачі відшукання 

величини (0.3). 

3. Встановлено деякі властивості цільової функції задачі відшукання величини 

(0.3) ( її опуклість та неперервність). 

4. Встановлено властивості множини  𝒟 ( опуклість, обмеженість та 

замкненість). 

5. Доведено теореми існування екстремального елемента для задачі 

відшукання величини (0.3) (найкращого методу відновлення). 

6. Отримано подання похідної за напрямком функції, що є максимумом 

кількох опуклих неперервних функцій, через похідні цих функцій. 

7. Отримано двоїсте подання цільової функції задачі відшукання величини 

(0.3) та конуса внутрішніх напрямків для деякої лебегової  множини цієї 

функції. 

8. Отримано двоїсте подання конуса внутрішніх напрямків для множини 𝒟 для 

точки 𝑔∗ ∈  𝒟. 

9. Доведено необхідні умови екстремальності елемента для задачі відшукання 

величини (0.3). 

10.  Доведено критерій екстремального елемента для величини (0.3), його 

конкретизації на випадок, коли 𝑉 є підпростором простору 𝐶(𝑆, 𝑋). 

11. Встановлено низку інших тверджень, які становлять і самостійний інтерес. 

Практичне значення отриманих результатів. 

Магістерська робота має теоретичний інтерес. Її результати можуть бути 

використані для найкращого відновлення функціональних залежностей 

заданих неточно, подальшого розвитку теорії апроксимації багатозначних 

відображень, дослідження та розв’язування задач оптимізації, теорії 

оптимального керування та в інших галузях , де використовуються 

результати теорії багатозначних відображень. 

Результати роботи можуть бути використані при проведенні навчальних 

занять з навчальних дисциплін « Опуклий аналіз»,  «Теорія багатозначних 

відображень», «Теорія екстримальних задач», « Методи оптимізації». 
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Апробація результатів роботи. Результати роботи доповідались на 

засіданнях студентської проблемної групи «Найкраще рівномірне 

наближення компактнозначних відображень», яка функціонує при кафедрі 

математики. 

Структура роботи. Магістерська робота складається зі вступу, трьох 

розділів, висновків та списку використаних джерел. 

Перший розділ присвячено постановці задачі відшукання величини (0.3) у 

різних еквівалентних формах, встановленню властивостей функціонала 

найкращого рівномірного відновлення, властивостей цільової функції цієї 

задачі, теорем існування її екстремального елемента. 

Другий розділ присвячено отриманню подання похідної за напрямком 

функції, що є максимумом кількох опуклих неперервних функцій, через 

похідні за напрямком цих функцій, двоїстого подання похідної за 

напрямком цільової функції задачі відшукання величини (0.3) та двоїстого 

подання конуса внутрішніх напрямків деякої її лебегової множини. 

Третій розділ присвячено встановленню необхідних умов та критеріїв 

екстремальності елемента для задачі відшукання величини (0.3). 
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ВИСНОВКИ 

У дипломній роботі  «Задача найкращого у розумінні гаусдорфової відстані 

рівномірного відновлення функціональної залежності, заданої неточно 

кількома абстрактними функціями, елементами множини інших 

абстрактних функцій з додатковим обмеженням, що задається системою 

куль, які неперервно змінюються»: 

1. Отримано різні еквівалентні форми постановки задачі найкращого у 

розумінні гаусдорфової відстані рівномірного відновлення функціональної 

залежності, заданої неточно кількома абстрактними функціями.  

2. Встановлено неперервність функціонала найкращого рівномірного 

відновлення.  

3. Встановлено деякі властивості цільової функції задачі відшукання величини 

(0.3) ( її опуклість та неперервність). 

4. Встановлено властивості множини  𝒟 ( опуклість, обмеженість та 

замкненість). 

5. Доведено теореми існування екстремального елемента для задачі 

відшукання величини (0.3) (найкращого методу відновлення). 

6. Отримано подання похідної за напрямком функції, що є максимумом 

кількох опуклих неперервних функцій, через похідні цих функцій. 

7. Отримано двоїсте подання цільової функції задачі відшукання величини 

(0.3) та конуса внутрішніх напрямків для деякої лебегової  множини цієї 

функції. 

8. Отримано двоїсте подання конуса внутрішніх напрямків для множини 𝒟 для 

точки 𝑔∗ ∈  𝒟. 

9. Доведено необхідні умови екстремальності елемента для задачі відшукання 

величини (0.3). 

10.  Доведено критерій екстремального елемента для величини (0.3), його 

конкретизації на випадок, коли 𝑉 є підпростором простору 𝐶(𝑆, 𝑋). 

11. Встановлено низку інших тверджень, які становлять і самостійний інтерес. 
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