
ПЕРЕДМОВА  

×àñòèíó ìàòåìàòèêè, ÿêà âèâ÷àº ãåîìåòðè÷í³ îáðàçè, â ïåð-
øó ÷åðãó êðèâ³ òà ïîâåðõí³, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòè÷-
íîãî àíàë³çó, íàçèâàþòü äèôåðåíö³àëüíîþ ãåîìåòð³ºþ. Ââàæà-
þòü, ùî äèôåðåíö³àëüíà ãåîìåòð³ÿ â³äîêðåìèëàñü â ñàìîñò³éíó 
ìàòåìàòè÷íó äèñöèïë³íó ó 1827 ðîö³, êîëè Ãàóñ îïóáë³êóâàâ ðî-
áîòó “Çàãàëüíå äîñë³äæåííÿ ïðî êðèâ³ ïîâåðõí³“. Â Ðîñ³¿ øêîëó 
äèôåðåíö³àëüíî¿ ãåîìåòð³¿ ñòâîðèëè Ô.Ì³íä³íã ³ Ê.Ïåòåðñîí. 
Âåëèêèé âíåñîê â ðîçâèòîê ö³º¿ íàóêè çðîáèëè óêðà¿íñüê³ â÷åí³ 
À.Â.Ïîãîðºëîâ, Ì.I.Êîâàíöîâ òà ¿õ ó÷í³. 

Îñíîâó öüîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñ³áíèêà ñêëàäàþòü ëåêö³¿ àâòî-
ðà ç äèôåðåíö³àëüíî¿ ãåîìåòð³¿ íà ô³çèêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêó-
ëüòåò³ Êàì’ÿíåöü-Ïîä³ëüñüêîãî äåðæàâíîãî ïåäàãîã³÷íîãî óí³âåð-
ñèòåòó. 

Öÿ  êíèãà íàïèñàíà ÿê íàâ÷àëüíèé ïîñ³áíèê ç òðàäèö³éíî¿ ÷àñ-
òèíè äèôåðåíö³àëüíî¿ ãåîìåòð³¿, ÿêà âèâ÷àº êðèâ³ òà ïîâåðõí³ â 
òðüîõâèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³. Ïðè öüîìó, ÿê ïðàâèëî, äî-
ñë³äæóºòüñÿ ïîâåä³íêà ÿê çàâãîäíî ìàëèõ ¿õ äóã òà îáëàñòåé. ×èòà÷ 
òàêîæ îçíàéîìèòüñÿ ç á³ëüø çàãàëüíèì ï³äõîäîì äî îçíà÷åííÿ 
êðèâèõ òà ïîâåðõîíü â òîïîëîã³÷íèõ ìíîãîâèäàõ ÿê äî êëàñó â³-
äîáðàæåíü ñïåö³àëüíîãî âèäó. Ï³ä ñêàëÿðàìè ñêð³çü ðîçóì³þòüñÿ 
ëèøå ä³éñí³ ÷èñëà. Òåîðåòè÷íèé ìàòåð³àë ³ëþñòðóºòüñÿ äîñòàò-
íüîþ ê³ëüê³ñòþ âïðàâ òà ïðèêëàä³â, ÷àñòèíà ç ÿêèõ ðîçâ’ÿçàíà â 
òåêñò³, ÷àñòèíà ïðîïîíóºòüñÿ äëÿ ñàìîñò³éíîãî îïðàöþâàííÿ. 
Ñàìå ñèñòåìà öèõ âïðàâ çíàéîìèòü ÷èòà÷à ç îñíîâíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè òàêèõ â³äîìèõ â ãåîìåòð³¿ êðèâèõ òà ïîâåðõîíü ÿê ëàíöþ-
ãîâà òà ãâèíòîâà ë³í³¿, òðàêòðèñà, öèêëî¿äà, êàòåíî¿ä, ïðÿìèé 
ãåë³êî¿ä, ïñåâäîñôåðà òà ³íø³.                                                              

Äëÿ ñâ³äîìîãî çàñâîºííÿ öüîãî êóðñó ÷èòà÷ ïîâèíåí áóòè 
îçíàéîìëåíèé ç îñíîâàìè ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó òà àíàë³òè÷íî¿ 
ãåîìåòð³¿. Ñôîðìóëþºìî íèæ÷å äâà â³äîì³ ç êóðñó ìàòåìàòè÷íî-
ãî àíàë³çó òâåðäæåííÿ, ÿê³ äîñèòü ÷àñòî áóäóòü âèêîðèñòîâóâà-
òèñü â îñíîâíîìó òåêñò³. 

Òåîðåìà (ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíî¿ ôóíêö³¿).  Íåõàé ôóíê-
ö³ÿ ( )F x y z, ,  íåïåðåðâíà çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ ðàçîì ç óñ³ìà 

ñâî¿ìè ÷àñòêîâèìè ïîõ³äíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî â 

îêîë³ òî÷êè ( )M x y z0 0 0 0, , , ³ ÷àñòêîâà ïîõ³äíà 
∂
∂
F

x M0

0≠ , ïðè-



 

÷îìó ( )F x y z0 0 0 0, , = . Òîä³ ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ ( )x y z= ϕ , , òà-

êà, ùî ( )x y z0 0 0= ϕ , , ³ ÿêà â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè M0 çàäîâîëü-

íÿº òîòîæí³ñòü ( )( )F y z y zϕ , , , = 0 .  Ôóíêö³ÿ ( )ϕ y z,  â öüîìó 

îêîë³ íåïåðåðâíà  çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ ðàçîì ç óñ³ìà ñâî¿ìè 
÷àñòêîâèìè ïîõ³äíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. 

Òåîðåìà (ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíèõ ôóíêö³é). Íåõàé ôóíê-
ö³¿ ( )F x y z, ,  òà ( )Φ x y z, ,  íåïåðåðâí³ çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ ðà-

çîì ç óñ³ìà ñâî¿ìè ÷àñòêîâèìè ïîõ³äíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó 
âêëþ÷íî â îêîë³ òî÷êè ( )M x y z0 0 0 0, , , äåòåðì³íàíò  
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³ ( ) ( )F x y z x y z0 0 0 0 0 0 0, , , ,= =Φ . Òîä³ ³ñíóº ºäèíà ïàðà ôóíêö³é 

( ) ( )y x z x= =ϕ ϕ1 2, , òàêèõ, ùî  ( ) ( )y x z x0 1 0 0 2 0= =ϕ ϕ, , ³ ÿê³ â 

äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè M0 çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíîñò³ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )F x x x x x x, , , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ1 2 1 20 0≡ ≡Φ , 

ïðè÷îìó ôóíêö³¿ ( ) ( )ϕ ϕ1 2x x,  â öüîìó îêîë³ íåïåðåðâí³ ðàçîì ³ç 

ñâî¿ìè ïîõ³äíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. 

Íà æàëü, îáñÿã êíèãè íå äîçâîëèâ á³ëüø äåòàëüíî âèêëàñòè 
òåîð³þ äîòèêó ïîâåðõîíü, ðåçóëüòàòè, ïîâ’ÿçàí³ ç ïîâåä³íêîþ 
ñ³ìåéñòâ ïîâåðõîíü òà ¿õ ³çîìåòðè÷íèì â³äîáðàæåííÿì. Íå ì³ñ-
òèòü ïîñ³áíèê  ³ åëåìåíò³â ð³ìàíîâî¿ ãåîìåòð³¿.  

Â òåêñò³ çàñòîñîâàíà ïîäâ³éíà íóìåðàö³ÿ. Äëÿ ôîðìóë, òâå-
ðäæåíü (îçíà÷åíü, ëåì, òåîðåì, ³ ò.ï.) ïåðøå ÷èñëî âêàçóº íà 
íîìåð ïàðàãðàôó, äðóãå — íà íîìåð ôîðìóëè, òâåðäæåííÿ (îç-
íà÷åííÿ, ëåìè, òåîðåìè ³ ò.ï.) â öüîìó ïàðàãðàô³. 

 



Р о з д і л  1  

ЕЛ ЕМ ЕН Т И  Т ЕОР І Ї  К РИ ВИ Х  

§ 1. ÂÅÊÒÎÐÍI ÔÓÍÊÖI¯ ÑÊÀËßÐÍÎÃÎ ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ  

Íåõàé E3  — òðüîõâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið, òî÷êè ÿêîãî 
áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè À, Â, Ñ i ò.ä. 
Âiäðiçîê ÀÂ ïðîñòîðó áóäåìî íàçèâàòè íàïðÿìëåíèì i ïîçíà÷àòè 

AB , ÿêùî â íüîãî âêàçàíî ïî÷àòîê À i êiíåöü Â.  

Â E3  âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó Î i íàçâåìî ¿¿ ïîëþñîì. 

Ìíîæèíó âñiõ íàïðÿìëåíèõ âiäðiçêiâ E3  ç ïî÷àòêàìè â òî÷öi Î 

ïîçíà÷èìî ÷åðåç V 3 . Åëåìåíòè öiº¿ ìíîæèíè íàçâåìî âåêòîðàìè 
i áóäåìî ïîçíà÷àòè ¿õ ìàëèìè áóêâàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó ç 

ñòðiëêàìè íàä íèìè, íàïðèêëàä: 
r r r
a b c, ,  i ò.ä. ×åðåç AB

→
 áóäåìî 

ïîçíà÷àòè âåêòîð, åêâiïîëåíòíèé (ñïiâíàïðÿìëåíèé i ðiâíèé çà 

ìîäóëåì) íàïðÿìëåíîìó âiäðiçêó AB .  

Âåêòîð OA
→

 áóäåìî íàçèâàòè ðàäióñ-âåêòîðîì òî÷êè À. Ïîê-

ëàäåìî: ( ) ( )− = − − = + −
r r r r r r
b b a b a b1 ,  .  

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ çà 

ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ìíîæèíà V 3  
óòâîðþº âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.  

Ñêàëÿðíèé òà âåêòîðíèé äîáóòêè âåêòîðiâ 
r
a  i 

r
b  áóäåìî 

ïîçíà÷àòè ÷åðåç [ ]r r r r
ab a b, ,  âiäïîâiäíî, ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ 

r r r
a b c, ,  — ÷åðåç ( )r rr

abc , îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð (áàçèñ) â ìíîæèíi 

V 3  — ÷åðåç ( )r r r
i j k, , .  

Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ïîíÿòü ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòèêè, äëÿ 
ÿêèõ íå äàºòüñÿ îçíà÷åííÿ, º ïîíÿòòÿ ìíîæèíè. Ñëîâà: «ñóêó-
ïíiñòü», «ñiìåéñòâî», «êëàñ» — öå ñèíîíiìè ñëîâà «ìíîæèíà». 
Ìíîæèíó ââàæàþòü âèçíà÷åíîþ, ÿêùî ïðî êîæíèé îá’ºêò, ÿêèé 
ðîçãëÿäàºòüñÿ, ìîæíà òâåðäèòè, ùî âií àáî íàëåæèòü, àáî íå íà-
ëåæèòü ìíîæèíi.  
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Âiäîáðàæåííÿì f ìíîæèíè Õ â ìíîæèíó Y íàçèâàþòü ïðà-
âèëî, ÿêå êîæíîìó åëåìåíòó x X∈  ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷íî 
îäèí åëåìåíò y Y∈ . Ñëîâà: «ôóíêöiÿ», «âiäîáðàæåííÿ», «îïå-
ðàòîð», «ïåðåòâîðåííÿ» — º ñèíîíiìè.  

Ìíîæèíó Õ íàçèâàþòü ìíîæèíîþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¿ f i ïîç-
íà÷àþòü ÷åðåç D f( ) . Ìíîæèíó ( ) ( ){ }R f y Y x X f x y= ∈ ∃ ∈ =| :  íà-

çèâàþòü ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¿ f.  

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiþ 
r r
r r t= ( ) , äëÿ ÿêî¿ D r R( )

r
⊂ 1 , 

R r V( )
r

⊂ 3  äå R1  — ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, íàçâåìî âåêòîð-ôó-
íêöiºþ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòó.  

Â ïîäàëüøîìó, ÿê ïðàâèëî, ïiä D r( )
r

 áóäåìî ðîçóìiòè iíòå-

ðâàë ( )a b R, ⊂ 1 .  

Íàñàìïåðåä ç’ÿñóºìî ïîíÿòòÿ ãðàíèöi äëÿ âåêòîðíèõ ôóíêöié.  

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ñêàæåìî, ùî 
r r
r t r V( ) → ∈0

3  ïðè 

t t D r→ ∈0 ( )
r

, ÿêùî ( )r r
r t r− →0 0  ïðè t t→ 0 .  

Ôîðìè çàïèñó 
r r
r t rt t( ) → →

0
0  i lim ( )

t t
r t r

→
=

0
0

r r
 åêâiâàëåíòíi. 

Ïðî âëàñòèâîñòi ãðàíèöi ñâiä÷èòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.  

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé 
r r
a t b t( ), ( )  âåêòîð-ôóíêöi¿, m(t) — 

ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíi íà ( , )a b R⊂ 1 , ïðè÷îìó ïðè 

t t a b→ ∈0 ( , )  
r r
a t a( ) ,→ 0  

r r
b t b( ) ,→ 0  m t m( ) → 0 . Òîäi ïðè 

t t→ 0 :  

1) 
r r r r
a t b t a b( ) ( )+ → +0 0 ; 

2) m t a t m a( ) ( )
r r

→ 0 0 ; 

3) 
r r r r
a t b t a b( ) ( ) → 0 0 ; 

4) [ ] [ ]r r r r
a t b t a b( ), ( ) ,→ 0 0 . 

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ òâåðäæåííÿ 2). Îñêiëüêè  
I m t a t m a

m t a t a m t m a

= − ≤
≤ − + −

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

r r
r r r0 0

0 0 0
 



Åëåìåíòè òåîð³¿ êðèâèõ 

à çà óìîâîþ òåîðåìè 
r r
a t a( ) − →0 0 , m t m( ) − →0 0  ïðè t t→ 0 , 

òî I → 0  ïðè t t→ 0 . Òâåðäæåííÿ 2) äîâåäåíå.  

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ôóíêöiÿ 
r
r t( )  íàçèâàºòüñÿ íåïåðåðâíîþ â 

òî÷öi t a b R0
1∈ ⊂( , ) , ÿêùî 

r r
r t r t( ) ( )→ 0  ïðè t t→ 0 .  

Äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ìàº ìiñöå íàñòóïíà âëàñòèâiñòü.  

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé âåêòîðíi ôóíêöi¿ 
r r
a t b t( ), ( )  i ñêàëÿð-

íà ôóíêöiÿ m(t) âèçíà÷åíi íà ( , )a b R⊂ 1  òà íåïåðåðâíi â òî÷öi 

t a b0 ∈( , ) . Òîäi â òî÷öi t0  íåïåðåðâíèìè º ôóíêöi¿:  

1) 
r r
a t b t( ) ( )+ , 2) m t a t( ) ( )

r
, 3) 

r r
a t b t( ) ( ) , 4) [ ]r r

a t b t( ), ( ) .  

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî, íàïðèêëàä äëÿ òâåðäæåííÿ 4) òåîðå-
ìè 1.2. Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1.3 òà òâåðäæåííÿ 4) òåîðåìè 1.1, 
ìàºìî:  

[ ]
[ ]

lim ( ), ( ) lim ( ), lim ( )

( ), ( ) ,

t t t t t t
a t b t a t b t

a t b t

→ → →
=













=

=
0 0 0

0 0

r r r r

r r   

ùî çàâåðøóº äîâåäåííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ãîâîðÿòü, ùî ôóíêöiÿ 
r
r t( )  ìàº â òî÷öi 

t a b0 ∈( , )  ïîõiäíó (äèôåðåíö³éîâàíà â òî÷öi t0 ), ÿêùî iñíóº 

ãðàíèöÿ âiäíîøåííÿ 
( ) ( )r r

r t r t

t t

−

−
0

0
 ïðè t t→ 0 .  

Ïîçíà÷àþòü öþ ïîõiäíó ÷åðåç 
r
′r t( )0  àáî ÷åðåç 

dr t

dt t

r
( )

0

.  

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé âåêòîðíi ôóíêöi¿ 
r r
a t b t( ), ( )  i ñêàëÿð-

íà ôóíêöiÿ m(t) âèçíà÷åíi íà ( , )a b R⊂ 1  òà äèôåðåíö³éîâàí³ â 

òî÷öi t a b∈ ( , ) . Òîäi â öié òî÷öi äèôåðåíö³éîâàí³ ôóíêöi¿ 
r r
a t b t( ) ( )+ , m t a t( ) ( )

r
, 

r r
a t b t( ) ( ) , [ ]r r

a t b t( ), ( ) , ïðè÷îìó:  

1) ( ( ) ( )) ( ) ( )
r r r r
a t b t a t b t+ ′ = ′ + ′ ;  

2) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )m t a t m t a t m t a t
r r r

′ = ′ + ′ ;  
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3) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
r r r r r r
a t b t a t b t a t b t′ = ′ + ′ ;  

4) [ ] [ ] [ ]r r r r r r
a t b t a t b t a t b t( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

′
= ′ + ′ .  

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ òâåðäæåííÿ 3) ñôîðìóëþâàíî¿ òå-
îðåìè. Çà îçíà÷åííÿì 1.4 òà òåîðåìîþ 1.1 ìàºìî: 

( )r r r r r r

r r
r r r r

a t b t
a t t a t

t
b t t a t

b t t b t

t
a t b t a t b t

t t
( ) ( ) lim

( ) ( )
( ) lim ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

′
=

+ −
+ + ×

×
+ −

= ′ + ′

→ →∆ ∆

∆
∆

∆

∆
∆

0 0  

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.  
Íåîçíà÷åíèì iíòåãðàëîì âiä âåêòîðíî¿ ôóíêöi¿ 

r
r t( )  áóäåìî 

íàçèâàòè âåêòîð-ôóíêöiþ 
r r
v t r t dt( ) ( ) ,= ∫  ÿêùî 

r r
′ =v t r t( ) ( ) . Öÿ 

ôóíêöiÿ âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî âåêòîðíîãî äîäàíêó. 
Ïiä îçíà÷åíèì iíòåãðàëîì áóäåìî ðîçóìiòè ñòàëèé âåêòîð  

r r r
r t dt v b v a

a

b

( ) ( ) ( ).∫ = −  

Äëÿ âåêòîðíî¿ ôóíêöi¿ ëåãêî ââåñòè ïîíÿòòÿ ïîõiäíèõ äðóãî-
ãî, òðåòüîãî i ò.ä. ïîðÿäêiâ. Öå ðîáèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê â ñêàëÿð-
íîìó àíàëiçi.  

×åðåç ( )C
a b
k

,
 ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âåêòîðíèõ òà ñêàëÿ-

ðíèõ ôóíêöié, ÿêi ìàþòü â êîæíié òî÷öi t a b∈( , ),  íåïåðåðâíi 
ïîõiäíi äî k-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî.  

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âåêòîð-ôóíêöié ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòó 

ìàº ìiñöå ôîðìóëà Òåéëîðà. Íåõàé ( )
r
r t C

a b
n( )

,
∈ +1 . Â ïðîñòîði V 3 , 

ââåäåìî äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð ( , , )
r r r
i j k . Ðîçêëàâøè 

âåêòîð 
r
r t( )  ïî áàçèñíèõ âåêòîðàõ, ìàòèìåìî âèðàç  

r r r r
r t x t i y t j z t k( ) ( ) ( ) ( )= + + . 

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî ç íàëåæíîñòi ( )
r
r t C

a b
n( )

,
∈ +1  âèïëèâàº íàëå-

æíiñòü ( )x t y t z t C
a b
n( ), ( ), ( )

,
∈ +1  i íàâïàêè. Íåõàé t a b0 ∈( , ) .  
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Äëÿ êîæíî¿ ç ôóíêöié x(t), y(t), z(t) çàïèøåìî ôîðìóëó Òå-
éëîðà, ïîäàâøè çàëèøêîâèé ÷ëåí ðîçêëàäó ó ôîðìi Ëàãðàíæà: 

x t x t x t t t

x t
t t

n
x

t t

n
n

n
n

n
( ) ( ) ( )( ) . . .

( )
( )

!
( )

( )

( )!
;( ) ( )

= + ′ − + +

+
−

+
−

+
+

+
0 0 0

0
0 1

1
0

1

1
ξ

  

y t y t y t t t

y t
t t

n
y

t t

n
n

n
n

n
( ) ( ) ( )( ) . . .

( )
( )

!
( )

( )

( )!
;( ) ( )

= + ′ − + +

+
−

+
−

+
+

+
0 0 0

0
0 1

2
0

1

1
ξ

  

z t z t z t t t

z t
t t

n
z

t t

n
n

n
n

n
( ) ( ) ( )( ) . . .

( )
( )

!
( )

( )

( )!
;( ) ( )

= + ′ − + +

+
−

+
−

+
+

+
0 0 0

0
0 1

3
0

1

1
ξ

 

äå ξi t i→ =0 123, ( , , )  ïðè t t→ 0 .  

Ïîìíîæèìî ïåðøó ç öèõ ðiâíîñòåé íà âåêòîð 
r
i , äðóãó — 

íà âåêòîð 
r
j , òðåòþ — íà âåêòîð 

r
k . Îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ 

ïî÷ëåííî äîäàìî i îäåðæèìî ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ âåêòîðíî¿ 
ôóíêöi¿: r r r

r r
r t r t r t t t

r t
t t

n
Q

t t

n
n

n n
( ) ( ) ( )( ) . . .

( )
( )

!

( )

( )!
,( )

= + ′ − + +

+
−

+
−

+

+
0 0 0

0
0 0

1

1

 

äå 
r r r r r
Q x i y j z k r tn n n n= + + →+ + + +( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

1
1

2
1

3
1

0ξ ξ ξ  ïðè 

t t→ 0 .   

Âåêòîð 
r
Q  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ( )( ) ( )

r r r
Q r t t tn= ++1

0 0ε , , 

äå 
r
ε( , )t t0 0→  ïðè t t→ 0 . 

Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, çàçíà÷èìî, ùî êîëè ôóí-

êöiÿ { }
r
r t Ñ

t
n( ) ∈

0
 i âèçíà÷åíà íà (à,â), ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ 

r
r t( )  ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi 

r r r r r
r t r t r t t t r t

t t

n
R tn

n

n( ) ( ) ( )( ) . . . ( )
( )

!
( ),( )= + ′ − + +

−
+0 0 0 0

0  

äå lim
( )

( )t t

n
n

R t

t t→ −
=

0 0
0

r
r

.  
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Îçíà÷åííÿ 1.5. Ôóíêöiþ 
r
r t( )  áóäåìî íàçèâàòè àíàëiòè-

÷íîþ â òî÷öi t a b0 ∈( , ) , ÿêùî âîíà ìàº â öié òî÷öi ïîõiäíi 

áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó òà iñíóº òàêèé îêië òî÷êè t0 , â ÿêîìó ðÿä 
Òåéëîðà 

r r r
r t r t t t r t

t t
( ) ( )( ) ( )

( )

!
. . .0 0 0 0

0
2

2
+ ′ − + ′′

−
+  

çáiãàºòüñÿ äî ôóíêöi¿ 
r
r t( ) .  

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äâà òâåðäæåííÿ, ÿêi íåîäíîðàçîâî áóäóòü 
âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøîìó âèêëàäi.  

Ëåìà 1.1. Ïîõiäíà âåêòîð-ôóíêöi¿ ñòàëîãî ìîäóëÿ ïåðïå-
íäèêóëÿðíà äî íå¿ ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòà.  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 
r
r t c const( ) = =  ïðè âñiõ t a b∈ ( , ) . Òîäi 

r r
r t r t c( ) ( ) = 2 . Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü, ìàºìî, ùî 

2 0
r r
r t r t( ) ( )′ = , çâiäêè âèïëèâàº òâåðäæåííÿ ëåìè 1.1.  

Îçíà÷åííÿ 1.6. Øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ âåêòîð-ôóíêöi¿ 

r
r t( )  â òî÷öi t a b0 ∈( , )  íàçèâàþòü ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ 

∆ϕ
t t− 0

 

ïðè t t→ 0 , äå ∆ϕ  — êóò ìiæ âåêòîðàìè 
r
r t( )0  i 

r
r t( ) .  

Ëåìà 1.2. Øâè-
äêiñòü îáåðòàííÿ îäè-
íè÷íî¿ âåêòîð-ôóíêöi¿ 
äîðiâíþº ìîäóëþ ¿¿ ïî-
õiäíî¿ ó âiäïîâiäíié 
òî÷öi.  

Äîâåäåííÿ. Çà óìî-
âîþ 

r r
r t r t( ) ( )0 1= = . 

Î÷åâèäíî, ∆ϕ =
∪

M M0 , 

äå M M0

∪
 — äîâæèíà äó-

ãè îäèíè÷íîãî êîëà ç öåíòðîì â òî÷öi Î, ∆ϕ  âèìiðþºòüñÿ ðàäi-
àííîþ ìiðîþ (ðèñ. 1).  

r
r t( )

r
r t( )0

0
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Çà îçíà÷åííÿì 1.6 øâèäêiñòü îáåðòàííÿ ôóíêöi¿ 
r
r t( )  â òî÷öi 

t0  âèçíà÷àº ãðàíèöÿ 

lim lim lim lim
( ) ( )

( ) ,
t t t t t t t t

M M

t t

M M

M M

M M

t t

r t r t

t t
r t

→

∪

→

∪

→ →

→

→−
= ⋅

−
= ⋅

−
−

= ′
0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

0

0
01

r r r   

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. 

Âïðàâè  

1. Äîâåñòè, ùî ç ðiâíîñòi ( )r r
r t t a b( ) ( , )= ∈0  âèïëèâàº, ùî 

r
r t( )  — 

ñòàëèé âåêòîð:  
à) íå çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà;  
á) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà.  

2. Ôóíêöi¿ 
r
r t ii( ) ( , , ) = 123  íåïåðåðâíi â òî÷öi t t= 0 . Òîäi â öié òî-

÷öi íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ( )r r r
r t r t r t1 2 3( ) ( ) ( ) . Äîâåñòè.  

3. Ôóíêöi¿ 
r
r t ii( ) ( , , ) = 123  äèôåðåíö³éîâàí³ â òî÷öi t t= 0 . Çíàéòè 

ïîõiäíó ( )r r r
r t r t r t1 2 3( ) ( ) ( )

′
.  

4. Çíàéòè ïîõiäíi ïî t âiä ôóíêöié [ ] ( )r r r r r
′ ′′ ′ ′′ ′′′r r r r r, , ,  [ ][ ]r r r

′ ′′ ′′′r r r, , ,  

äå ( )
r r
r r t C

a b
= ∈( )

,
4 .  

5. ×è âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi  
r r
′ = ′

r t r t( ) ( ) ,   
r r r r
r t r t r t r t( ) ( ) ( ) ( )′ = ′

? 

6. Âèêîðèñòàòè çàäà÷ó 3 äëÿ âñòàíîâëåííÿ ïðàâèëà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó.  

7. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð 
r
r t( )  çáåðiãàâ íàïðÿìîê ïðè âñiõ t a b∈( , ),  

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ïðè ∀ ∈t a b( , )  
r r
r t r t( )| | ( )′ . Äîâåñòè.  

Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî 
r
r t( )  ó âèãëÿäi   

r r r
r t r t t( ) ( ) ( ),= τ     (1.1)  

äå 
r
τ( )t  — îäèíè÷íèé âåêòîð. ßêùî 

r
r t( )  çáåðiãàº íàïðÿìîê, òî 

r r
τ( )t e=  — ñòàëèé âåêòîð. Ïðîäèôåðåíöiþºìî ðiâíiñòü (1.1): 
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′ = ′r r r
r t r t e( ) ( ) , çâiäêè, ïîêëàâøè λ( )

( )

( )
t

r t

r t
=

′r
r , îäåðæóºìî, ùî  

r r
′ =r t t r t( ) ( ) ( ),λ          (1.2)  

òîáòî 
r r
′r t r t( )| | ( ) .  

Íàâïàêè, íåõàé âèêîíóºòüñÿ ðiâíiñòü (1.2). Ïîêàæåìî, ùî òîäi 
â (1.1) âåêòîð 

r
τ( )t  ñòàëèé. Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ðiâíiñòü (1.1), 

ìàºìî, ùî 
r r r r r
′ = ′ + ′r t r t t r t t( ) ( ) ( ) ( ) ( )τ τ . Çâiäñè  

r r r r r

r r r r r r
r t t r t r t t

t r t r t t t r t r t t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

′ = ′ − ′ =

= − ′ = − ′





τ τ

λ τ λ τ
 

Îòæå, îñêiëüêè çà ëåìîþ 1.1 
r r
′ ⊥τ τ( ) ( )t t , òî  

r r r r rr
r t t t r t r t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,′ = − ′



 ′ =τ λ ττ2

0  

çâiäêè 
r r
′ =τ ( ) ,t 0  òîáòî 

r
τ( )t  ñòàëèé îäèíè÷íèé âåêòîð.  

8. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð 
r
r t( )  áóâ ïàðàëåëüíèé äî ôiêñîâàíî¿ ïëî-

ùèíè ω  ïðè âñiõ t a b∈ ( , )  íåîáõiäíî, à ïðè óìîâi, ùî ïðè âñiõ 

t a b∈ ( , )  
r r
r t r t( ) | | ( )′  i äîñòàòíüî, ùîá ìiøàíèé äîáóòîê 

( )r r r
r t r t r t( ) ( ) ( )′ ′′  äîðiâíþâàâ íóëþ ïðè âñiõ t a b∈ ( , ) . Äîâåñòè.  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 
r
a  — íîðìàëüíèé âåêòîð ïëîùèíè ω  i 

r
r t( )| | ω . Òîäi 

rr
ar t( ) = 0 , çâiäêè 

rr
ar ′ = 0  i 

rr
ar ′′ = 0 . Îòæå, âåêòîðè 

r r r
r t r t r t( ), ( ), ( )′ ′′  ïåðïåíäèêóëÿðíi âåêòîðó 

r
a , òîáòî êîìïëàíàðíi. 

Òîäi ¿õ ìiøàíèé äîáóòîê äîðiâíþº íóëþ.  
Íàâïàêè, íåõàé ( )r r r

r t r t r t( ) ( ) ( )′ ′′ = 0 . Îñêiëüêè 
r r

′r t r t( ) | | ( ) , òî 
r
′′r t( )  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi  

r r r
′′ = + ′r t t r t t r t( ) ( ) ( ) ( ) ( ).λ λ1 2  

Òîäi  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]r r r r r r r r r r
r r r r t r r t r r t r r, , ( ) , ( ) , ( ) , .′ ′ = ′′ = + ′ = ′λ λ λ1 2 2  
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Â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ïîêàçàíî, ùî âåêòîð [ ]r r
r r, ′  çáåðiãàº íàï-

ðÿìîê. Àëå [ ]r r r
r r r⊥ ′, ,  îòæå ïàðàëåëüíèé äî ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿ-

ðíî¿ äî âåêòîðà [ ]r r
r t r t( ), ( )′ .  

9. Íåõàé â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  âåêòîð 

r
r t( )  ìàº êîîðäèíàòè x t( ),  y t( ),  

z t( ),  ùî º àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè íà ( , )a b . Äîâåñòè, ùî 
r
r t( )  

— àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà öüîìó âiäðiçêó.  
10. Íåõàé âåêòîð-ôóíêöiÿ 

r
r t( )  íåïåðåðâíà íà [ ]a b,  i ìàº â ðåïåði 

( )r r r
i j k, ,  êîîðäèíàòè x t( ),  y t( ),  z t( ) . Äîâåñòè, ùî 

r r r r
r t dt i x t dt j y t dt k z t dt

a

b

a

b

a

b

a

b

( ) ( ) ( ) ( )= + +∫ ∫ ∫ ∫ .  

11. ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ 
r
r t( )  íåïåðåðâíà íà (à,â), òî 

d

dt
r d r t

a

t r r
( ) ( )ξ ξ =∫ . Äîâåñòè.  

12. ßêùî 
r r
r r t= ( )  i t f= ( )τ  äèôåðåíö³éîâàí³ ôóíêöi¿, òî 

dr

d

dr

dt

dt

d

r r

τ τ
= ⋅ . Äîâåñòè.  

13. Ïîêàçàòè, ùî òåîðåìà Ðîëëÿ íå ìàº ìiñöÿ äëÿ âåêòîðíèõ ôó-
íêöié.  
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§ 2. ÏÎÍßÒÒß ÊÐÈÂÎ¯. ÇÂÈ×ÀÉÍI ÒÀ ÎÑÎÁËÈÂI 
ÒÎ×ÊÈ ÊÐÈÂÎ¯. ÄÎÒÈ×ÍÀ ÄÎ ÊÐÈÂÎ¯ ÒÀ 
ÄÎÑÒÀÒÍI ÓÌÎÂÈ ¯¯ IÑÍÓÂÀÍÍß  

Íåõàé 
r
r t( )  — âåêòîð-ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó 

( )a b R, ⊂ 1  i ïðèéìàº çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè V 3 . Ïðè çìiíi ïàðàìå-

òðà t âiä à äî â êiíåöü âåêòîðà 
r
r t( )  îïèøå â ïðîñòîði E3  äåÿêó 

ìíîæèíó òî÷îê Ì(t). Öþ ìíîæèíó ìè íàçâåìî ãîäîãðàôîì âå-
êòîð-ôóíêöi¿ àáî êðèâîþ l, ÿêà çàäàºòüñÿ ðiâíÿííÿì  r r

r r t= ( ).            (2.1)  

Ïðè öüîìó âåêòîð-ôóíêöiþ 
r
r t( )  áóäåìî íàçèâàòè ïàðàìåòðè-

çàöiºþ êðèâî¿ l. Çðîçóìiëî, ùî êðèâà l ìîæå áóòè çàäàíà i ií-

øîþ ïàðàìåòðèçàöiºþ, íàïðèêëàä, 
r
r0( )τ , äå ( )τ ∈ ⊂a b R0 0

1, . 

Ïàðàìåòðèçàöi¿ 
r
r t( )  ³ 

r
r0( )τ  áóäåìî ââàæàòè åêâiâàëåíòíèìè, 

ÿêùî iñíóº îáîðîòíà äèôåðåíö³éîâàíà íà ( )a b0 0,  ôóíêöiÿ 

( )t f= τ , ÿêà âiäîáðàæàº iíòåðâàë ( )a b0 0,  íà ( )a b, , ïðè÷îìó îáå-

ðíåíà ôóíêöiÿ ( )τ = −f t1  äèôåðåíö³éîâàíà íà ( )a b, .  

Î÷åâèäíî, ùî â ñåíñ³ íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ, êðèâîþ º äîâ³-
ëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà òî÷îê åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó Å3, îñê³-
ëüêè ¿¿ ïîòóæí³ñòü íå ïåðåâèùóº ïîòóæíîñò³ ìíîæèíè òî÷îê ³í-
òåðâàëó (à, â). Öÿ îáñòàâèíà íà ïåðøèé ïîãëÿä íåçâè÷íà, àëå 
âèêîðèñòîâóâàòè ¿¿ â ïîäàëüøîìó äîñèòü çðó÷íî. 

Îçíà÷åííÿ 2.1. Òî÷êó ( )t a b0 ∈ ,  íàçâåìî çâè÷àéíîþ òî÷-

êîþ ïàðàìåòðèçàöi¿ 
r
r t( ) , ÿêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ 

r
r t( )  äèôåðåí-

ö³éîâàíà â òî÷öi t0 , ïðè÷îìó  

( )r r
′ ≠r t0 0.      (2.2)  

Òî÷êó, ùî íå º çâè÷àéíîþ, íàçâåìî îñîáëèâîþ òî÷êîþ ïàðàìåò-
ðèçàöi¿ 

r
r t( ) .  

ßêùî òî÷öi M l∈  âiäïîâiäàþòü òî÷êè ( )t a b0 ∈ ,  i 

( )τ0 0 0∈ a b,  â åêâiâàëåíòíèõ ïàðàìåòðèçàöiÿõ 
r
r t( )  i ( )r

r0 τ  âiäïî-

âiäíî, òî öi òî÷êè îäíî÷àñíî àáî çâè÷àéíi, àáî îñîáëèâi äëÿ îáîõ 
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öèõ ïàðàìåòðèçàöié. Â ïîäàëüøîìó ïðè äîñëiäæåííi ïåâíî¿ êðè-
âî¿ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îäíî÷àñíî òiëüêè åêâiâàëåíòíi ¿¿ ïà-
ðàìåòðèçàöi¿. Òîìó, òàì, äå öå íå âèêëèêàº íåïîðîçóìiíü, çâè÷à-
éíîþ (îñîáëèâîþ) áóäåìî íàçèâàòè ñàìó òî÷êó ( )M t0  êðèâî¿ l, 

ÿêié âiäïîâiäàº çâè÷àéíà (îñîáëèâà) òî÷êà t0  ¿¿ ïàðàìåòðèçàöi¿ 
r
r t( ) .  

Íåïîðîçóìiííÿ ìîæå âèíèêíóòè, ÿêùî òî÷êà Ì êðèâî¿ l º 
òî÷êîþ ñàìîïåðåòèíó, òîáòî âiäïîâiäàº ðiçíèì çíà÷åííÿì ïàðà-
ìåòðà t. Â öüîìó âèïàäêó êðèâó l ñëiä ðîçáèòè íà ÷àñòèíè, ÿêi 
ìiñòÿòü öþ òî÷êó i äëÿ ÿêèõ âîíà íå º òî÷êîþ ñàìîïåðåòèíó, òà 
âèÿñíèòè òèï öiº¿ òî÷êè îêðåìî äëÿ êîæíî¿ òàêî¿ ÷àñòèíè êðèâî¿ 
l. Äëÿ çðó÷íîñòi òàêi òî÷êè âèêëþ÷èìî ç ðîçãëÿäó.  

Îçíà÷åííÿ 2.2. Êðèâó, çàäàíó ðiâíÿííÿì (2.1), íàçâåìî 

ðåãóëÿðíîþ êðèâîþ k-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî ( )
r
r t C

a b
k( )

,
∈ . Ðåãóëÿðíó 

êðèâó ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçâåìî ãëàäêîþ êðèâîþ. ßêùî 
r
r t( )  — 

àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà (à, â), òî ¿¿ ãîäîãðàô íàçâåìî àíàëiòè-
÷íîþ êðèâîþ íà öüîìó ïðîìiæêó.  

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ìíîæèíó òî÷îê ïðîñòîðó E3  íàçâåìî 

ïðîñòîþ äóãîþ, ÿêùî iñíóº òàêèé ðåïåð ( )r r r
i j k, , , â ÿêîìó êîîð-

äèíàòè öèõ òî÷îê x, y, z çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ  

( ) ( )y y x z z x= =, .     (2.3)  

Âiäìiòèìî, ùî â îçíà÷åííi 2.3 êîîðäèíàòè y ³ z âèðàæà-
þòüñÿ ÷åðåç àáñöèñó x. ßêùî x i y âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç z, àáî õ ³ 
z âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç y, òî îçíà÷åííÿ 2.3 çàëèøàºòüñÿ â ñèëi.  

Òåîðåìà 2.1. Ó âñÿêî¿ çâè÷àéíî¿ òî÷êè ãëàäêî¿ êðèâî¿ iñ-
íóº îêië, â ÿêîìó âîíà º ïðîñòîþ äóãîþ.  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà ( )M t0 0  ãîäîãðàôà âåêòîð-ôóíêöi¿ 
r
r t( )  çâè÷àéíà i ( )

r
r t C

a b
( )

,
∈ 1 . Çà îçíà÷åííÿì 2.1 

r r
′ ≠r t( )0 0 . Âèáå-

ðåìî äîâiëüíèé ðåïåð ( )r r r
i j k, ,  i ðîçêëàäåìî 

r
r t( )  â öüîìó ðåïåði:  

( ) ( ) ( )r r r r
r t x t i y t j z t k( ) = + + .          (2.4)  
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî âåêòîð 
r
′r t( )  ìàº êîîðäèíàòè ( ) ( ) ( )( )′ ′ ′x t y t z t, , . 

Óìîâà (2.2) âåäå äî òîãî, ùî õî÷à á îäíå ç ÷èñåë 
( ) ( ) ( )′ ′ ′x t y t z t0 0 0, ,  âiäìiííå âiä íóëÿ. Íåõàé, äëÿ îçíà÷åíîñòi, 

( )′ ≠x t0 0 . Ñïiââiäíîøåííÿ (2.4) ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî â ðåïåði 

( )r r r
i j k, ,  ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêöi¿ 

r
r t( )  çàäàºòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè 

ðiâíÿííÿìè  
( ) ( ) ( )x x t y y t z z t= = =, ,  .       (2.5)  

Ïåðøå ç ðiâíÿíü (2.5) çàïèøåìî ó âèãëÿäi  
( ) ( )F t x x x t, = − = 0 .    (2.6) 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî 
( ) ( )∂
∂

F t x

t
x t

t t

,

=

= − ′ ≠

0

0 0 , i âèêîðèñòîâóþ÷è 

âiäîìó ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òåîðåìó ïðî ³ñíóâàííÿ íå-
ÿâíî¿ ôóíêöi¿, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî iñíóº òàêèé îêië òî-
÷êè t0 , â ÿêîìó ðiâíÿííÿ (2.6) ðîçâ’ÿçóºòüñÿ âiäíîñíî t, òîáòî 

( )t x= ϕ , äå ( )x x x R∈ ⊂1 2
1, , ïðè÷îìó ( ) ( )ϕ x C

x x
∈

1 2

1
,

. Ïiäñòà-

âëÿþ÷è ( )ϕ x  çàìiñòü t ó äðóãå òà òðåòº ðiâíÿííÿ (2.5), îäåðæó-

ºìî ñïiââiäíîøåííÿ âèäó (2.3), ùî çàêií÷óº äîâåäåííÿ.  
Îçíà÷åííÿ 2.4. Ïðÿìó íàçèâàþòü äîòè÷íîþ äî êðèâî¿ â 

äàíié ¿¿ òî÷öi, ÿêùî âîíà º ãðàíè÷íèì ïîëîæåííÿì ñi÷íî¿, ùî 
ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó òà iíøó òî÷êó êðèâî¿, ÿêà íåîáìå-
æåíî íàáëèæàºòüñÿ äî äàíî¿.  

Äàìî ùå îäíå îçíà÷åííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿, ÿêå åêâiâàëå-
íòíå îçíà÷åííÿ 2.4. Äëÿ öüîãî çðîáèìî ðèñóíîê 2.  

Íåõàé γ  — äàíà êðèâà, P — òî÷êà íà 
íié, g — ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî-
÷êó P. Âiçüìåìî íà êðèâié γ  òî÷êó Q i 
ïîçíà÷èìî ¿¿ âiäñòàíi âiä òî÷êè P òà ïðÿ-
ìî¿ g ÷åðåç d i h âiäïîâiäíî.  

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ïðÿìó g íàçâåìî 
äîòè÷íîþ äî êðèâî¿ γ  â òî÷öi P, ÿêùî 

÷àñòêà h d  ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè Q P→ .  
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Åêâiâàëåíòíiñòü îçíà÷åíü 2.4 i 2.5 îáóìîâëåíà òèì, ùî h d  
º ñèíóñ êóòà, óòâîðåíîãî ïðÿìèìè g i PQ.  

Òåîðåìà 2.2. Ãëàäêà êðèâà, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì (2.1), â 
êîæíié ñâî¿é çâè÷àéíié òî÷öi ( )M t0 0  ìàº ºäèíó äîòè÷íó, ÿêà 

ïàðàëåëüíà âåêòîðó ( )r
′r t0 .  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êàì 
M0  òà M äàíî¿ êðèâî¿ âiäïî-
âiäàþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 
t0  i t, à ¿õ ðàäióñè-âåêòîðè 

äîðiâíþþòü ( )r
r t0  i ( )r

r t  âiä-

ïîâiäíî (ðèñ. 3 ). Òîäi 

( ) ( )M M r t r t0 0

→
= −

r r
, à âåêòîð 

( ) ( ) ( )r
r r

α t
r t r t

t t
=

−

−
0

0

 ïàðàëå-

ëüíèé ñi÷íié M M0 .  

ßêùî òî÷êà M ïðÿìóº ïî êðèâié äî òî÷êè M0 , òî âåêòîð-

ôóíêöiÿ ( )r
α t  ïðÿìóº äî ïîõiäíî¿ ( )r

′r t0  ÿê äî ñâîº¿ ãðàíèöi. Ñi-

÷íà M M0  ïðè öüîìó, îáåðòàþ÷èñü íàâêîëî òî÷êè M0 , çàéìàº 
ñâîº ãðàíè÷íå ïîëîæåííÿ, ÿêå çà îçíà÷åííÿì 2.4 âèçíà÷àº äîòè-
÷íó äî êðèâî¿ â òî÷öi M0 .  

Î÷åâèäíî, ùî òåîðåìà 2.2 â îñîáëèâèõ òî÷êàõ êðèâî¿ íå 
ñïðàöüîâóº. Ïðîòå öå íå îçíà÷àº, ùî â öèõ òî÷êàõ äîòè÷íà íå iñ-
íóº àáî íå âèçíà÷åíà. Íàñòóïíà òåîðåìà íàâîäèòü äîñòàòíi óìîâè 
iñíóâàííÿ äîòè÷íî¿ â îñîáëèâié òî÷öi ðåãóëÿðíî¿ êðèâî¿.  

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé ðiâíÿííÿì (2.1) çàäàíà ðåãóëÿðíà 

êðèâà p-ãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó ( ) ( ) ( )( )r r
…

r r
′ = ′′ = = =−r t r t r tp

0 0
1

0 0 , à 

( )( )r r
r tp

0 0≠ . Òîäi â òî÷öi ( )M t0 0  öiº¿ êðèâî¿ iñíóº ºäèíà äîòè÷-

íà, ïàðàëåëüíà äî âåêòîðà ( )( )r
r tp

0 .  

Äîâåäåííÿ. Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ ( )r
r t  â îêîëi òî÷êè t0  çà 

ôîðìóëîþ Òåéëîðà:  

M M0
®

r
r ( )t
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( ) ( )
( )( )( )

( )r r
r r

r t r t
r t t t

p
R t

p p

p= +
−

+0
0 0

!
,     (2.7) 

äå 
( )

r
rR

t t

p
p

−
→

0

0  ïðè t t→ 0 . Ç ôîðìóëè (2.7) îäåðæóºìî ñïiââi-

äíîøåííÿ 
( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

r r
r

r
r t r t

t t p
r t

R t

t t
p

p p
p

−

−
= +

−

0

0
0

0

1
!

, çâiäêè  

( ) ( )
( )

( )( )lim
!

.
t t p

pr t r t

t t p
r t

→

−

−
=

0

0

0
0

1
r r

r
  

Âðàõîâóþ÷è, ùî âåêòîð 
( ) ( )
( )

r r
r t r t

t t
p

−

−

0

0

 ïàðàëåëüíèé ñi÷íié M M0  

(ðèñ. 3), à òàêîæ îçíà÷åííÿ 2.4, çàêií÷óºìî äîâåäåííÿ òåîðåìè.  
ßêùî êðèâà, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì (2.1) ãëàäêà i íå ìiñòèòü îñîá-

ëèâèõ òî÷îê, òî ðiâíÿííÿ ¿¿ äîòè÷íî¿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi  
( ) ( )r r r

ρ λ= +r t r t ,  

äå λ ∈R1  — ïàðàìåòð.  
ßêùî æ öÿ êðèâà çàäàíà â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi (2.5), òî ðiâíÿ-

ííÿ äîòè÷íî¿ äî íå¿ â òî÷öi ( ) ( ) ( )( )M x t y t z t, ,  íàáèðàº âèãëÿäó  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

X x t

x t

Y y t

y t

Z z t

z t

−

′
=

−

′
=

−

′
,      (2.8)  

äå X, Y, Z — êîîðäèíàòè ðóõîìî¿ òî÷êè ïî äîòè÷íié.  

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íîðìàëüíîþ ïëîùèíîþ êðèâî¿ â òî÷öi Ì 
íàçèâàþòü ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó Ì ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî äîòè÷íî¿ â öié òî÷öi.  

Çíàþ÷è, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (2.8), ðiâíÿííÿ íîðìàëüíî¿ 
ïëîùèíè êðèâî¿ â òî÷öi Ì ëåãêî çàïèñóºìî ó âèãëÿäi  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )X x t x t Y y t y t Z z t z t− ′ + − ′ + − ′ = 0 ,  (2.9)  

äå X, Y, Z — êîîðäèíàòè ðóõîìî¿ òî÷êè ïî íîðìàëüíié ïëîùèíi. 
Íà çàâåðøåííÿ  ïàðàãðàôà ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî îñîáëè-

âi òî÷êè ïëîñêèõ àíàëiòè÷íèõ êðèâèõ.  
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Ïðèïóñòèìî, ùî êðèâà l, çàäàíà ðiâíÿííÿì (2.1), ëåæèòü â 
ïëîùèíi ω , àíàëiòè÷íà íà ïðîìiæêó ( )a b, , i â òî÷öi ( )t a b0 ∈ ,  

âèêîíóþòüñÿ óìîâè: 

1) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )r r r r r r
′ = ′′ = = = ≠−r t r t r t r tp p

0 0
1

0 00 0. . . ,  ; 

2) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )r r r r
r t r t r t r t q p

p p q q
0

1
0

1
0 0| | | | . . . | | | | ,+ − > .            (2.10) 

Ðîçêëàäåìî ( )r
r t  â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè t0  i âèïèøåìî ðiâíiñòü 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
M M r t

t t

p
r t

t t

q
p

p
q

q

0 0
0

0
0→

=
−

+ +
−

+
r r

!
. . .

!
. . . ,  

â ÿêié Ì — òî÷êà êðèâî¿ l, ùî âiäïîâiäàº çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t.  

Ç äðóãîãî áîêó, âåêòîð M M0

→
 çàâæäè ìîæíà ðîçêëàñòè ïî 

íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðàõ ( )( )r
r tp

0 , ( )( )r
r tq

0  ç äåÿêèìè êîåôiöiºíòà-

ìè ( )α t , ( )β t :  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )M M t r t t r tp q
0 0 0

→
= +α β

r r
.     (2.11)  

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (2.10), ìîæíà òâåðäèòè, ùî ãîëîâíà ÷àñòèíà 

êîåôiöiºíòà ( )α t  ïðè t t→ 0  áóäå ( )t t p
p− 0 !  (íàñòóïíi ÷ëåíè 

ðÿäó Òåéëîðà ìàþòü áiëüøèé ïîðÿäîê ìàëîñòi), à ãîëîâíà ÷àñòè-

íà êîåôiöiºíòà ( )β t  áóäå ( )t t q
q− 0 !  (ïîïåðåäí³ ÷ëåíè ðÿäó Òåé-

ëîðà êîëiíåàðíi ç ( )( )r
r tp

0  i ¿õ ñêëàäîâi ïî ( )( )r
r tq

0  äîðiâíþþòü 
r
0 , à íàñòóïíi ÷ëåíè — âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi). Çíàêè êîåôiöi-
ºíòiâ ( )α t  i ( )β t  ñïiâïàäàþòü ç çíàêàìè ¿õ ãîëîâíèõ ÷àñòèí, òî-

áòî ïðè t t> 0  âîíè îáèäâà äîäàòíi, à ïðè t t< 0  çíàêè ( ) ( )α βt t, , 

çàëåæàòü âiä ïàðíîñòi ïîêàçíèêiâ p, q âiäïîâiäíî.  
Âçàãàëi ïðè t t< 0  ìîæëèâi ÷îòèðè âèïàäêè: 

1) p íåïàðíå, q ïàðíå,   α < 0, β > 0;  

2) p íåïàðíå, q íåïàðíå,    α < 0, β < 0;  

3) p ïàðíå,    q íåïàðíå,    α > 0, β < 0;  

4) p ïàðíå,    q ïàðíå,       α > 0, β > 0.  
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Êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ âiäïî-
âiäàº ïåâíà áóäîâà êðèâî¿ â 
îêîëi òî÷êè M0 .  

Çä³éñíèìî ïàðàëåëüíèé 
ïåðåíîñ ïëîùèíè ω  íà âåêòîð 

M O0
→

. Ïðè öüîìó ïëîùèíà ω , 

êðèâà l, òî÷êè M0  i M ïåðå-

éäóòü â ïëîùèíó ′ω , êðèâó 
′l , òî÷êè Î i ′M  âiäïîâiäíî, 

ïðè÷îìó M M OM0

→ →
≡ ′ . Ðî-

çiá’ºìî ïëîùèíó ′ω , â ÿêié ëå-
æèòü êðèâà ′l , íà ÷âåðòi, ÿê 
âêàçàíî íà ðèñ. 4. ßêùî 
t t→ 0 , ïðè÷îìó t t> 0 , òî 

( )α t  i ( )β t  äîäàòíi ïðè ëþáèõ 

p i q. Ç ðîçêëàäó (2.11) âèïëè-
âàº, ùî ïðè öüîìó òî÷êà ′M  
ïðÿìóº ïî êðèâié ′l  äî òî÷êè 
Î ç ïåðøî¿ ÷âåðòi, ÿê ïîêàçàíî 
íà ðèñ.4. ßêùî t t< 0 , òî ïðè 

t t→ 0 òî÷êà ′M  ïðÿìóº äî òî-
÷êè Î ç äðóãî¿, òðåòüî¿, ÷åòâå-
ðòî¿ àáî ïåðøî¿ ÷âåðòi âiäïîâi-
äíî äî âèïàäêiâ 1), 2), 3), 4). 
Ïðè öüîìó â óñiõ âèïàäêàõ 
êðèâà ′l  â òî÷öi Î ìàº äîòè÷íó, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ âåêòîðîì 

( )( )r
r tp

0 . Çîáðàçèìî êðèâó ′l  â îêîëi òî÷êè Î âiäïîâiäíî äî âè-

ïàäêiâ 1)—4) íà ðèñóíêàõ 5-8. 
Çðîçóìiëî, ùî ïîâåäiíêà êðèâî¿ l â îêîëi òî÷êè M0  àíàëîãi-

÷íà ïîâåäiíöi êðèâî¿ ′l  â îêîëi òî÷êè Î.  
Òàêèì ÷èíîì, iñíóº ÷îòèðè òèïè îñîáëèâèõ òî÷îê M0  íà 

ïëîñêié êðèâié l (òî÷êè Î íà êðèâié ′l ).  

( )( )r
r tq

0

( )( )r
r tp

0

 

( )( )r
r tp

0

( )( )r
r tq

0
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( )( )r
r tq

0

( )( )r
r tp

0

( )( )r
r tq

0

( )( )r
r tp

0

  
Âiäïîâiäíî äî âèïàäêiâ 1) 

— 4) ¿õ íàçèâàþòü: òî÷êà îñíî-
âíîãî òèïó, òî÷êà ïåðåãèíó, 
òî÷êà çâîðîòó ïåðøîãî ðîäó i 
òî÷êà çâîðîòó äðóãîãî ðîäó.  

 

Âïðàâè  

1. Äîâåñòè, ùî ãîäîãðàôîì âå-

êòîð-ôóíêöi¿ 
r r r
r at b= + , äå 

r
a  

i 
r
b  ñòàëi âåêòîðè, º ïðÿìà.  

2. Äîâåñòè, ùî ãîäîãðàôîì âåêòîð-ôóíêöi¿ 
r r r
r a t b t= +cos sin , äå 

r
a  i 

r
b  ñòàëi íåêîëiíåàðíi âåêòîðè, º åëiïñ.  

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî àôiííó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç ïî÷àò-

êîì â ïîëþñi Î i îñÿìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ âåêòîðàìè 
r
a  i 

r
b . ßê-

ùî 
r r
e e1 2 i  — îäèíè÷íi âåêòîðè öèõ îñåé, òî 

r r r
a a e= 1 , 

r r r
b b e= 2 . 

Òîäi ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ãîäîãðàôà ìàþòü âèãëÿä 

x a t=
r

cos , y b t=
r

sin . Çâiäñè âèïëèâàº, ùî ãîäîãðàôîì çàäà-

íî¿ âåêòîð-ôóíêöi¿ º åëiïñ, ÿêèé ó ââåäåíié ñèñòåìi êîîðäèíàò 

ìàº ðiâíÿííÿ 
x

a

y

b

2

2

2

2
1r r+ = .  

( )( )r
r tq

0

( )( )r
r tp

0

  



Ðîçä³ë 1 

3. Âèçíà÷èòè, ùî º ãîäîãðàôîì âåêòîð-ôóíêöi¿:  

à) 
r r r r
r r r t r t= + +0 1 2ch sh ;  

á) 
r r r r
r r r t r t= + +0 1 2

2 ,  

äå 
r r r
r r r0 1 2, ,  — ñòàëi âåêòîðè, ïðè÷îìó 

r r
r r1 2| | .  

4. Íàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò ìàº ðiâíÿííÿ x y R2 2 2+ = , ïðèéíÿâøè çà ïàðàìåòð:  

à) êóò ìiæ ðàäióñîì-âåêòîðîì òî÷êè êîëà i äîäàòíèì íàïðÿìêîì 
îñi àáñöèñ;  

á) äîâæèíó äóãè êîëà.  

5. ßê ðóõàºòüñÿ òî÷êà ïî ãîäîãðàôó âåêòîð-ôóíêöi¿  

r r r
r

a
t

t
i

b
t

t
j= +





+ −



2

1
2

1
,  

êîëè ïàðàìåòð t çìiíþºòüñÿ âiä −∞  äî +∞ ? ßêå ïåðåòâîðåííÿ 
ïàðàìåòðà òðåáà çðîáèòè, ùîá ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ãîäîãðàôà 
íàáðàëè âèãëÿäó x a y b= =ch , shϕ ϕ ?  

6. Â ÿêèõ òî÷êàõ äîòè÷íà äî ãîäîãðàôà âåêòîð-ôóíêöi¿ 

( ) ( )r r r r
r t t i t j t t k= − + + +3 3 33 2 3  ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè, ÿêà â 

ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  ìàº ðiâíÿííÿ 3 2 0x y z+ + + = ?  

7. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïåðåòèíó äîòè÷íèõ äî ãîäîãðàôà 

âåêòîð-ôóíêöi¿ 
r r r r
r a ti a tj be kt= − +cos sin  ç ïëîùèíîþ ( )0, ,

r r
i j .  

8. Äîâåñòè, ùî ïëîñêîþ êðèâîþ, â ÿêî¿ äîâæèíà âiäðiçêó íîðìàëi 
âiä òî÷êè íà êðèâié äî òî÷êè ïåðåòèíó ç âiññþ àáñöèñ äåêàðòîâî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò íà ïëîùèíi º âåëè÷èíà ñòàëà, º êîëî ç öå-
íòðîì íà îñi àáñöèñ. Çàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ öiº¿ êðèâî¿.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñóìiñòèìî ïîëþñ ç ïî÷àòêîì äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò i áàçèñíi âåêòîðè ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
r
i  òà 

r
j . Íåõàé øóêà-

íà êðèâà â ðåïåði ( )r r
i j,  ìàº ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ 

( )x x y y x= =,  .  

Òî÷êó ïåðåòèíó íîðìàëi äî êðèâî¿, ùî ïðîâåäåíà â òî÷öi 

( )( )M x y x, , ç âiññþ àáñöèñ ïîçíà÷èìî áóêâîþ N. Âèêîðèñòîâóþ÷è 
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ðiâíÿííÿ íîðìàëi, çíàõîäèìî äîâæèíó âiäðiçêà MN i ïðèðiâíþºìî 
¿¿ äî ñòàëî¿ âåëè÷èíè à. Îäåðæóºìî ðiâíÿííÿ  

y
dy

dx
a1

2

+






= .  

Ïåðåòâîðþþ÷è éîãî, ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî ðiâíÿííÿ  

dx
ydy

a y
= ±

−2 2
.  

Iíòåãðóþ÷è ïî÷ëåííî, îäåðæóºìî, ùî x a y c= − +∓ 2 2 , äå ñ — 

ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Çâiäñè ( )x c y a− + =2 2 2 . Ïðè ôiêñîâàíîìó ñ 

îäåðæóºìî ðiâíÿííÿ êîëà ðàäióñà à ç öåíòðîì íà îñi àáñöèñ. Éîãî 

âåêòîðíå ðiâíÿííÿ: ( )r r r
r c a t i a tj= + +cos sin .  

9. Çàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîñêî¿ êðèâî¿, äîâæèíà âiäðiçêó äî-
òè÷íî¿ ÿêî¿ âiä òî÷êè äîòèêó äî òî÷êè ïåðåòèíó ç âiññþ àáñöèñ íå 
çàëåæèòü âiä òî÷êè äîòèêó (òðàêòðèñà).  

10. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî ïëîñêî¿ êðèâî¿, ðiâíÿííÿ ÿêî¿ çà-
ïèñàíå â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.  

11. Çíàéòè äîòè÷íó â îñîáëèâié òî÷öi êðèâî¿, ùî çàäàíà â ðåïåði 

( )r r r
i j k, ,  ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè  

x t y
t

z
t

= = =2
3 4

3 12
; ;  .  

12. Êîëî ðàäióñà à êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ ïî ïðÿìié g. Çíàéòè âåê-
òîðíå ðiâíÿííÿ êðèâî¿ γ , ÿêó îïèñóº ôiêñîâàíà òî÷êà Ì êîëà. 
Âèÿñíèòè õàðàêòåð îñîáëèâèõ òî÷îê êðèâî¿ (öèêëî¿äà).  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèéìåìî ïðÿìó g çà âiñü àáñöèñ. Íåõàé â ïî÷àò-
êîâèé ìîìåíò òî÷êà Ì çíàõîäèòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ÿêèé ñïiâ-
ïàäàº ç ïîëþñîì Î. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç t êóò ìiæ âåðòèêàëüíèì ðàäi-
óñîì êîëà i ðàäióñîì êîëà, ïðîâåäåíèì â òî÷êó Ì öèêëî¿äè 
(ðèñ. 9).  

Ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè Ì ïîäàìî ó âèãëÿäi ( )r
r t OA AC CM= + +

→ → →
. 

Î÷åâèäíî, AC aj
→

=
r
. Îñêiëüêè êîëî êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ, òî äîâæèíà 



Ðîçä³ë 1 

âiäðiçêà ÎÀ äîðiâíþº äîâæèíi äóãè êîëà AM
∪

, çâiäêè OA ati
→

=
r
. Îñêi-

ëüêè ( )CM i t j t a
→

= − +
r r
sin cos , òî ( ) ( ) ( ){ }r r r

r t a t t i t j= − + −sin cos1 . Âå-

êòîð ( ) ( ){ }r r r
′ = − +r t a t i tj1 cos sin  ïåðåòâîðþºòüñÿ íà 

r
0  â îñîáëèâèõ 

òî÷êàõ öèêëî¿äè ïðè t k= 2 π . Àëå â öèõ òî÷êàõ 
r r
′′ =r aj , çâiäêè âè-

ïëèâàº, ùî äîòè÷íà â íèõ ïàðàëåëüíà îñi îðäèíàò. Öå ñâiä÷èòü ïðî 
òå, ùî îñîáëèâî¿ òî÷êè öèêëî¿äè — òî÷êè çâîðîòó ïåðøîãî ðîäó. 

y

x

CM

O A

t

2pa

g

Ðèñ. 9.   

13. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè, ÿêà â äåêàðòîâié ñèñòåìi 
êîîðäèíàò âèçíà÷àºòüñÿ ðiâíÿííÿì  

x y a
2
3

2
3

2
3+ =  

(àñòðî¿äà), º àíàëiòè÷íîþ êðèâîþ. Çíàéòè ¿¿ îñîáëèâi òî÷êè. 
Âñòàíîâèòè òèï îñîáëèâèõ òî÷îê.  

Âêàçiâêà. Ïåðåéòè äî ïàðàìåòðè÷íîãî çàâäàííÿ êðèâî¿: 

x a t= cos3 , y a t= sin3 . Îñîáëèâi òî÷êè: ( )0;a , ( )0;−a , ( )a;0 , 

( )− a;0  — òî÷êè çâîðîòó ïåðøîãî ðîäó.  

14. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ïîâåäiíêó ãîäîãðàôà àíàëiòè÷íî¿ â òî÷öi 
t0 âåêòîð-ôóíêöi¿ ( )r

r t  â îêîëi öiº¿ òî÷êè, ÿêùî:  

à) ( ) ( ) ( )r r r r
′ = ′′ = ′′′ = =r t r t r t0 0 0 0. . . ;  

á) ( ) ( )( )r r r
′ = = =−r t r tp

0
1

0 0. . . , ( )( ) ( )( ) ( )( )r r r r
0 0

1
0

2
0≠ + +r t r t r tp p p| | | | | | . . .  
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§ 3. ÄÎÂÆÈÍÀ ÄÓÃÈ ÊÐÈÂÎ¯. ÏÐÈÐÎÄÍÀ 
ÏÀPÀÌÅÒÐÈÇÀÖIß. ÏÎÍßÒÒß ÏÐÎ ÄÎÒÈÊ 
ÊÐÈÂÈÕ  

Íàãàäàºìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè Õ â ìíîæèíó Y íà-
çèâàþòü íåïåðåðâíèì â òî÷öi x X0 ∈ , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷è-

ñëà ε > 0  iñíóº ÷èñëî δ > 0  òàêå, ùî äëÿ x X∈ âiäñòàíü ìiæ òî÷-
êàìè ( )f x0  òà ( )f x  ìåíøà çà ε , ÿê òiëüêè âiäñòàíü ìiæ òî÷êà-

ìè x0  òà x  ìåíøà çà δ .  
Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì íà ìíîæèíi Õ, ÿê-

ùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi öiº¿ ìíîæèíè.  
Íåïåðåðâíå íà ìíîæèíi Õ âiäîáðàæåííÿ f: ( )X f X→  íàçè-

âàþòü òîïîëîãi÷íèì àáî ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî âîíî áiºêòèâíå 

(âçàºìíî-îäíîçíà÷íå), i îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f −1  íåïåðåâíå 

íà ìíîæèíi ( )f X . Ïðè öüîìó ìíîæèíè X i ( )f X  íàçèâàþòü ãî-

ìåîìîðôíèìè àáî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.  
Êðèâó, ãîìåîìîðôíó â³äêðèòîìó ³íòåðâàëó ïðÿìî¿, íàçâåìî 

åëåìåíòàðíîþ êðèâîþ. 

Âiäîáðàæåííÿ f1: ( )X f X1 1 1→  íàçèâàþòü çâóæåííÿì âiäîá-

ðàæåííÿ f íà X X1 ⊂ , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî x X∈ 1  ( ) ( )f x f x1 = .  

Äóãó ãîäîãðàôà l âåêòîð-ôóíêöi¿ ( )r
r t , ÿêà âiäïîâiäàº iíòå-

ðâàëó (à,b) çìiíè ïàðàìåòðà t, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )l a b, . Äîâåäåìî 

ñïî÷àòêó äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.  

Ëåìà 3.1. Íåõàé ðiâíÿííÿì ( )r r
r r t=  âèçíà÷åíà ãëàäêà 

êðèâà ( )l a b, , ïðè÷îìó ( )r r
′ ≠r t0 0 , ( )t a b0 ∈ , . Òîäi iñíóº òàêèé ií-

òåðâàë ( ) ( )T t t a b= − + ⊂0 0δ δ, , , íà ÿêîìó äóãà êðèâî¿ ( )l T  òî-

ïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà Ò.  

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî â ïðîñòîði V 3  äîâiëüíèé ðåïåð ( )r r r
i j k, , . 

Òîäi êðèâà ( )l a b,  âèçíà÷àòèìåòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè 

(2.5), ïðè÷îìó x(t), y(t), z(t) ( )∈C
a b,
1 . Ïîçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ 
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iíòåðâàëà (à,b) â ìíîæèíó ( )l a b, , ùî çäiéñíþºòüñÿ çà ôîðìó-

ëàìè (2.5), ÷åðåç f.  

Íåõàé ( )M t* *  — äîâiëüíà òî÷êà ( )l a b, , ( )t a b* ,∈ . Âiäñòàíü 

ìiæ òî÷êàìè M*  i ( ) ( )M t l a b∈ ,  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρ M M x t x t y t y t z t z t* * * *, = −



 + −



 + −





2 2 2
i ñòàº 

ìåíøîþ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà ε > 0  ÿê òiëüêè  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t y t y t z t z t* * *; ;− < − < − <
ε ε ε

3 3 3
. 

Ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié x(t), y(t), z(t) íà (à, b) âèïëèâàº iñíóâàííÿ 
òàêîãî ÷èñëà g > 0 , ùî îñòàííi íåðiâíîñòi ìàþòü ìiñöå ÿê òiëüêè 

t t g* − < . Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå íà ïðîìiæêó ( )a b, .  

Òî÷êà ( )M t0  çà óìîâîþ ëåìè º çâè÷àéíîþ. Íåõàé, äëÿ îç-

íà÷åíîñò³, ( )′ ≠x t0 0 . Çà òåîðåìîþ 2.1 ³ñíóº òàêèé îê³ë ( )T a b⊂ ,  

òî÷êè t0 , â ÿêîìó êðèâà l º ïðîñòîþ äóãîþ, òîáòî ïåðøå ð³âíÿííÿ 

(2.5) ðîçâ’ÿçóºòüñÿ â³äíîñíî t, ïðè÷îìó ( )t x= ϕ  º íåïåðåðâíîþ íà 

ïðîì³æêó ( ) ( )( )x t x t0 0− +δ δ,   ôóíêö³ºþ. 

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä òî÷îê äóãè êðèâî¿ ( )l T  íåìàº æîäíèõ 

äâîõ ç îäíàêîâèìè àáñöèñàìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f 0  çâóæåííÿ âi-

äîáðàæåííÿ f íà iíòåðâàë T i ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f * : 

( )l T T→ , ÿêå òî÷öi ( ) ( )M x y z l T, , ∈  ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî-

÷êó ( )ϕ x T∈ . Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f *  îáåðíåíå ïî 

âiäíîøåííþ äî âiäîáðàæåííÿ f 0  i íåïåðåðâíå íà ìíîæèíi ( )l T . 

Ëåìó äîâåäåíî.  
Çàóâàæåííÿ 3.1. Iñíóâàííÿ òàêîãî îêîëó T0  òî÷êè t0 , 

íà ÿêîìó çâóæåííÿ f0  âiäîáðàæåííÿ f º áiºêöiÿ, ìîæíà äîâå-
ñòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî.  

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêîãî îêîëó íå iñíóº. Òîäi â ÿê çàâãîäíî 
ìàëîìó îêîëi t0  ìîæíà âêàçàòè t1  i t2  ( )t t1 2≠  òàêi, ùî 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t y t y t z t z t1 2 1 2 1 2= = =, , . 

Çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäíº çíà÷åííÿ ìàºìî  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

x t x t x t t

y t y t y t t

z t z t z t t

1 2 1 1 2

1 2 2 1 2

1 2 3 1 2

− = ′ −

− = ′ −

− = ′ −

ξ

ξ

ξ

,

,

,

 

äå ξ1 , ξ2 , ξ3  ëåæàòü ìiæ t1  i t2 . Çâiäñè âèïëèâàº, ùî  

( ) ( ) ( )′ = ′ = ′ =x y zξ ξ ξ1 2 3 0 . 

Îñêiëüêè t1  i t2  ÿê çàâãîäíî áëèçüêi äî t0 , òî ç íåïåðåðâíîñòi 

ôóíêöié ( ) ( ) ( )′ ′ ′x t y t z t, ,  âèïëèâàº, ùî  

( ) ( ) ( )′ = ′ = ′ =x t y t z t0 0 0 0,  

îòæå ( )r r
′ =r t0 0 , ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.  

Íàñëiäîê 3.1. Ó âñÿêî¿ çâè÷àéíî¿ òî÷êè ãëàäêî¿ ïàðàìåò-
ðèçàö³¿ iñíóº îêië, â ÿêîìó âîíà âèçíà÷àº åëåìåíòàðíó êðèâó.  

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äóãó ( )γ = l T T1 2,  êðèâî¿ l ïðè óìîâi, ùî iíòå-

ðâàë ( )T T1 2,  íàëåæèòü ïðîìiæêó T, ïðî ÿêèé éøëà ìîâà â ëåìi 3.1. 

Âèêîíàºìî ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [ ]T T1 2,  íà n ÷àñòèí òî÷êàìè  

t T t t t t Tn n0 1 1 2 1 2= < < < < < =−… .  
Ïðè öüîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è 
ëåìó 3.1, ìîæíà òâåðäèòè, 

ùî äóãà M Mn0

∪
 êðèâî¿ l 

( ) ( )( )M M T M M Tn0 1 2= =,  

òåæ ðîçiá’ºòüñÿ íà n äóã òî÷-
êàìè ( )M M ti i=  (i = 

0,1,2,...,n), ÿêi º êiíöÿìè âå-

êòîðiâ ( )r
r t i  (i = 0,1,2,...,n) 

âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó ïîðÿäîê ¿õ ðîçìiùåííÿ íà êðèâié l òàêèé, 
ÿê âêàçàíî íà ðèñóíêó 10. Ëàìàíó M M M Mn0 1 2…  ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç Γ . Äîâæèíó ( )s Γ  ëàìàíî¿ Ã âèçíà÷àº ðiâíiñòü 

Ì

Ì

Ì

Ì Ì

Ì

Ì

…

…

O

( )r
r t i ( )r

r ti+1

Ðèñ. 10.
0

1

2

³ ³+1

ï-1

ï

 



Ðîçä³ë 1 

( ) ( ) ( )s M M r t r ti i
i

n

i i
i

n

Γ = = −+
=

−

+
=

−

∑ ∑1
1

1

1
0

1 r r
.   

Äóãà γ  ìàº äîâæèíó ( )s γ , ÿêùî ãðàíèöÿ 

 ( ) ( )s s
t i

γ =
→

lim
max ∆

Γ
0

  

iñíóº i íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [ ]T T1 2, . Òóò 

ïîçíà÷åíî ∆t t ti i i= −+1 .  

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé ðiâíÿííÿì ( )r r
r r t=  íà ïðîìiæêó 

( )a b,  çàäàíà ðåãóëÿðíà êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó i â òî÷öi 

( )t a b0 ∈ ,  ( )r r
′ ≠r t0 0 . Òîäi äóãà γ  öiº¿ êðèâî¿ ìàº äîâæèíó, ÿêà 

îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

( ) ( )S r t dt
T

T

γ = ′∫ r

1

2

.  

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñóìó 

( ) ( )g r t ti i
i

n

Γ ∆= ′
=

−

∑ r

0

1

 

i ïîêàæåìî, ùî  
( ) ( )( )lim .

max ∆
Γ Γ

ti
s g

→
− =

0
0         (3.1)  

Âèïèøåìî íåðiâíîñòi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

s g r t r t r t t

r t r t r t t

i i i i
i

n

i i i i
i

n

Γ Γ ∆

∆

− ≤ − − ′ ≤

≤ − − ′

+
=

−

+
=

−

∑

∑

r r r

r r r

1
0

1

1
0

1  

i ñêîðèñòàºìîñÿ ôîðìóëàìè Òåéëîðà  

( ) ( ) ( ) ( )r r r
r

r t r t r t t
Q t

i i i i
i i

+ = + ′ +1

2

2
∆

∆
!

 

ïðè i = 0, 1, 2,..., n – 1.  

Â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  

r
Q i  ìàº âèãëÿä (äèâ. § 1)  
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( ) ( ) ( )r r r r
Q x i y j z ki i i i= ′′ + ′′ + ′′ξ ξ ξ

1 2 3
,  

äå ξ ξ ξi i i1 2 3
, ,  — òî÷êè ç ïðîìiæêó [ ]T T1 2, . Îñêiëüêè ôóíêöi¿ 

( )′′x t , ( )′′y t , ( )′′z t  íåïåðåðâíi íà [ ]T T1 2, , òî âîíè îáìåæåíi íà 

öüîìó âiäðiçêó. Òîìó é  

( ) ( ) ( )r
Q x y zi i i i= ′′ + ′′ + ′′2 2 2

1 2 3
ξ ξ ξ  

ðiâíîìiðíî ïî i îáìåæåíèé äåÿêîþ ñòàëîþ 0 < < ∞C . Òîäi  

( ) ( )
( )

( )

s g
Q t C

t t

C
t T T

i i

i

n

i i
i

n

i t i

Γ Γ
∆

∆ ∆

∆ ∆

− ≤ ≤ =

= −  →

=

−

=

−

→

∑ ∑
r 2

0

1

0

1

2 1 0

2 2

2
0

!
max

max ,max

 

ùî äîâîäèòü ñïiââiäíîøåííÿ (3.1). Â öüîìó ðàçi ïîêëàäåìî  
( ) ( )s g

t i
γ =

→
lim

max ∆
Γ

0
 

Àëå ( )g Γ  º iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ íåïåðåðâíî¿ íà âiäðiçêó [ ]T T1 2,  

ôóíêöi¿ ( )r
′r t , òîáòî  

( ) ( )lim ,
max ∆

Γ
t T

T

i

g r t dt
→

= ′∫
0

1

2 r
 

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.  

Çàóâàæåííÿ 3.2. Óìîâè òåîðåìè 3.1 ìîæíà ïîñëàáèòè. 
×èòà÷à, ÿêèé çàöiêàâèòüñÿ öèì ïèòàííÿì, âiäñèëàºìî äî ðîç-
äiëó «Ñïðÿìëþâàíi êðèâi» áóäü-ÿêîãî äîñèòü ïîâíîãî êóðñó ìà-
òåìàòè÷íîãî àíàëiçó.  

Òåîðåìà 3.1 ìàº ëîêàëüíèé õàðàêòåð. Ìîæëèâiñòü ¿¿ ðîçïîâ-
ñþäæåííÿ íà ãëîáàëüíèé âèïàäîê äàº íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.  

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ðiâíÿííÿì ( )r r
r r t=  íà ïðîìiæêó 

(à, â) çàäàíà ðåãóëÿðíà êðèâà l äðóãîãî ïîðÿäêó i [ ]γ t t1 2,  — äó-

ãà êðèâî¿ l, ãîìåîìîðôíà çàìêíåíîìó âiäðiçêó [ ] ( )t t a b1 2, ,⊂ . Òî-

äi äîâæèíà öiº¿ äóãè iñíóº i âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ  
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( ) ( )s r t dt
t

t

γ = ′∫ r

1

2

.        (3.2)  

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2 ïîâòîðþº äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1.  
ßêùî ó ôîðìóëi (3.2) t2  ïîêëàñòè çìiííîþ, ùî äîðiâíþº t, 

òî äîâæèíà äóãè êðèâî¿ [ ]γ t l t t= 1,  ñòàº ôóíêöiºþ âiä t:  

( ) ( )s t r d
t

t

= ′∫ r
ξ ξ

1

.    (3.3) 

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ïî t i áåðó÷è äî óâàãè, 
ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ( )r

′r t  íåïåðåðâíà ïðè âñiõ [ ]t t t∈ 1 2, , 

ìàºìî  

( ) ( )ds t

dt
r t= ′
r

.            (3.4) 

ßêùî íà äóçi [ ]l t t1 2,  íåìàº îñîáëèâèõ òî÷îê, òî ( )r
′ >r t 0 , îòæå 

ôóíêöiÿ ( )s t  ìîíîòîííî çðîñòàº íà öüîìó âiäðiçêó. Öüîãî äîñòà-

òíüî äëÿ iñíóâàííÿ îáåðíåíî¿ äî ( )s s t=  ôóíêöi¿ ( )t t s= , âèçíà-

÷åíî¿ íà âiäðiçêó ( ) ( )[ ]s t s t S1 2 0, = .  

Â òàêîìó âèïàäêó íà âiäðiçêó S0  äóãó γ  êðèâî¿ l ìîæíà çà-

äàòè âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ( )( ) ( )r r r
r r t s r s= = 1 , â ÿêîìó ðîëü ïàðà-

ìåòðà âiäiãðàº äîâæèíà äóãè êðèâî¿.  
ßêùî äîâæèíó äóãè γ t  âiäðàõîâóâàòè âiä òî÷êè 

( ) [ ]M t t t0 1 2∈ γ , , äå t0  — âíóòðiøíÿ òî÷êà âiäðiçêà [ ]t t1 2, , òî ïðè 

t t< 0  ôîðìóëà (3.3) äàº äîâæèíó äóãè ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì.  

Îçíà÷åííÿ 3.1. ßêùî êðèâà çàäàíà íà âiäðiçêó 

( )s s R1 2
1, ⊂  ðiâíÿííÿì ( )r r

r r s= , äå s — äîâæèíà äóãè âçäîâæ öi-

º¿ êðèâî¿, òî ïàðàìåòð s íàçèâàþòü ïðèðîäíèì i êàæóòü, ùî 
êðèâà l çàäàíà â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿.  

ßêùî êðèâà l çàäàíà ðiâíÿííÿì ( )r r
r r s=  â ïðèðîäíié ïàðàìåò-

ðèçàöi¿, òî i â öüîìó âèïàäêó ìàº ìiñöå ôîðìóëà (3.3), òîáòî  
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( )s r d
s

s

= ′∫ r
ξ ξ

1

,  

çâiäêè äèôåðåíöiþâàííÿì ïî s îäåðæóºìî, ùî ( )1 = ′
r
r s .  

Îòæå, ïîõiäíà âåêòîð-ôóíêöi¿ ( )r
r s  ïî äîâæèíi äóãè ¿¿ ãîäîã-

ðàôà º îäèíè÷íèé âåêòîð.  
Ïðèïóñòèìî, ùî òðåáà âèâ÷èòè ïîâåäiíêó äåÿêî¿ êðèâî¿ â 

äîñèòü ìàëîìó îêîëi ïåâíî¿ ¿¿ òî÷êè ç âêàçàíîþ òî÷íiñòþ. Òîäi 
ìîæíà ïiäiáðàòè äðóãó êðèâó, ÿêà ìàº äîáðå âiäîìi âëàñòèâîñòi i 
â ðîçãëÿäóâàíîìó îêîëi ìàëî âiäðiçíÿºòüñÿ âiä äàíî¿ êðèâî¿. Òèì 
ñàìèì ìè ñêëàäàºìî óÿâëåííÿ i ïðî çàäàíó êðèâó â äàíîìó îêîëi 
¿¿ òî÷êè. Äàìî íèæ÷å òî÷íå îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ "ìàëî âiäðiçíÿ-
ºòüñÿ".  

Ðîçãëÿíåìî äâi êðèâi l1  i l2 , ùî ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó M0 . 
Ïðèïóñòèìî, ùî îáèäâi âîíè çàäàíi â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿ 
ðiâíÿííÿìè ( )r r

r r s= 1  i ( )r r
r r s= 2  âiäïîâiäíî. Äëÿ ïðîñòîòè ââàæà-

òèìåìî, ùî ( ) ( )r r
r r OM1 2 00 0= =

→
, äå òî÷êà Î — ïîëþñ.  

Áóäåìî ââàæàòè äàíi êðèâi ðåãóëÿðíèìè m-ãî ïîðÿäêó i íà-
äàëi ïîõiäíó âiä âåêòîð-ôóíêöi¿ ïî ïðèðîäíîìó ïàðàìåòðó ïîçíà-
÷àòèìåìî ÷åðåç 

r&r  (çàìiñòü ( )r
′r s ).  

ßêùî ( ) ( )r r& &r || r1 20 0 , òî äîòè÷íi äî êðèâèõ l1  i l2  â òî÷öi 

M0  íå ñïiâïàäàþòü, îòæå öi êðèâi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi M0 .  

ßêùî æ âåêòîðè ( )r&r1 0  i ( )r&r2 0  êîëiíåàðíi, òî äîòè÷íi äî êðè-

âèõ l1  i l2  â òî÷öi M0  ñïiâïàäàþòü, òîáòî äàíi êðèâi äîòèêà-

þòüñÿ â öié òî÷öi. Âåêòîðè ( )r&r1 0  i ( )r&r2 0  îäèíè÷íi, òîìó âîíè àáî 

ñïiâïàäàþòü, àáî âiäðiçíÿþòüñÿ çíàêîì. Áóäåìî ââàæàòè íàäàëi, 
ùî çàâæäè ìàº ìiñöå ïåðøèé âèïàäîê, áî iíàêøå íà îäíié ç êðèâèõ, 
íàïðèêëàä l1 , çìiíèìî íàïðÿìîê âiäëiêó äîâæèíè äóãè âiä òî÷êè 

M0  íà ïðîòèëåæíèé, òîáòî çàìiñòü ïàðàìåòðà s ââåäåìî -s. Òîäi 

( )r&r1 0  çìiíþº çíàê íà ïðîòèëåæíèé i ìè ïðèõîäèìî äî ïåðøîãî 

âèïàäêó.  
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Çìiñòèìîñü ç òî÷êè M0  íà 
âiäñòàíü s âçäîâæ êîæíî¿ êðèâî¿ 
â áiê äîäàòíîãî ïðèðîñòó äîâæè-

íè äóãè. Ïîçíà÷èìî ( )r
r s OM1 1=

→
, 

( )r
r s OM2 2=

→
, ÿê ïîêàçàíî íà 

ðèñ. 11.  

Îòæå, M M M M s0 1 0 2

∪ ∪
= = .  

Ïðè s → 0  òî÷êè M i  ïðÿìó-

þòü ïî êðèâèõ l i  äî òî÷êè M0  (i = 1, 2), à äîâæèíà âiäðiçêà 

M M1 2  ïðÿìóº äî íóëÿ, òîáòî º íåñêií÷åííî ìàëîþ âåëè÷èíîþ 

ïðè s → 0 . Ïðè öüîìó ÷èì âèùèé ïîðÿäîê ìàëîñòi M M1 2  âiäíî-

ñíî s ïðè s → 0 , òèì "ìåíøå âiäðiçíÿþòüñÿ" êðèâi l l1 2 i  â îêî-

ëi òî÷êè M0 .  

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ãîâîðÿòü, ùî êðèâi l i l1 2   ìàþòü â òî÷öi 

M0  äîòèê n-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî íåñêií÷åííî ìàëà M M1 2  íå íè-

æ÷å n + 1-ãî ïîðÿäêó ìàëîñòi âiäíîñíî íåñêií÷åííî ìàëî¿ s ïðè 
s → 0 . ßêùî ïðè öüîìó M M1 2 º íåñêií÷åííî ìàëà òî÷íî n + 1-
ãî ïîðÿäêó, òî ãîâîðÿòü, ùî êðèâi l i l1 2   ìàþòü â òî÷öi M0  
äîòèê òî÷íî n-ãî ïîðÿäêó.  

Âèïèøåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ êðèâi l l1 2 i  ìàþòü äîòèê n-ãî 

ïîðÿäêó ( )n m≤ . Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî âåêòîð-ôóíêöiþ ( )r
r s1  i 

( )r
r s2   çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè s = 0 i çàïèøåìî ¿õ 

ðiçíèöþ ó âèãëÿäi  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
M M r s r s r r s r r

s

r r
s

n
R s R s

n n n

n n

1 2 2 1 2 1 2 1

2

2 1
2 1

0 0 0 0
2

0 0

→
= − = − + − +

+ −








 + −

r r r r r r
…

r r r r

& & && &&
!

!
,

 

äå ( )( )
r
R sn

i  (i = 1, 2) — çàëèøêîâi ÷ëåíè ðîçêëàäiâ, òîáòî 

r
r1

r
r ( )s2

( )s

s

s

Î

M

M

M

M M

l

l
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( )( ) ( )lim , .
s

n
i

n

R s

s
i

→
= =

0
0 12

r
r
   

ßêùî  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )r r r r
…

r r& & , && && , , ,r r r r r r
n n

1 2 1 2 1 20 0 0 0 0 0= = =         (3.5)  

òî lim
s n

M M

s→

→

=
0

1 2

0 , òîáòî M M1 2  º íåñêií÷åííî ìàëà ïîðÿäêó íå 

ìåíøå n + 1 ïî âiäíîøåííþ äî s ïðè s → 0 .  

ßêùî n m+ ≤1 , òî âåêòîð M M1 2

→
 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi  

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

M M r r s r r
s

n

R s R s

n n n

n n

1 2 2 1 2

1

1

1 1

1
2

1
1

0 0 0 0
1

→ + + +

+ +

= − + + −










+
+

+ −

r r
…

r r

r r

& &
!

,

 

äå 
( ) ( ) ( )lim , .

s

n
i

n

R s

s
i

→

+
+ = =

0

1
1 0 12

r
r
    

Íåõàé ðàçîì ç (3.5) âèêîíóºòüñÿ óìîâà  
( )

( )
( )

( )r r r
r r
n n

2

1

1

1

0 0 0
+ +

− ≠ .       (3.6) 

Òîäi  
( )

( )
( )

( ) ( )lim
!s n

n nM M

s
r r

n→ +

+ +
= −

+
≠

0

1 2
1 2

1

1

1
0 0

1

1
0

r r
, 

òîáòî êðèâi l l1 2 i  â òî÷öi M0  ìàþòü äîòèê òî÷íî n-ãî ïîðÿäêó.  

ßêùî ( ) ( )r r& &r r1 20 0≠ , òî ìàº ì³ñöå äîòèê íóëüîâîãî ïîðÿäêó. 

Ïðè öüîìó êðèâi l l1 2 i  â òî÷öi M0  ìàþòü ðiçíi äîòè÷íi, òîáòî 
ïåðåòèíàþòüñÿ.  

Çàóâàæåííÿ 3.3. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óìîâè (3.5) 
º òàêîæ íåîáõiäíèìè äëÿ òîãî, ùîá êðèâi l i l1 2   ìàëè â òî÷öi 

M0  äîòèê n-ãî ïîðÿäêó.  
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Âïðàâè  

1. Çíàéòè äîâæèíó äóãè êðèâî¿ l, çàäàíî¿ â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  ïàðàìåò-

ðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè x = x(t), y = y(t), z = z(t).  

2. Çíàéòè äîâæèíó ïðîñòî¿ äóãè êðèâî¿ l, ÿêà â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  âèç-

íà÷åíà ðiâíÿííÿìè y = y(x), z = z(x).  

3. Â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî âèçíà÷åíà ïîëþñîì Î i îðòà-

ìè 
r r r
i j k, ,  , êðèâà l çàäàíà ðiâíÿííÿìè  

x a y xz a3 2 23 2= =,   . 
Çíàéòè äîâæèíó äóãè êðèâî¿ l ìiæ ïëîùèíàìè, ùî ìàþòü ðiâ-
íÿííÿ y a y a= =3 9,  .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðèéìåìî çà ïàðàìåòð õ i âèðàçèìî ÷åðåç íüîãî ó 

i z: y
x

a
=

3

23
; z

a

x
=

2

2
. ßêùî ó çìiíþºòüñÿ âiä 

a

3
 äî 9a , òî ïðè 

öüîìó ïàðàìåòð õ çìiíþºòüñÿ âiä à äî 3à. Çíàõîäèìî ïîõiäíi 

′ = ′ = −y
x

a
z

a

x

2

2

2

22
; .  

Òîäi øóêàíà äîâæèíà äóãè  

s
x

a

a

x
dx

a x

x a
dx a

a

a

a

a

= + + =
+

=∫ ∫1
4

2

2
9

4

4

4

4

3 4 4

2 2

3

.  

4. Çíàéòè äîâæèíó äóãè ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ 
r r r r
r a ti a tj btk= + +cos sin  

âiä òî÷êè ïåðåòèíó ç ïëîùèíîþ ( )O i j, ,
r r

, äå Î — ïîëþñ, äî äîâi-

ëüíî¿ òî÷êè Ì.  

5. Âèïèñàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè ïëîñêî¿ êðèâî¿, 
ÿêà çàäàíà ðiâíÿííÿì ( )ρ ρ ϕ=  â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.  

6. Çíàéòè äîâæèíó äóãè êðèâî¿, çàäàíî¿ â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  ïàðàìåò-

ðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè x a t= ch , y a t= sh , z at= , ìiæ òî÷êàìè 
Î i t.  
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7. Çàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿, ÿêà â äåêàðòîâié 

ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäàíà ðiâíÿííÿì y a
x

a
= ch , â ïðèðîäíié ïà-

ðàìåòðèçàöi¿.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïî÷àòîê äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò íà ïëîùèíi, 
â ÿêié çàäàíî ðiâíÿííÿ ëàíöþãîâî¿ ë³í³¿, âèáåðåìî çà ïîëþñ Î. Âi-
äëiê äîâæèíè äóãè ïî÷íåìî âiä òî÷êè ( )M a0 0, , ÿêó íàçèâàþòü âåð-

øèíîþ öiº¿ êðèâî¿, â áiê çðîñòàííÿ àáñöèñè õ. Òîäi 

s
x

a
dx a

x

a

x

= + =∫ 1 2

0

sh sh .  Âèðàæàºìî ó òà õ ÷åðåç s: 

y a
x

a
a

s

a
a s x a

s

a
= + = + = + =1 12

2

2
2 2sh , arcsh . 

Îòæå, øóêàíå ðiâíÿííÿ ìàº âèãëÿä: 
r r r
r a

s

a
i a s j= + +arcsh .2 2  

8. Çàïèñàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ â ïðèðîäíié ïàðàìåò-
ðèçàöi¿.  

9. Íåõàé ðåãóëÿðíi êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó l i  (i=1,2) â ðåïåði 

( )r r r
i j k, ,  çàäàíî ðiâíÿííÿìè ( )y f xi= , ( )z g xi= , (i=1,2) i M0  

¿õ çâè÷àéíà ñïiëüíà òî÷êà, ùî âiäïîâiäàº çíà÷åííþ àðãóìåíòà 
x x= 0 . ßêùî ïðè x x= 0  

′ = ′ ′ = ′ ′′= ′′ ′′ = ′′f f g g f f g g1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,     (3.7) 

 òî öi êðèâi â òî÷öi M0  ìàþòü äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó. Äîâåñòè.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  êðèâà l çàäàíà ðiâíÿííÿ-

ìè ( )y f x= , ( )z g x=  i ( )M x y z0 0 0, ,  ( ) ( )( )y f x z g x0 0 0 0=  =,  ¿¿ 

çâè÷àéíà òî÷êà. Ïåðåéäåìî äî ïðèðîäíî¿ ïàðàìåòðèçàöi¿ öiº¿ êðèâî¿ 
â îêîëi òî÷êè M0 , âiäðàõîâóþ÷è äîâæèíó äóãè s âiä òî÷êè M0  â 
áiê çðîñòàííÿ õ.  

Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )x x s y f x s z g x s x x= = = =, , ,   äå 0 0 , (3.8) 
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ïðè÷îìó ds f g dxx x= + ′ + ′1 2 2 . Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè äèôåðåíöi-

þâàííÿ ñêëàäíî¿ òà îáåðíåíî¿ ôóíêöié, îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ 

( )
& ; &&x

f g
x

d s

dx

ds

dx

f f g g

f gx x

x x x x

x x

=
+ ′ + ′

= −






= −
′ ⋅ ′′ + ′ ⋅ ′′

+ ′ + ′

1

1 1
2 2

2

2

3 2 2 2
  ;  

& & ; && & &&; & & ;y f x y f x f x z g xx x x x= ′ ⋅ = ′′ ⋅ + ′ ⋅ = ′ ⋅   2     (3.9) 

&& & &&.z g x g xx x= ′′ ⋅ + ′ ⋅2   
Âðàõîâóþ÷è (3.9) òà (3.7), îäåðæóºìî, ùî äëÿ çàäàíèõ êðèâèõ 

l1  i l2 , ðiâíÿííÿ ÿêèõ çàïèñàíî â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿ ó âèã-

ëÿäi (3.8), ïðè s = 0 çíà÷åííÿ & , &&, &, &&, &, &&x x y y z z     âiäïîâiäíî ñïiâïàäà-
þòü, òîáòî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (3.5) äëÿ n = 2.  

Âiäçíà÷èìî, ùî óìîâè (3.7) º òàêîæ íåîáõiäíèìè, ùî âèïëèâàº 
iç ñïiââiäíîøåíü 

′ = ′′ =
−

′ = ′′ =
−

f
y

x
f

yx xy

x
g

z

x
g

zx xz

z
x x x x

&
&
;

&& & &&&
&

;
&
&
;

&&& &&&
&

   
3 3

. 

10. Íåõàé ðåãóëÿpíi êðèâi m-ãî ïîðÿäêó l i  (i = 1, 2) â ðåïåði 

( )r r r
i j k, ,  çàäàíî ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ( )x x ti= , 

( )y y ti= , ( )z z ti=  (i = 1, 2) i M0 — ¿õ çâè÷àéíà ñïiëüíà òî-

÷êà, ùî âiäïîâiäàº çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t0 . ßêùî ïðè t t= 0   

( ) ( )
′ = ′ ′′ = ′′ =x x x x x xn n
1 2 1 2 1 2, , , ,  …  

′ = ′ ′′ = ′′ =y y y y y yn n
1 2 1 2 1 2, , , ,( ) ( )  …  

′ = ′ ′′ = ′′ =z z z z z zn n
1 2 1 2 1 2, , , ,( ) ( )  …  

äå n m≤ , òî öi êðèâi â òî÷öi M0  ìàþòü äîòèê n-ãî ïîðÿäêó. 
Äîâåñòè.  

11. Â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò íà ïëîùèíi ïàðàáîëà çàäàíà ði-

âíÿííÿì y x= 2 . Çíàéòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ êîëà, ÿêå ëåæèòü â 
öié ïëîùèíi i ìàº ç ïàðàáîëîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò äîòèê äðó-
ãîãî ïîðÿäêó.  
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12. ßêèé ïîðÿäîê äîòèêó ìàþòü ïëîñêi êðèâi l l1 2 i , ùî çàäàíi â äå-
êàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiâíÿííÿìè 

x y x y2 2 6 6 10 0+ − + + =  òà x y+ − =2 0 , â òî÷öi ( )A 11, ?  

13. Äîâåñòè, ùî äîâæèíà äóãè γ  êðèâî¿ l (òåîðåìà 3.2), âèçíà-
÷åíà çà ôîðìóëîþ (3.2), ñïiâïàäàº ç òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðà-
ííþ ìíîæèíè äîâæèí âñiõ ëàìàíèõ, âïèñàíèõ â öþ äóãó 
(äèâ. ðèñ. 10).  
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§ 4. ÒÐÈÃÐÀÍÍÈÊ ÔÐÅÍÅ  

Íåõàé ðiâíÿííÿì ( )r r
r r t=  íà ïðîìiæêó ( )a b R, ⊂ 1  çàäàíî 

ðåãóëÿðíó êðèâó äðóãîãî ïîðÿäêó l i M0  — äîâiëüíà òî÷êà öiº¿ 

êðèâî¿, ÿêà âiäïîâiäàº çíà÷åííþ ïàðàìåòðà ( )t t a b= ∈0 , . Ïðîâåäåìî 

÷åðåç òî÷êó M0  äîâiëüíó ïëîùèíó ω , âèçíà÷èâøè ¿¿ îäèíè÷íèì 

âåêòîðîì 
r
m , îðòîãîíàëüíèì äî íå¿. Çìiñòèìîñü ïî êðèâié l ç òî-

÷êè ( )M t0 0  â òî÷êó ( )M t  i îöiíèìî âiäñòàíü òî÷êè M âiä ïëîùè-

íè ω , ÿêà äîðiâíþº äîâæèíi ïåðïåíäèêóëÿðà ÌÐ, îïóùåíîãî ç 
òî÷êè Ì íà öþ ïëîùèíó (ðèñ. 12).  

 Íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê ç 
ïî÷àòêîì â òî÷öi M0  åêâiïî-

ëåíòíèé âåêòîðó 
r
m , ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç m .  
ßêùî t t→ 0 , òî òî÷êà Ì 

ðóõàºòüñÿ äî òî÷êè M0  ïî 
êðèâié l, à òî÷êà Ð òåæ ðóõà-
ºòüñÿ äî òî÷êè M0  ïî ïëîùè-
íi ω . Ïðè öüîìó âiäñòàíü ÐÌ 
ïðÿìóº äî íóëÿ, òîáòî º íåñêi-
í÷åííî ìàëîþ âåëè÷èíîþ ðà-

çîì ç t t− 0 .  

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ñêàæåìî, ùî â òî÷öi M0  êðèâà l ìàº ç 
ïëîùèíîþ ω  äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêùî ÐÌ º íåñêií÷åííî 
ìàëîþ íå íèæ÷å òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi âiäíîñíî t t− 0  ïðè 

t t→ 0 , òîáòî 
( ) ( )

PM

t t t t−
→
→0

2
0

0 . 

Îçía÷åííÿ 4.2. Ïëîùèíà ω , ÿêà ìàº ç êðèâîþ l â òî÷öi 
M0  äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó, íàçèâàºòüñÿ ñòè÷íîþ ïëîùèíîþ 
êðèâî¿ l â öié òî÷öi.  

Òåîðåìà 4.1. ßêùî l — ðåãóëÿðíà êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó i 
( ) ( ),|| 00 trtr ′′′               (4.1)  

Ì

Ì

Ð

M0

r
m

m

l

Ðèñ. 12.

w

’
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òî â òî÷öi ( )M t0 0  iñíóº ºäèíà ñòè÷íà ïëîùèíà öiº¿ êðèâî¿, 

ÿêà ïàðàëåëüíà äî âåêòîðiâ ( )′
r
r t0  i ( )r

′′r t0 .  

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð çñóâó ( ) ( )M M OM r t r t0 0

→ →
≡ ′ = −

r r
 

i, ðîçêëàâøè âåêòîð-ôóíêöiþ ( )r
r t  â îêîëi òî÷êè t0  çà ôîðìóëîþ 

Òåéëîðà, ïîäàìî éîãî ó âèãëÿäi  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M M r t t t r t

t t
t t

t t
0 0 0 0

0
2

0
0

2

2 2

→
= ′ − + ′′

−
+

−r r r
!

,
!

ε , 

äå ( )ε t t, 0 0→  ïðè t t→ 0 . Î÷åâèäíî, PM OMm= ′
→

ïð. r (àáî, ùî 

òå ñàìå, PM M Mm= ïð. 0 ), çâiäêè  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
PM m OM mr t t t mr t

t t
m t t

t t
= ⋅ ′ = ′ − + ′′

−
+

−→r r r r r r r
0 0 0

0
2

0
0

2

2 2!
,

!
.ε  

Ç îñòàííüî¿ ðiâíîñòi âèïëèâàº, ùî ïëîùèíà ω º ñòè÷íîþ ïëîùè-
íîþ êðèâî¿ l â òî÷öi M0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè  

( )
( )

r r

r r
mr t

mr t

′ =

′′ =







0

0

0

0

,

.
    (4.2)  

Îñêiëüêè íóëüîâèé âåêòîð ââàæàºòüñÿ ïàðàëåëüíèì äî áóäü-
ÿêîãî âåêòîðà, òî ç (4.1) âèïëèâàº, ùî âåêòîðè ( )r

′r t0 , ( )r
′′r t0  íå 

íóëüîâi. Òîäi ðiâíîñòi (4.2) ðiâíîñèëüíi óìîâàì: ( )r r
m r t⊥ 0 , 

( )r r
m r t⊥ ′′ 0 . Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ñòè÷íà ïëîùèíà ω  êðèâî¿ l â 

òî÷öi M0  iñíóº òà ºäèíà, áî âîíà ïàðàëåëüíà äî íåêîëiíåàðíèõ 

âåêòîðiâ ( )r
′r t0 , ( )r

′′r t0 . Òåîðåìà äîâåäåíà.  

Çàóâàæåííÿ 4.1. ßêùî óìîâà (4.1) íå âèêîíóºòüñÿ i òî÷êà 
M0  — çâè÷àéíà òî÷êà êðèâî¿ l, òî áóäü-ÿêà ïëîùèíà, ùî ìi-

ñòèòü â ñîái äîòè÷íó äî öiº¿ êðèâî¿ â òî÷öi M0 , º ñòè÷íîþ.  

Îçíà÷åííÿ 4.3. Òî÷êè êðèâî¿ l, â ÿêèõ óìîâà (4.1) íå âè-
êîíóºòüñÿ, íàçâåìî òî÷êàìè ðîçïðÿìëåííÿ öiº¿ êðèâî¿.  
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ßêùî êðèâà l çàäàíà â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿ ðiâíÿííÿì 

( )r r
r r s= , òî 

r&r  º îäèíè÷íèé âåêòîð (äèâ. § 3) i, çãiäíî ëåìè 1.1, 
r r&& &r r⊥ . Òîìó óìîâà (4.1) âèêîíóºòüñÿ çàâæäè, êîëè âåêòîðè 

r&r  i 
r&&r  

íå íóëüîâi. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü  
r r&&r = 0          (4.3)  

º íåîáõiäíîþ i äîñòîòíîþ óìîâîþ, òîãî, ùî çâè÷àéíà òî÷êà êðè-
âî¿ º òî÷êîþ ðîçïðÿìëåííÿ.  

ßêùî ðiâíiñòü (4.3) âèêîíóºòüñÿ ïðè âñiõ ( )s s s∈ 1 2, , òî 

( )r r&r s r= 0  íà öüîìó âiäðiçêó, äå 
r
r0  — ñòàëèé âåêòîð. Iíòåãðóþ÷è 

îñòàííþ ðiâíiñòü, îäåðæóºìî, ùî ( )r r r
r s r s g= +0 0 , äå 

r
g0  — òåæ 

ñòàëèé âåêòîð. Îòæå (äèâ. âïðàâó 1 ïiñëÿ § 2), êðèâà l íà âiäði-
çêó ( )s s1 2,  âèðîäæóºòüñÿ â ïðÿìó.  

Çàóâàæåííÿ 4.2. Îñêiëüêè ( )r r
′ ≠r t0 0 , òî, êîðèñòóþ÷èñü 

òåîðåìàìè 3.1, 3.2, ìîæíà òâåðäèòè, ùî â äåÿêîìó îêîëi òî-
÷êè t0  ìàº ìiñöå ðiâíiñòü (3.3), â ÿêié çàìiñòü t1  ïîêëàäåíî 

t0. Òîäi ç ðiâíîñòi (3.4) âèïëèâàº, ùî 

( ) ( )
lim lim
t t t t

s t s t

t t

M M

t t→ →

∪
−

−
=

−
≠

0 0

0

0

0

0
0 . 

Îòæå, t t− 0  ìàº ïðè t t→ 0  òîé ñàìèé ïîðÿäîê ìàëîñòi ùî é 

M M0

∪
. Òîìó â îçíà÷åíí³ 4.1 ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîðÿäîê ìàëîñò³ 

ÐÌ âèçíà÷àºòüñÿ ïî âiäíîøåííþ äî äîâæèíè äóãè M M0

∪
, ùî ãà-

ðàíòóº éîãî iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî çìiíè ïàðàìåòðà t.  

Çàóâàæåííÿ 4.3. Ïîñëiäîâíèì äèôåðåíöiþâàííÿì ïî ïà-

ðàìåòðó s ñêëàäíî¿ ôóíêöi¿ ( )( )r r
r r t s= , äå s — äîâæèíà äóãè, 

îäåðæóºìî ðiâíîñòi 
r r

r r r
& &,
&& & &&.

r r t

r r t r t

= ′ ⋅

= ′′ ⋅ + ′ ⋅2
           (4.4)  

Âîíè ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî â òî÷öi M0  ç (4.1) âèïëèâàº óìîâà 
r r& | | &&r r  i íàâïàêè, òîáòî ÿêùî òî÷êà M0  º òî÷êîþ ðîçïðÿìëå-
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ííÿ â îäíié ïàðàìåòðèçàöi¿, òî âîíà º òàêîþ ïðè áóäü-ÿêié ïà-
ðàìåòðèçàöi¿ êðèâî¿ l. Êðiì òîãî, ç (4.4) âèïëèâàº, ùî âåêòîðè 
r r r r&, &&, ,r r r r   ′ ′′ , ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, òîáòî ñòè÷íà ïëîùèíà 
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàðàìåòðà âçäîâæ êðèâî¿ l.  

Ðîëü ñòè÷íî¿ ïëîùèíè ïîëÿãàº â òîìó, ùî ÿêùî çíåõòóâàòè 
íåñêií÷åííî ìàëèìè âèùå äðóãîãî ïîðÿäêó ïî âiäíîøåííþ äî 
t t− 0 , òî ïðîñòîðîâó êðèâó â äîñèòü ìàëîìó îêîëi òî÷êè M0  
ìîæíà ââàæàòè ïëîñêîþ, ðîçòàøîâàíîþ â ñòè÷íié ïëîùèíi. Ç 
ïîíÿòòÿì ñòè÷íî¿ ïëîùèíè êðèâî¿ ïîâ’ÿçàíî ðÿä ãåîìåòðè÷íèõ 
îá’ºêòiâ, äî âèâ÷åííÿ ÿêèõ ìè ïåðåõîäèìî.  

Îçíà÷åííÿ 4.4. Íîðìàëü â çàäàíié òî÷öi êðèâî¿, ÿêà íà-
ëåæèòü ¿¿ ñòè÷íié ïëîùèíi â öié òî÷öi, íàçâåìî ãîëîâíîþ íîð-
ìàëëþ.  

Oçíà÷åííÿ 4.5. Íîðìàëü â çàäàíié òî÷öi êðèâî¿, ïåðïåíäè-
êóëÿðíó äî ¿¿ ñòè÷íî¿ ïëîùèíè â öié òî÷öi, íàçâåìî áiíîð-
ìàëëþ.  

Çðîçóìiëî, ùî äîòè÷íà, ãîëîâíà íîðìàëü i áiíîðìàëü â òî÷öi 
M0  êðèâî¿ l óòâîðþþòü ìiæ ñîáîþ ïðÿìi êóòè. Öå äàº ìîæëè-

âiñòü ç òî÷êîþ M0  ïîâ’ÿçàòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïî-

÷àòîê ÿêî¿ ñïiâïàäàº ç òî÷êîþ M0 , à îñi — ç äîòè÷íîþ, ãîëî-
âíîþ íîðìàëëþ i áiíîðìàëëþ. Ïðè öüîìó ðîëü êîîðäèíàòíèõ 
ïëîùèí âiäiãðàâàòèìóòü:  

à) ñòè÷íà ïëîùèíà (ïðîõîäèòü ÷åðåç äîòè÷íó i ãîëîâíó íî-
ðìàëü);  

á) íîðìàëüíà ïëîùèíà (ïðîõîäèòü ÷åðåç ãîëîâíó íîðìàëü i 
áiíîðìàëü);  

â) ñïðÿìíà ïëîùèíà (ïðîõîäèòü ÷åðåç äîòè÷íó i áiíîðìàëü).  

Îçíà÷åííÿ 4.6. Ñóêóïíiñòü øåñòè ïîáóäîâàíèõ âèùå êî-
îðäèíàòíèõ îñåé i ïëîùèí íàçâåìî òðèãðàííèêîì Ôðåíå (àáî 
îñíîâíèì ÷è ñóïðîâiäíèì òðèãðàííèêîì) êðèâî¿ l â òî÷öi M0 .  

Âiäêëàäåìî íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ òðèãðàííèêà Ôðåíå îäè-

íè÷íi íàïðÿìëåíi âiäðiçêè t n b, ,   ç ïî÷àòêàìè â òî÷öi M0  òàê, 
ÿê âêàçàíî íà ðèñ.13. Ïðè öüîìó îáîâ’ÿçêîâîþ óìîâîþ ââàæàòè-

ìåìî òå, ùîá òðiéêà t n b, ,   áóëà ïðàâîþ. Âåêòîðè, åêâiïîëåíòíi 
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íàïðÿìëåíèì âiäðiçêàì t n b, ,   ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
r r r
t n b, ,   âiäïîâi-

äíî i íàçâåìî îðòàìè òðèãðàííèêà Ôðåíå.  

O
Ðèñ. 13.

ñïðÿìíà ïëîùèíà

ñòè÷íà ïëîùèíà

äîòè÷íà
r
b

M0 t

n

r
n

r
t

r
b

( )
rr t0

ãî
ë
. 
í
îð

ì
à
ë
ü

  
Ïîêëàäåìî:  

à) 
( )
( )

r r
rt
r t

r t
=

′

′
0

0
, îñêiëüêè âåêòîð ( )r

′r t0  ïàðàëåëüíèé äîòè÷íié äî 

êðèâî¿ l â òî÷öi M0 ;  

á) 
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

r r r

r rb
r t r t

r t r t
=

′ ′′

′ ′′

0 0

0 0

,

,
, îñêiëüêè âåêòîðè ( )r

′r t0  i ( )r
′′r t0  ïàðàëå-

ëüíi ñòè÷íié ïëîùèíi, à ¿õ âåêòîðíèé äîáóòîê ïàðàëåëüíèé áiíî-
ðìàëi;  

â) [ ]r r r
n b t= , , îòæå òðiéêà 

r r r
t n b, ,   ïðàâà.  

ßêùî êðèâà l çàäàíà â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿, òî ïîêëà-
äåìî:  
à) t r=

r& ;  
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á) r r
rn
r

r
=

&&
&&

; îñêiëüêè âåêòîð 
r&&r  ïàðàëåëüíèé ñòè÷íié ïëîùèíi i ïå-

ðïåíäèêóëÿðíèé äî âåêòîðà 
r&r  (ëåìà 1.1), à îòæå ïàðàëåëüíèé 

ãîëîâíié íîðìàëi;  
â) [ ]

r r r
b t n= , . 

     Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  êðèâà l ìàº ïàðàìåò-

ðè÷íi ðiâíÿííÿ ( )x x t= , ( )y y t= , ( )z z t= . Ïîçíà÷èìî 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )A

y t z t

y t z t
B

z t x t

z t x t
C

x t y t

x t y t
=

′ ′
′′ ′′

=
′ ′
′′ ′′

=
′ ′
′′ ′′

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
, ,   

i âèïèøåìî ðiâíÿííÿ åëåìåíòiâ òðèãðàííèêà Ôðåíå â òî÷öi M0 , 
çàëèøàþ÷è äîâåäåííÿ ÷èòà÷åâi.  

Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

x x t

x t

y y t

y t

z z t

z t

−

′
=

−

′
=

−

′
0

0

0

0

0

0
. 

Ðiâíÿííÿ íîðìàëüíî¿ ïëîùèíè: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )x x t x t y y t y t z z t z t− ′ + − ′ + − ′ =0 0 0 0 0 0 0 . 

Ð³âíÿííÿ á³íîðìàë³: 

( ) ( ) ( )x x t

A

y y t

B

z z t

C

−
=

−
=

−0 0 0 .  

Ðiâíÿííÿ ñòè÷íî¿ ïëîùèíè: 

( )( ) ( )( ) ( )( )x x t A y y t B z z t C− + − + − =0 0 0 0 . 

Ðiâíÿííÿ ãîëîâíî¿ íîðìàëi:  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

x x t

z t B y t C

y y t

x t C z t A

z z t

y t A x t B

−

′ − ′
=

−

′ − ′
=

−

′ − ′
0

0 0

0

0 0

0

0 0
. 

Ðiâíÿííÿ ñïðÿìíî¿ ïëîùèíè: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x t y y t z z t

x t y t z t

A B C

− − −
′ ′ ′ =

0 0 0

0 0 0 0 . 
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Âïðàâè  

1. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëåìåíòiâ ñóïðîâiäíîãî òðèãðàííèêà äëÿ ãâèí-

òîâî¿ ëiíi¿, çàäàíî¿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì 
r r
r a ti= +cos  

+ +a tj btksin
r r

 â òî÷öi t = 0 .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó çíà÷åííÿ ôóíêöi¿ 
y a t= cos , y a t= sin , z bt=  òà ¿õ ïîõiäíèõ ïåðøîãî i äðóãîãî ïî-

ðÿäêiâ â òî÷öi t = 0 . Ìàºìî:  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x a x x a

y y a y

z z b z

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

= ′ = ′′ = −
= ′ = ′′ =
= ′ = ′′ =

, , ,

, , ,

, , .

 

Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿:  
x a y

a

z

b

−
= =

0
.   

Ðiâíÿííÿ íîðìàëüíî¿ ïëîùèíè: ay bz+ = 0.   
Ðiâíÿííÿ áiíîðìàëi: 

x a

a b

y

b

a

z

a

a

−
=

−

=

−0 0

0

0

0

0

  àáî  
x a y

ab

z

a

−
=

−
=

0 2
.  

Ðiâíÿííÿ ñòè÷íî¿ ïëîùèíè: by az− = 0 . 
Ðiâíÿííÿ ãîëîâíî¿ íîðìàëi:  

( ) ( )
x a

b ab aa

y

a b

z

a ab

y z

−

− −
=

⋅ − ⋅
=

⋅ − −
= =

2 20 0 0 0

0

;

.àáî

 

Ðiâíÿííÿ ñïðÿìíî¿ ïëîùèíè: x a− = 0 . 

2. Îá÷èñòèòè âåêòîðè 
r r r
t n b, ,   äëÿ ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ â òî÷öi 

( )M a0 00 , , .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Òî÷öi M0  âiäïîâiäàº çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = 0 . Îòæå  

( ) ( )
( )

r r
r

r r r
r r

t
r

r

i aj bk

a b

a

a b
j

b

a b
k0

0

0

0
2 2 2 2 2 2

=
′

′
=

⋅ + +

+
=

+
+

+
;  
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( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

r r r

r r

r r r

r r

r r r
r r

b
r r

r r

i j k

a b

a

r r

i abj a k

a b a

b

a b
j

a

a b
k

0
0 0

0 0
0

0 0

0 0

0 2

2 2 4 2 2 2 2

=
′ ′′

′ ′′
=

−
′ ′′ =

=
⋅ − +

+
=

−

+
+

+

,

,
: ,

;

 

( ) ( ) ( )[ ]r r r

r r r

r
n b t

i j k

b

a b

a

a b
a

a b

b

a b

i0 0 0 0

0

2 2 2 2

2 2 2 2

= =
−

+ +

+ +

= −, .  

3. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åëåìåíòiâ ñóïðîâiäíîãî òðèãðàííèêà ãiïåðáîëi-

÷íî¿ ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ ( )r r r r
r t a ti a tj btk= + +ch sh  â òî÷öi 

( )M a0 00 , , . Îá÷èñëèòè âåêòîðè 
r r r
t n b, ,   â öié òî÷öi.  

4. Â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè 

x
t

y t z t= = = −
2 2, ln ,  . Çíàéòè íà öié êðèâié òàêi òî÷êè, â 

ÿêèõ áiíîðìàëü ïàðàëåëüíà äî ïëîùèíè x y z− + + =8 2 0 .  

5. Çàïèñàòè âåêòîðíi ðiâíÿííÿ åëåìåíòiâ òðèãðàííèêà Ôðåíå.  

6. Äîâåñòè, ùî ãîëîâíi íîðìàëi ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ ïåðåòèíàþòü ïðÿìó, 

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ Î ïàðàëåëüíî âåêòîðó 
r
k  (âiñü ÎZ).  

7. Çíàéòè ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêöi¿ ( )
r r
t t t= , äå ( )

r
t t  — îðò òðèã-

ðàííèêà Ôðåíå ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ â òî÷öi Ì(t).  
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§ 5. ÊÐÈÂÈÍÀ ÒÀ ÑÊÐÓÒ ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÎ¯ ÊÐÈÂÎ¯. 
ÔÎÐÌÓËÈ ÔÐÅÍÅ  

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êðèâà l, çàäàíà ðiâíÿííÿì ( )r r
r r s=  â 

ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿, º ðåãóëÿðíîþ êðèâîþ òðåòüîãî ïîðÿ-
äêó i íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçïðÿìëåííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 5.1. Øâèäêiñòü îáåðòàííÿ âåêòîðà 
r
t (àáî, ùî 

òå æ ñàìå, øâèäêiñòü îáåðòàííÿ äîòè÷íî¿) â çàäàíié òî÷öi Ì 
êðèâî¿ l ïî âiäíîøåííþ äî øëÿõó s, ïðîéäåíîãî ïî êðèâié, íàçâå-
ìî êðèâèíîþ êðèâî¿ l â äàíié òî÷öi.  

Êðèâèíó êðèâî¿ l â òî÷öi ( )M s ; øëÿõ, ïðîéäåíèé ïî êðèâié 

l, âèõîäÿ÷è ç òî÷êè ( )M s ; êóò âiäïîâiäíîãî ïîâîðîòó âåêòîðà 

( )
r
t s  ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )k s ; ∆s ; ∆ϕ . Òîäi ç îçíà÷åííÿ 5.1 i ëåìè 

1.2 îäåðæóºìî ñïiââiäíîøåííÿ 

( )k s
s

t
s

= =
→

lim &
∆

∆ϕ
∆0

r
, 

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è, ùî 
r r
t r= & , îñòàòî÷íî ìàºìî: 

( )k s r=
r&& .    (5.1)  

Çàóâàæåííÿ 5.1. Êðèâèíà êðèâî¿ íå ìîæå íàáèðàòè 
âiä’ºìíèõ çíà÷åíü. Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è (4.3), ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ðiâíiñòü ( )k s = 0  ïðè âñiõ ( )s s s∈ 1 2,  º íåîáõiäíîþ 

i äîñòàòíüîþ óìîâîþ âèðîäæåííÿ êðèâî¿ l â ïðÿìó íà öüoìó 
ïðîìiæêó.  

Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà ( )M s  ðóõàºòüñÿ ïî êðèâié l. Ðàçîì ç 

íåþ ðóõàºòüñÿ i òðèãðàííèê Ôðåíå, ïîáóäîâàíèé â öié òî÷öi. 

Ïðè öüîìó òðiéêà ( )
r
t s , ( )r

n s , ( )
r
b s  éîãî îðòiâ îáåðòàºòüñÿ íàâêî-

ëî ïîëþñà Î ÿê òâåðäå òiëî. Äëÿ àíàëiòè÷íî¿ õàðàêòåðèñòèêè 
öüîãî îáåðòàííÿ âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü ôîðìóëè Ôðåíå, ÿêi 

âèðàæàþòü âåêòîðè 
r&t , 

r&n , 
r&
b  ÷åðåç ( )

r
t s , ( )r

n s , ( )
r
b s .  

Òåîðåìà 5.1. Ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi (ôîðìóëè Ôðåíå): 
r r&t kn= , 
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r r r&n b kt= −χ ,            (5.2) 

r r&
b n= −χ , 

äå ( )k s  — êðèâèíà êðèâî¿ l â òî÷öi ( )M s , ( )χ s  — ñêàëÿð, ÿêèé 

íàçâåìî ñêðóòîì êðèâî¿ l â öié òî÷öi.  

Äîâåäåííÿ. Ðiâíîñòi 
r r r r r& && &&t r r n kn= = =  äîâîäÿòü ïåðøó ôîð-

ìóëó (5.2).  
Äëÿ äîâåäåííÿ òðåòüî¿ ôîðìóëè Ôðåíå âèïèøåìî ñïiââiäíî-

øåííÿ 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
r r r r r r r r r r r r r&

, &, , & , , & , &b t n t n t n kn n t n t n=
′

= + = + = . 

Îñêiëüêè ( )r
n s  îäèíè÷íèé âåêòîð, òî çà ëåìîþ 1.1 ( )r r&n n s⊥ . Êðiì 

òîãî, ( ) ( )
r r
t s n s⊥ . Îòæå, âåêòîð [ ]r r

t n, &  ïàðàëåëüíèé âåêòîðó 
r
n  i âi-

äðiçíÿºòüñÿ âiä íüîãî ëèøå ñêàëÿðíèì ìíîæíèêîì, ÿêèé ìè ïîç-

íà÷àºìî ÷åðåç −χ , òîáòî [ ]r r r
t n n, & = −χ .  

Ñïðàâåäëèâiñòü äðóãî¿ ôîðìóëè (5.2) âèïëèâàº ç ðiâíîñòåé 

[ ] [ ] [ ]r r r r r r r r r& , , ,n b t n t b kn b kt=
′

= − + = −χ χ . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. Çàóâàæèìî, ùî ìîäóëü ñêðóòó ìàº ïðî-
ñòå ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ. Äiéñíî, ç òðåòüî¿ ôîðìóëè Ôðåíå 

âèïëèâàº, ùî 
r&
b = χ . Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 1.2, îòðèìóºìî 

χ = =
→

r&
limb

ss∆

∆ψ
∆0

, 

äå ∆ψ  — êóò ïîâîðîòó áiíîðìàëi ïðè çìiùåííi ç òî÷êè ( )M s  ïî 

êðèâié l íà øëÿõ ∆s .  
Òàêèì ÷èíîì, ìîäóëü ñêðóòó êðèâî¿ l â òî÷öi M äîðiâíþº 

øâèäêîñòi îáåðòàííÿ áiíîðìàëi â öié òî÷öi.  
Íà âiäìiíó âiä êðèâèíè ñêðóò ìîæå íàáèðàòè i âiä’ºìíèõ 

çíà÷åíü. Ðîëü ñêðóòó ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ iëþñòðóº íàñòóïíå òâå-
ðäæåííÿ.  
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Òåîðåìà 5.2. Äëÿ òîãî, ùîá êðèâà l áóëà ïëîñêîþ íà ïðî-

ìiæêó ( )s s R1 2
1, ⊂ , íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ¿¿ ñêðóò äîðiâíþ-

âàâ íóëþ â óñiõ éîãî òî÷êàõ.  

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äiéñíî, ÿêùî êðèâà l 
ïëîñêà, òî ñòè÷íà ïëîùèíà ¿¿ îäíà ³ òà æ ñàìà â óñiõ òî÷êàõ êðè-
âî¿ l íà ïðîìiæêó ( )s s1 2, , à ñàìå — ïëîùèíà, â ÿêié ëåæèòü öÿ 

êðèâà. Òîìó øâèäêiñòü îáåðòàííÿ áiíîðìàëi â êîæíié òî÷öi ç 
( )s s1 2,  êðèâî¿ l äîðiâíþº íóëþ, îòæå i ñêðóò êðèâî¿ χ = 0 .  

Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè χ = 0 , òî ç òðåòüî¿ ôîðìóëè Ôðåíå 

âèïëèâàº, ùî 
r r&
b = 0 , òîáòî ( )

r r
b s b= 0  — ñòàëèé âåêòîð íà ( )s s1 2, . 

Â öüîìó ðàçi ( ) ( ) ( )
r r r r
t s b s t s b= =0 0 , çâiäêè iíòåãðóâàííÿì îäåðæó-

ºìî ðiâíiñòü ( )r r
r s b c const0 = = , òîáòî âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïëîùè-

íè, â ÿêié ðîçòàøîâàíà êðèâà l. Òåîðåìó äîâåäåíî.  
Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê îá÷èñëèòè ñêðóò êðèâî¿ ó âèïàäêó ïðè-

ðîäíî¿ ïàðàìåòðèçàöi¿. Âèïèøåìî ðiâíîñòi  

( ) ( )r r&r s t s= , 

( )r r r&& &r s t kn= = , 

( ) ( )r r r r r r&&& & & &r s kn kn kn k b kt= + = + −χ . 

Ç íèõ âèïëèâàº, ùî  

[ ] [ ]r r r r r&, && ,r r t kn kb= = ,    (5.3)  

( ) ( )rrr r r r r&&&&&& &rrr kb kn k b k t k= + − =χ χ2 2 .  (5.4)  

Îñòàòî÷íî ìàºìî: 

( )
χ =

rrr

r
&&&&&&

&&
rrr

r 2
. 

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî êðèâó l çàäàíî â äîâiëüíié ïàðàìåò-
ðèçàöi¿ ðiâíÿííÿì ( )r r

r r t= , i íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ 

êðèâèíè òà ñêðóòó êðèâî¿ â öüîìó âèïàäêó. Ïðîäèôåðåíöiþºìî 
ñêëàäíó ôóíêöiþ ( )( )r r

r r t s= , äå s — ïðèðîäíèé ïàðàìåòð, ³ çíà-

éäåìî 
r&r , 

r&&r , 
r&&&r : 
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r r&r r
dt

ds
= ′ ⋅ ; 

r r r&&r r
dt

ds
r

d t

ds
= ′′ ⋅







+ ′
2 2

2
; 

r r r r&&&r r
dt

ds
r

dt

ds

d t

ds
r

d t

ds
= ′′′ ⋅







+ ′′ + ′
3 2

2

3

3
3 . 

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé, â ÿêèõ ùòðèõàìè ïîçíà÷åíî ïîõiäíi ïî ïà-
ðàìåòðó t, îäåðæóºìî, ùî  

[ ] [ ]

( ) ( )

r r r r

rrr r r r

&, && , ,

&&&&&& .

r r r r
dt

ds

rrr r r r
dt

ds

= ′ ′′






= ′ ′′ ′′′






3

6
      (5.5) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.5), ç ðiâíîñòåé (5.3) i (5.4) äiñòàíåìî: 

[ ]kb r r
dt

ds

r r r
= ′ ′′







, ,
3

 

( )k r r r
dt

ds
2 2

6

� = ′ ′′ ′′′






r r r
, 

çâiäêè, âçÿâøè äî óâàãè (3.4), îäåðæóºìî øóêàíi ôîðìóëè: 

[ ] ( )
[ ]

k
r r

r

r r r

r r
=

′ ′′

′
=

′ ′′ ′′′

′ ′′

r r

r

r r r

r r
,

;
,

.
3 2

 χ  

Çàóâàæåííÿ 5.2. ßêùî â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  êðèâó l çàäàíî 

ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ( )x x t= , ( )y y t= , ( )z z t= , òî, 

âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi 

( ) ( ) ( )r r r
′ = ′ ′ ′ ′′ = ′′ ′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′′r x y z r x y z x y z, , , , , , , ,  r = , 

[ ] ( )r r
′ ′′ = ′ ′′ − ′ ′′ ′ ′′ − ′ ′′ ′ ′′ − ′ ′′r r y z z y z x x z x y y x, , , , 

 ( )r r r
′ ′′ ′′′ =

′ ′ ′
′′ ′′ ′′
′′′ ′′′ ′′′

r r r

x y z

x y z

x y z

,  
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ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâèíè òà ñêðóòó ìîæíà çàïèñàòè ó 
âèãëÿäi:  

( ) ( ) ( )

( )
k

y z z y z x x z x y y x

x y z

=
′ ′′ − ′ ′′ + ′ ′′ − ′ ′′ + ′ ′′ − ′ ′′

′ + ′ + ′

2 2 2

2 2 2
3
2

;    (5.6)  

( ) ( ) ( )
χ =

′ ′ ′
′′ ′′ ′′
′′′ ′′′ ′′′

′ ′′ − ′ ′′ + ′ ′′ − ′ ′′ + ′ ′′ − ′ ′′

x y z

x y z

x y z

y z z y z x x z x y y x
2 2 2

.    (5.7)  

Âïðàâè  

1. Îá÷èñëèòè êðèâèíó i ñêðóò ãâèíòîâî¿ ëiíi¿ (äèâ. âïðàâó 1 ç § 4) 
â òî÷öi Ì(t).  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî êîîðäèíàòè âåêòîðiâ 
r r
′ ′′r r,  , 

â ðåïåði ( )r r r
i j k, , :  

( ) ( ) ( ) ( )r r
′ = − ′′ = − −r t a t a t b r t a t a tsin , cos , , cos , sin , , 0  

( ) ( )r
′′′ = −r t a t a tsin , cos ,0 . 

Òîäi:    ( ) ( )r
′ = +r t a b

3 2 2
3
2 ; 

[ ] ( )r r

r r r

′ ′′ = −
− −

= −r r

i j k

a t a t b

a t a t

ab t ab t a, sin cos

cos sin

sin , cos ,

0

2 ; 

[ ]r r
′ ′′ = +r r a a b, 2 2 ; 

( )r r r
′ ′′ ′′′ =

−
− −

−
=r r r

a t a t b

a t a t

a t a t

a b

sin cos

cos sin

sin cos

0

0

2 . 

Çà ôîðìóëàìè (5.6) i (5.7) îäåðæóºìî:  

k
a

a b

b

a b
=

+
=

+2 2 2 2
; χ . 
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2. Çíàþ÷è êðèâèíó k  ³ ñêðóò χ  ãâèíòîâî¿ ëiíi¿, ñêëàñòè ¿¿ âåêòîðíå 
ðiâíÿííÿ.  

3. Oá÷èñëèòè êðèâèíó ³ ñêðóò ãiïåðáîëi÷íî¿ ãâèíòîâî¿ ëiíi¿, ÿêà çà-

äàíà ðiâíÿííÿì ( )r r r r
r t a ti a tj atk= + +ch sh .  

4. Çíàéòè òàêó ôóíêöiþ f(t), ùîá êðèâà ( )r r
r t a ti= +cos  

( )+ +a tj f t ksin
r r

 áóëà ïëîñêîþ.  

5. Äîâåñòè, ùî êðèâà, çàäàíà ðiâíÿííÿì 

( )r r r r
r t

t

t
i

t
j

t
k=

+
−

+
−

+
+

1

1

1

1

1

12
, , 

 º ïëîñêîþ òà ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, â ÿêié âîíà ðîçòàøîâàíà.  

6. Çíàéòè êðèâèíó ³ ñêðóò êðèâî¿, ÿêà â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  çàäàíà ðiâ-

íÿííÿìè y x x z2 2= =,  .  

7. ßêùî êðèâi l1  i l2  ìàþòü ó âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ ñïiëüíi áiíîðìà-
ëi, òî âîíè ïëîñêi. Äîâåñòè.  

8. Çíàéòè òàêèé âåêòîð 
r
ω , ÿêèé çàäîâîëüíÿº ðiâíîñòi:  

[ ] [ ] [ ]r r r r r r r r r& , , & , ,
&

,t t n n b b= = =ω ω ω  . 

Âêàçiâêà. Âèðàçèòè øóêàíèé âåêòîð ÷åðåç 
r
t , 

r
n , 

r
b  ³ âèêîðèñ-

òàòè ôîðìóëè Ôðåíå.  
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§ 6. ÑÒÈ×ÍÅ ÊÎËÎ ÏËÎÑÊÎ¯ ÊÐÈÂÎ¯ 

Â §§ 6-8 âèâ÷àþòüñÿ ïëîñêi êðèâi. Äîìîâèìîñÿ ââàæàòè, ùî 
ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü êðèâi, ïðî ÿêi éäå ìîâà, ìiñòèòü òàêîæ ïî-
ëþñ Î.  

Îçíà÷åííÿ 6.1. Êîëî, ÿêå ìàº â òî÷öi M0  ç êðèâîþ l äî-
òèê äðóãîãî ïîðÿäêó, íàçâåìî ¿¿ ñòè÷íèì êîëîì â öié òî÷öi.  

Íåõàé êðèâà l â ðåïåði ( )r r
i j,  âèçíà÷åíà ðiâíÿííÿì ( )y y x=  

à òî÷êà M0  ìàº êîîðäèíàòè ( )x x y y x y= = =0 0 0,  .  

Òåîðåìà 6.1. ßêùî l — ðåãóëÿðíà êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó, 
i òî÷êà M0  íå º ¿¿ òî÷êîþ ðîçïðÿìëåííÿ, òî â öié òî÷öi iñíóº 
ñòè÷íå êîëî êðèâî¿ l, êîîðäèíàòè öåíòðà (à, â) i ðàäióñ R ÿêî-
ãî îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè  

   a x y
y

y
= − ′

+ ′
′′0 0
0
2

0

1
;  

b y
y

y
= +

+ ′
′′0
0
2

0

1
;              (6.1) 

   
( )

R
y

y
=

+ ′

′′

1 0
2

3
2

0
,  

äå ÷åðåç ′y0  i ′′y0  ïîçíà÷åíî ( )′y x0  òà ( )′′y x0  âiäïîâiäíî.  

 Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ øóêàíîãî êîëà 
çàïèøåìî ó âèãëÿäi  

( ) ( )x a y b R− + − =2 2 2 , 

äå ñòàëi à, b, R ïiäëÿãàþòü âèçíà-
÷åííþ.  

Çìiñòèìîñü ç òî÷êè M0  ïî êðèâié l 
â ÿê çàâãîäíî áëèçüêó òî÷êó Ì òà ïîáó-
äóºìî âiäðiçîê ç âåðøèíàìè Ñ(à, b) òà 

Ì(õ, ó), ÿê âêàçàíî íà ðèñóíêó 14. Òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìî¿ ÑÌ ç 
êîëîì (â îêîëi òî÷êè M0 ) ïîçíà÷èìî L. Ïðè x x→ 0 , LM → 0 , 

îñêiëüêè òî÷êè L ³ Ì ïðÿìóþòü äî òî÷êè M0  ïî êîëó ³ ïî êðèâié l 

l

M

L

C(a, b)

MÐèñ. 14. 0   
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âiäïîâiäíî. Ïiäáåðåìî ñòàëi à, â, R òàê, ùîá íåñêií÷åííî ìàëà LM 
ïðè x x→ 0  ìàëà ïîðÿäîê ìàëîñòi íå íèæ÷èé òðüîõ âiäíîñíî 

x x− 0 .  

Ñïiââiäíîøåííÿ ( )lim lim
x x x x

CM CL

LM
CM CL R

→ →

−
= + =

0 0

2 2

2  

ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ïîðÿäîê ìàëîñòi íåñêií÷åííî ìàëèõ 

CM CL2 2−  òà LM ïðè x x→ 0  îäíàêîâèé. Ïîçíà÷èìî 

CM CL2 2−  ÷åðåç ( ) ( ) ( )( )ϕ x x a y x b R= − + − −2 2 2  i ïiäáåðåìî 

ñòàëi à, â, R òàê, ùîá íåñêií÷åííî ìàëà ( )ϕ x  ïðè x x→ 0  ìàëà 

ïîðÿäîê ìàëîñòi íå íèæ÷èé òðüîõ âiäíîñíî x x− 0 . Äëÿ öüîãî 
íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëèñü ðiâíîñòi:  

( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕx x x0 0 0 0= ′ = ′′ = , 

ÿêi ïðèâîäÿòü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü  

( ) ( )
( ) ( )

( )

x a y b R

x a y y b

y y b y

0
2

0
2 2

0 0 0

0 0 0
2

0

0

1

− + − − =
− + ′ − =

+ ′′ − = − ′










,

,

.

 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, îäåðæóºìî ôîðìóëè (6.1). Íåâàæêî 
âñòàíîâèòè, ùî ′′ ≠y0 0 , îñêiëüêè òî÷êà M0  íå º òî÷êîþ ðîçïðÿ-
ìëåííÿ çà óìîâîþ òåîðåìè.  

Ïîêàæåìî, ùî ïîáóäîâàíå êîëî ìàº ç êðèâîþ l â òî÷öi M0  
äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó çãiäíî îçíà÷åííÿ 3.2. Äëÿ öüîãî äîñèòü 
ïîêàçàòè (äèâèñü âïðàâó 9 ïiñëÿ § 3), ùî ïîõiäíi ( )′y x1 0  òà 

( )′′y x1 0  âiä ôóíêöi¿ ( )y x1 , çàäàíî¿ íåÿâíî ñïiââiäíîøåííÿì 

( ) ( ) ( )F x y x a y b R, ,1
2

1
2 2 0= − + − − =  

â ÿêîìó à, â, R âèçíà÷åíi â (6.1), äîðiâíþþòü ′y0  òà ′′y0  âiäïîâi-

äíî. Âðàõóâàâøè, ùî ( ) ( )y x y x y1 0 0 0= = , âèïèøåìî ïîòðiáíi ði-

âíîñòi:  
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( )
( )

( ) ( )′ =
−

= −
−

−
= −

−
−

=
′

+ ′
′′

+ ′
′′

= ′

=

y x

F x y

x

F x y

y

x a

y x b

x a

y b

y
y

y

y

y

y

x x

1 0

1

1

1

0

1 0

0

0

0
0
2

0

0
2

0

0

0

1

1

∂
∂

∂
∂

,

,
;  

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )( )

′′ = −
−

−










′
= −

− + −
−

−

−
=

=

y x
x a

y x b

y x b x a
x a

y x b

y x b
x x

1 0
1

1 0 0
0

1 0

1 0
2

0

 

( ) ( )
=

+ ′
′′

+ ′
+ ′

′′

+ ′

′′

=
+ ′ + ′

+ ′
′′ = ′′

1 1

1

1 2

1

0
2

0
0
2 0

2

0

0
2 2

0
2

0
2

0
4

0
2 2 0 0

y

y
y

y

y

y

y

y y

y
y y .  

Òåîðåìó äîâåäåíî.  

Òåîðåìà 6.2. Â óìîâàõ òåîðåìè 6.1 ñòè÷íå êîëî êðèâî¿ l 
â òî÷öi M0  ºäèíå.  

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â òî÷öi M0  êðèâî¿ l iñíóþòü 
äâà ñòè÷íèõ êîëà. Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ 3.2 âèïëèâàº, ùî 
âîíè â öié òî÷öi ñàìi ìàþòü äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó.  

Ïîêàæåìî, ùî âçàãàëi íå iñíóº äâîõ êië, ÿêi ìàþòü òàêó 
âëàñòèââiñòü. Äiéñíî, íåõàé M0  — òî÷êà äîòèêó äâîõ äîâiëüíèõ 

êië Φ1  i Φ2 . Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèøåìî ¿õ ðiâíÿííÿ â äåêàðòîâié 

ñèñòåìi êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â òî÷öi M0 , âiñü àáñöèñ ÿêî¿ ñïiâ-

ïàäàº ç ñïiëüíîþ äîòè÷íîþ êië Φ1 , Φ2  â öié òî÷öi, à âiñü îðäè-
íàò — ç ïðÿìîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ¿õ öåíòðè: 

( )
( )

x y a R

x y a R

2
1

2
1
2

2
2

2
2
2

+ − =

+ − =

;

.
  

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî, ùî 

 
( )

′ = −
−

= ′′ = −
− − ′

−
=y

x

y a
y

y a xy

y a aM
M

M

M

0

0

0

0

1

1

1
2

1
0

1
, ,  

à ç äðóãîãî îäåðæóºìî ðiâíîñòi 
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′ = −
−

= ′′ =y
x

y a
y

aM
M

M0

0

0
2 2

0
1

, .   

Êîëà Φ1  ³ Φ2  ìàþòü â òî÷öi M0  äîòèê äðóãîãî ïîðÿäêó òî-

äi i òiëüêè òîäi, êîëè a a1 2= . Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó öi 
êîëà ñïiâïàäàþòü. Òåîðåìó äîâåäåíî.  

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â ðåïåði ( )r r
i j,  êðèâà l âèçíà÷åíà âåê-

òîðíèì ðiâíÿííÿì ( ) ( )r r r
r x t i y t j= +  àáî ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâ-

íÿííÿìè  
( ) ( )x x t y y t= =, ,      (6.2)  

à òî÷êà M l0 ∈  ìàº êîîðäèíàòè ( ) ( )x x t y y t0 0 0 0= =, . Îñêiëüêè 

M0 çâè÷àéíà òî÷êà êðèâî¿ l, òî ( ) ( )′ + ′ ≠x t y t2
0

2
0 0 . Íåõàé äëÿ 

îçíà÷åíîñòi ( )′ ≠x t0 0 . Òîäi ç ðåãóëÿðíîñòi êðèâî¿ l âèïëèâàº, ùî 

( )′ ≠x t 0  â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè t0 . Öå äîçâîëÿº âèïèñàòè ðiâíî-

ñòi  

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

dy

dx

y t

x t

y t

x t

d y

dx

y t

x t

x t

x t y t y t x t

x t

M t

M

t

0 0

0

0

0

0

2

2
0 0 0 0

3
0

=
′
′

=
′

′

=

′
′









′

′
=

′ ′′ − ′ ′′

′

;

.

    (6.3)  

Îñêiëüêè òî÷êà M0  íå º òî÷êîþ ðîçïðÿìëåííÿ, òî 

( ) ( )r r
′ ′′r t r t0 0| | . Îòæå ( ) ( ) ( ) ( )′ ′′ − ′ ′′ ≠x t y t y t x t0 0 0 0 0 .  

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (6.3) â ðiâíîñòi (6.1), îäåðæóºìî ôîð-
ìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ êîîðäèíàò öåíòðà (à, â) i ðàäióñà R ñòè÷-
íîãî êîëà â òî÷öi M0  êðèâî¿ l, çàäàíî¿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿí-
íÿìè (6.2): 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )a x t y t

x t y t

x t y t y t x t
= − ′

′ + ′

′ ′′ − ′ ′′0 0

2
0

2
0

0 0 0 0
;  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )b y t x t

x t y t

x t y t y t x t
= + ′

′ + ′

′ ′′ − ′ ′′0 0

2
0

2
0

0 0 0 0
;      (6.4)  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

R
x t y t

x t y t y t x t
=

′ + ′

′ ′′ − ′ ′′

2
0

2
0

3
2

0 0 0 0
.          

Îçíà÷åííÿ 6.2. Öåíòð i ðàäióñ ñòè÷íîãî êîëà â òî÷öi 
M0  êðèâî¿ l íàçâåìî âiäïîâiäíî ¿¿ öåíòðîì êðèâèíè i ðàäióñîì 
êðèâèíè â öié òî÷öi.  

Çàóâàæåííÿ 6.1. Çíàéäåìî êðèâèíó êðèâî¿ l â òî÷öi M0 , 

ïîêëàâøè ó ôîðìóëi (5.6) çàìiñòü ( )z t  íóëü. Îäåðæèìî, ùî 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
k

x t y t y t x t

x t y t

=
′ ′′ − ′ ′′

′ + ′

0 0 0 0

2
0

2
0

3
2

,  

òîáòî êðèâèíà êðèâî¿ l â òî÷öi M0  i ðàäióñ êðèâèíè ¿¿ â öié 
òî÷öi º âçàºìíî îáåðíåíi âåëè÷èíè.  

Âïðàâè  

1. Âñòàíîâèòè óìîâè, ïðè ÿêèõ êðèâà l ïîâîäèòü ñåáå â îêîëi òî÷êè 
M0  òàê, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 14 (÷àñòèíà ¿¿ ëåæèòü çîâíi, à ÷à-
ñòèíà — âñåðåäèíi ñòè÷íîãî êîëà).  

2. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê, ÿêèé ñïîëó÷àº äîâiëüíó òî÷êó öèêëî¿äè ç ¿¿ 
öåíòðîì êðèâèíè â öié òî÷öi, äiëèòüñÿ âiññþ ÎÕ ïîïîëàì (âiñü 
ÎÕ âèáðàíà òàê,  ÿê â ïðèêëàäi 12 ç § 2).  

3. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ñòè÷íîãî êîëà êðèâî¿, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì 
r r r
r xi xj= + sin , â òî÷öi A

π
2

1;






.  

4. Êîëî, çàäàíå ðiâíÿííÿì x y2 2 5+ = , º ñòè÷íèì â òî÷öi ( )A 12;  

äî ïàðàáîëè, âiñü ÿêî¿ ïàðàëåëüíà äî âiñi îðäèíàò. Çíàéòè ðiâíÿ-
ííÿ öiº¿ ïàðàáîëè.  
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5. Çíàéòè êðèâèíó êðèâî¿, çàäàíî¿ â ðåïåði ( )r r
i j,  ðiâíÿííÿì 

( )F x y, = 0 .  

6. Íåõàé ( )r r
r r s=  ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàö³ÿ êðèâî¿ l, òî÷êà C — 

öåíòð êðèâèíè öiº¿ êðèâî¿ â òî÷öi ( )M s . Äîâåñòè, ùî 

( )MC R s
r

r

→
=

r
r
&&
&& , äå ( )R s  — ðàäióñ êðèâèíè êðèâî¿  l  â òî÷öi Ì.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äëÿ ïëîñêî¿ êðèâî¿ íîðìàëü º îäíî÷àñíî ãîëî-

âíîþ íîðìàëëþ, òîìó âåêòîð 
r r

rn
r

r
=

&&
&&

 ïðèéìåìî çà îäèíè÷íèé âåêòîð 

íîðìàëi êðèâî¿ l â òî÷öi Ì. Î÷åâèäíî, ùî äîñèòü ïîêàçàòè ñïiâíà-

ïðÿìëåíiñòü âåêòîðiâ MC
→

 i 
r
n . Ðîçãëÿíåìî âåêòîð 

( ) ( )r r
p s r s OM= −

→
 i ïåðåíåñåìî ïîëþñ Î â òî÷êó Ì. Òîäi l º ãîäîã-

ðàôîì âåêòîð-ôóíêöi¿ ( )r r
p p s= , ïðè÷îìó 

r r& &p r= , 
r r&& &&p r= . Ââåäåìî 

íà ïëîùèíi äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â òî÷öi Ì, âè-

çíà÷èâøè âiñi àáñöèñ òà îðäèíàò îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè ( )
r r
t r s= &  òà 

( )r
n s  â òî÷öi Ì âiäïîâiäíî. Ðîçêëàâøè âåêòîð ( )r

p s  ïî áàçèñíèõ âå-

êòîðàõ, çíàéäåìî ïîõiäíi 
r&p  i 

r&&p :  
r r r r r r& & & && && && .p xt yn p xt yn= + = +        (6.5)  

Îñêiëüêè â òî÷öi M 
r r&p t= , à 

r&&p  ñïiâíàïðÿìëåíèé ç 
r
n , òî ç ðiâíî-

ñòåé (6.5) âèïëèâàº, ùî â öié òî÷öi &x = 1 , &y = 0 , &&x = 0 , &&y > 0 . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ( ) ( )x s y s= = 0 , ç ôîðìóë (6.4) çíàõîäèìî êîîð-

äèíàòè òî÷êè Ñ: a b
y

= =0
1

,
&&

 . Îòæå, b > 0 , òîáòî òî÷êà Ñ ëåæèòü íà 

äîäàòíié ïiââiñi îðäèíàò. Çâiäñè âèïëèâàº, ùî âåêòîðè MC
→

 ³ 
r
n  ñïi-

âíàïðÿìëåíi.  
Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî ïðè çìiíi íàïðÿìêó âiäëiêó äîâ-

æèíè äóãè âçäîâæ êðèâî¿ l âåêòîð 
r r
t r= &  çìiíþº çíàê, à âåêòîð 

r&&r  
çàëèøàºòüñÿ áåç çìiíè.  
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§ 7. ÎÁÂIÄÍÀ ÑIÌÅÉÑÒÂÀ ÏËÎÑÊÈÕ ÊÐÈÂÈÕ. 
ÅÂÎËÞÒÀ ÒÀ ÅÂÎËÜÂÅÍÒÀ  

Íåõàé ðåãóëÿðíà êðèâà l äðóãîãî ïîðÿäêó â ðåïåði ( )r r
i j,  çà-

äàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè (6.2) i íå ìiñòèòü òî÷îê ðîç-
ïðÿìëåííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 7.1. Ìíîæèíó öåíòðiâ êðèâèíè êðèâî¿ l â óñiõ ¿¿ 

òî÷êàõ íàçâåìî åâîëþòîþ öiº¿ êðèâî¿ i ïîçíà÷èìî ÷åðåç l ∗ .  

Íåõàé ( )X Y,  — êîîðäèíàòè ðóõîìî¿ ïî åâîëþòi òî÷êè Ñ (öå-

íòðà êðèâèíè êðèâî¿ l â òî÷öi ( ) ( )( )M x t y t, ). Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-

ìóëè (6.4), âèïèøåìî ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ åâîëþòè l ∗ :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

X x t y t
x t y t

x t y t y t x t

Y y t x t
x t y t

x t y t y t x t

= − ′
′ + ′

′ ′′ − ′ ′′

= + ′
′ + ′

′ ′′ − ′ ′′

2 2

2 2

;

.

      (7.1)  

Ç íèõ âèïëèâàº, ùî l ∗  — íåïåðåðâíà êðèâà â òîìó ðîçóìiííi, 
ùî ôóíêöi¿ ( ) ( )X X t Y Y t= =,   íåïåðåðâíi ïî t. Ôîðìóëè (7.1) ÷à-

ñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàííi ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.  
Ðàçîì ç òèì, îçíà÷èòè åâîëþòó êðèâî¿ l ìîæíà iíàêøå. Ïðèïóñ-

òèìî, ùî ðiâíÿííÿì ( )r r
r r t c= , , äå ( )r

r t c,  íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éî-

âàíà ïî t i ñ ôóíêöiÿ, ( )c c c R∈ ⊂1 2
1, , âèçíà÷àºòüñÿ ñiìåéñòâî ïëî-

ñêèõ êðèâèõ Γ , çàëåæíå âiä ñ, ÿê âiä ïàðàìåòðà.  

Îçíà÷åííÿ 7.2. Ãëàäêó êðèâó, âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó 

( )c c1 2,  ðiâíÿííÿì ( )r r
r r c= 1 , íàçâåìî îáâiäíîþ ñiìåéñòâà Γ , 

ÿêùî âîíà â êîæíié ñâî¿é òî÷öi Ì(ñ) äîòèêàºòüñÿ äî êðèâî¿ 
öüîãî ñiìåéñòâà, ùî âiäïîâiäàº çíà÷åííþ ïàðàìåòðà ñ.  

Ïðèïóñòèìî, ùî îáâiäíà ñiìåéñòâà Γ  iñíóº. Òîäi ïðè âñiõ 
( )c c c∈ 1 2,  ìàº ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ  

( ) ( ) ( )r r
′ ′

=
r t c r ct t t c

, | | 1 ,    (7.2) 

äå ( ) ( )( )r r
r c r t c c1 = , . Àëå ( ) ( )( )r r r r

′ = = ′ ⋅ + ′r c
d

dc
r t c c r

dt

dc
rt c1 , .  
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Âðàõîâóþ÷è (7.2), îäåðæóºìî, ùî â êîæíié òî÷öi îáâiäíî¿ 
ñiìåéñòâà Γ  ( ) ( )r r

′ ′r t c r t ct c, | | , , ÿêùî òiëüêè ôóíêöiÿ t(ñ) äèôåðåí-

ö³éîâàíà íà ïðîìiæêó ( )c c1 2, .  

Íåõàé ( ) ( )x t c y t c, , ,  — êîîðäèíàòè âåêòîðà ( )r
r t c,  â ðåïåði 

( )r r
i j, .  

Îçíà÷åííÿ 7.3. Êðèâó, âèçíà÷åíó ðiâíÿííÿì ( )( )r r
r r t c c= , , 

äå ôóíêöiÿ t = t(c) çàäîâîëüíÿº ðiâíiñòü 

( ) ( )
( ) ( )

′ ′
′ ′

=
x t c y t c

x t c y t c
t t

c c

, ,

, ,
,0        (7.3)  

íàçâåìî äèñêðèìiíàíòíîþ êðèâîþ ñiìåéñòâà Γ .  

Çðîçóìiëî, ùî êîëè Γ  — ñiìåéñòâî ãëàäêèõ êðèâèõ áåç îñî-
áëèâèõ òî÷îê i ôóíêöiÿ t(ñ) äèôåðåíö³éîâàíà íà ïðîìiæêó 
( )c c1 2, , òî äèñêðèìiíàíòíà êðèâà öüîãî ñiìåéñòâà ñïiâïàäàº ç éî-

ãî îáâiäíîþ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó öå íå òàê.  

Òåîðåìà 7.1. ßêùî l — ðåãóëÿðíà êðèâà òðåòüîãî ïîðÿä-
êó i íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçïðÿìëåííÿ, òî îáâiäíà ñiìåéñòâà ¿¿ 

íîðìàëåé òà åâîëþòà l ∗  ñïiâïàäàþòü.  

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êðèâîþ l, çàäàíî¿ â ðåïåði ( )r r
i j,  ïàðàìåòðè-

÷íèìè ðiâíÿííÿìè õ = õ(t), y = y(t), ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ñi-
ìåéñòâà íîðìàëåé çàïèøåìî ó âèãëÿäi  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t t x t t y t

y t t y t t x t
1 1

1 1

, ,

, ,

= − ′
= + ′






       (7.4)  

äå ðîëü ïàðàìåòðà âiäiãðàº t. Òîäi ðiâíÿííÿ (7.3) íàáèðàº âèãëÿ-
äó  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

− ′ ′
′ − ′′ ′ + ′′

=
y t x t

x t t y t y t t x t1 1
0,  

çâiäêè 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )t

x t y t

x t y t y t x t1

2 2

=
′ + ′

′ ′′ − ′ ′′
.          (7.5) 
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Îñêiëüêè çà óìîâîþ l — ðåãóëÿðíà êðèâà òðåòüîãî ïîðÿäêó, òî 
ôóíêöiÿ ( )t t1  äèôåðåíö³éîâàíà ïî t. Êðiì òîãî, ñiìåéñòâî íîðìà-

ëåé êðèâî¿ l ñêëàäàºòüñÿ ç ïðÿìèõ, òîáòî ãëàäêèõ êðèâèõ áåç 
îñîáëèâèõ òî÷îê.  

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ t1 ç (7.5) â (7.4), îäåðæóºìî âèðàçè 
(7.1), ùî çàâåðøóº äîâåäåííÿ.  

Íà ïiäñòàâi äîâåäåíî¿ òåîðåìè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 7.4. Åâîëþòîþ ðåãóëÿðíî¿ êðèâî¿ l òðåòüîãî 
ïîðÿäêó, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçïðÿìëåííÿ, íàçâåìî îáâiäíó 
ñiìåéñòâà ¿¿ íîðìàëåé.  

Äëÿ ðåãóëÿðíî¿ êðèâî¿ òðåòüîãî ïîðÿäêó îçíà÷åííÿ 7.1 i 7.4 
åêâiâàëåíòíi.  

Íàñëiäîê 7.1 (ç òåîðåìè 7.1). ßêùî l — ðåãóëÿðíà êðèâà 
òðåòüîãî ïîðÿäêó i íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçïðÿìëåííÿ, òî íîð-
ìàëü â äîâiëüíié ¿¿ òî÷öi ñïiâïàäàº ç äîòè÷íîþ äî åâîëþòè ó 
âiäïîâiäíîìó öåíòði êðèâèíè äàíî¿ êðèâî¿.  

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî êðèâà l çàäàíà ïðèðîäíîþ ïàðàìåòðèçà-
öiºþ ( )r r

r r s=  i ( )M s  — äîâiëüíà òî÷êà êðèâî¿  l, ùî âiäïîâiäàº 

çíà÷åííþ ïàðàìåòðà s. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )C s , ( )R s  i ( )r
n s  öåíòð 

êðèâèíè, ðàäióñ êðèâèíè i îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi êðèâî¿ l â 
òî÷öi Ì ( )s  âiäïîâiäíî. Ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî ( )r r

n s r| | && . Òîäi 

(äèâ. âïðàâó 6 ç § 6) ( ) ( )MC R s n s
→

=
r

, çâiäêè  

( ) ( ) ( ) ( )r r r
p s OC r s R s n s= = +

→
    (7.6) 

Ðiâíÿííÿ (7.6) ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê âåêòîðíå ðiâíÿííÿ åâîëþ-

òè l* , äëÿ ÿêî¿ s íå º ïðèðîäíèì ïàðàìåòðîì.  
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèçíà÷àº ùå îäíó âàæëèâó âëàñòè-

âiñòü åâîëþòè.  

Òåîðåìà 7.2. ßêùî íà ïðîìiæêó ( )s s R1 2
1, ⊂  ðàäióñ êðè-

âèíè R(s) ðåãóëÿðíî¿ êðèâî¿ òðåòüîãî ïîðÿäêó l çìiíþºòüñÿ 
ìîíîòîííî, òî ( ) ( )R s R s2 1− = ∆σ , äå ∆σ  — ïðèðiñò äîâæèíè 

äóãè åâîëþòè ïðè çìiùåííi ç òî÷êè ( )C s1  â òî÷êó ( )C s2 .  
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )k s  i ( )
r
t s  êðèâèíó òà îäèíè-

÷íèé âåêòîð äîòè÷íî¿ êðèâî¿ l â òî÷öi Ì(s) âiäïîâiäíî. Âðàõóâà-
âøè, ùî ( )

r r
t s r= & , ( ) ( )k s R s = 1 , ( ) ( )r r&n k s t s= −  (äðóãà ôîðìóëà 

Ôðåíå äëÿ âèïàäêó ïëîñêî¿ êðèâî¿), ïðîäèôåðåíöiþºìî ïî s ði-
âíiñòü (7.6). Îäåðæèìî, ùî ( ) ( ) ( )r r

′ = ′p s R s n s , çâiäêè 

( ) ( )dp s dR s
r

= .  

Ïîçíà÷èâøè äèôåðåíöiàë äóãè âçäîâæ åâîëþòè ÷åðåç dσ , 
âèïèøåìî ðiâíiñòü 

d dRσ = ,      (7.7) 

îñêiëüêè dp d
r

= σ  ïðè äîâiëüíié ïàðàìåòðèçàöi¿ âçäîâæ êðèâî¿ 

(äèâ. § 3). Äëÿ îçíà÷åíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ R(s) íà ïðî-
ìiæêó ( )s s1 2,  ìîíîòîííî çðîñòàº. Äîâæèíó äóãè σ  íà åâîëþòi 

áóäåìî âiäðàõîâóâàòè òàê, ùîá âîíà çðîñòàëà ðàçîì ç çðîñòàííÿì 
R(s) . Òîäi â (7.7) ìîæíà âiäêèíóòè çíàêè ìîäóëiâ i ïðîiíòåãðó-
âàòè îäåðæàíó ðiâíiñòü â ìåæàõ âiä s1  äî s2 . Ìàòèìåìî, ùî 

( ) ( ) ( ) ( )σ σs s R s R s2 1 2 1− = − . Òåîðåìó äîâåäåíî.  

Çàóâàæèìî, ùî â òî÷öi s, äå ôóíêöiÿ R(s) äîñÿãàº ìiíiìóìó 
àáî ìàêñèìóìó, ( )′ =R s 0 . Öå âåäå äî ðiâíîñòi ( )r

′ =p s 0 , îòæå òî-

÷êà Ì(s) åâîëþòè º îñîáëèâîþ. Áiëüø äåòàëüíå äîñëiäæåííÿ ïî-
êàçóº, ùî öÿ òî÷êà çàâæäè º òî÷êîþ çâîðîòó 1 ðîäó. Íà äîâåäå-
ííi öüîãî òâåðäæåííÿ ìè íå çóïèíÿºìîñü.  

Îðòîãîíàëüíîþ òðàºêòîð³ºþ ñiìåéñòâà êðèâèõ íàçèâàþòü êðèâó, 
ÿêà ïåðåòèíàº ïiä ïðÿìèì êóòîì âñi êðèâi öüîãî ñiìåéñòâà.  

Îçíà÷åííÿ 7.5. Îðòîãîíàëüíó òðàºêòîð³þ ñiìåéñòâà äî-
òè÷íèõ äàíî¿ êðèâî¿ íàçâåìî ¿¿ åâîëüâåíòîþ.  

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé ãëàäêà êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó l çàäà-
íà ðiâíÿííÿì ( )r r

r r s=  â ïðèðîäíié ïàðàìåòðèçàöi¿. Òîäi âåêòî-

ðíå ðiâíÿííÿ ¿¿ åâîëüâåíòè ìàº âèãëÿä 

( ) ( ) ( ) ( )r r r
p s r s s s t s= + −0 ,  (7.8)  

äå s0  — ïàðàìåòð, ( )
r
t s  — îäèíè÷íèé âåêòîð äîòè÷íî¿ äî êðè-

âî¿ l â òî÷öi Ì(s).  
Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè êîæíà òî÷êà åâîëüâåíòè ïîâèííà íàëåæà-

òè äîòè÷íié äî êðèâî¿ l, òî ¿¿ ðàäióñ-âåêòîð ( )r
p s  ìîæíà ïîäàòè ó 
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âèãëÿäi ( ) ( ) ( )r r r
p s r s t s= + λ  (äèâ. ðèñ. 15). Ùîá çàïèñàòè ðiâíÿííÿ 

åâîëüâåíòè, äîñèòü ïîäàòè ïàðàìåòð l ó âèãëÿäi äèôåðåíö³éî-

âàíî¿ ôóíêöi¿ âiä s. Îñêiëüêè ( )
r
t s = 1 , òî λ = M M1 .  

Çíàéäåìî äîòè÷íèé âå-
êòîð äî åâîëüâåíòè â òî÷öi 

( )M s1 :  

( ) ( ) ( ) ( )dp

ds
t s

d s

ds
t s s t

r r r r
= + +

λ
λ &.

 
Îñêiëüêè åâîëüâåíòà ïåðå-
òèíàº äîòè÷íó êðèâî¿ l ïiä 
ïðÿìèì êóòîì, òî 

( ) ( ) ( )dp

ds
t s t s

d

ds
t t s

r r r r r
= +







+








 =1 0

λ
λ& .

 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ( )
r r
t s t⊥& , ìàºìî, ùî 

d

ds

λ
+ =1 0 . Iíòåãðóþ÷è îñòà-

ííþ ðiâíiñòü, îäåðæóºìî, ùî λ = −s s0 . Îòæå, ðiâíÿííÿ åâîëü-
âåíòè ìàº âèãëÿä (7.8), ïðè÷îìó öÿ ïàðàìåòðèçàöiÿ íå º ïðèðî-
äíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.  

Çàóâàæèìî, ùî ïðèñóòíiñòü ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà s0  â ðiâ-
íÿííi åâîëüâåíòè âêàçóº íà iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî¿ êiëüêîñòi åâî-
ëüâåíò êðèâî¿ l.  

Åâîëüâåíòó êðèâî¿ l ìîæíà ïîáóäóâàòè òàê. Íàêëàäåìî íà 
êðèâó l ãíó÷êó íèòêó, ÿêà íå ïiääàºòüñÿ ðîçòÿãó, ïî÷àòîê ÿêî¿ 
çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi M0 . ßêùî íèòêó íàòÿãóâàòè çà ¿¿ êiíåöü i 
ïîñòóïîâî âiääiëÿòè âiä êðèâî¿ l òàê, ùîá âîíà ïîñòiéíî áóëà íà-
ïðÿìëåíà âçäîâæ äîòè÷íî¿ äî äàíî¿ êðèâî¿, òî ¿¿ âiëüíèé êiíåöü 
îïèøå åâîëüâåíòó.  

Çàóâàæåííÿ 7.1. Ãëàäêà êðèâà òðåòüîãî ïîðÿäêó º åâîëü-
âåíòîþ ñâîº¿ åâîëþòè.  

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôà âèïèøåìî ðiâíÿííÿ åâîëüâåíòè 
êðèâî¿ l, çàäàíî¿ äîâiëüíîþ ïàðàìåòðèçàöiºþ ( )r r

r r t= :  

l

O

M(0)

M(s)

M
Ðèñ. 15.

(
)

rr
s

( )r
p s

1  
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( ) ( ) ( )
( )

( )r
r

r
r

p t r t
r t

r t
r t dt= ′ −

′

′
′∫2

2 ,  

àáî â ïàðàìåòðè÷í³é ôîðìi 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

X t x t
x t

x t y t
x t y t dt

Y t y t
y t

x t y t
x t y t dt

= −
′

′ + ′
′ + ′

= −
′

′ + ′
′ + ′














∫

∫

2 2

2 2

2 2

2 2

,

.

  

 

Âïðàâè  

1. Íåõàé ñiìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâèõ â ðåïåði ( )r r
i j,  çàäàíî ðiâíÿííÿì 

( )F x y a, , = 0 , äå ôóíêöiÿ ( )F x y a, ,  íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâà-

íà ïî õ, ó, à. Äîâåñòè, ùî îáâiäíà öüîãî ñiìåéñòâà, ÿêùî âîíà iñ-

íóº, íàëåæèòü ìíîæèíi òî÷îê ( ) ( )( )M x a y a, , äå ( )x x a= , 

( )y y a=  — ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü 

( ) ( )F x y a
a

F x y a, , ; , , ,= =0 0
∂

∂
 

a — ïàðàìåòð. Ìíîæèíó òî÷îê Ì òàêîæ íàçèâàþòü äèñêðèìiíà-
íòíîþ êðèâîþ äàíîãî ñiìåéñòâà êðèâèõ.  

2. Çíàéòè äèñêðèìiíàíòíó êðèâó òà îáâiäíó ñiìåéñòâà íàïiâêóái÷íèõ 

ïàðàáîë ( ) ( )3 2 0
2 3

y c x c− − − = .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ïî ïàðàìåòðó ñ, îäåðæóºìî 

ðiâíÿííÿ ( )y c x c− − − =2
0 . Ðîçâ’ÿçóºìî ñèñòåìó ðiâíÿíü  

( ) ( )
( )

3 2 0

0

2 3

2

y c x c

y c x c

− − − =

− − − =







,

.
 

Îäåðæóºìî äâi ãiëêè äèñêðèìiíàíòíî¿ êðèâî¿:  

a)
x c

y c

=
=





,

,
 á)

x c

y c

= +

= +










2

3
4

9

,

.
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Ïåðøà ç íèõ — ïðÿìà, ðiâíÿííÿ ÿêî¿ ó = õ, äðóãà — òåæ ïðÿìà, ði-

âíÿííÿ ÿêî¿ y x= +
2

9
.   

Ç íèõ òiëüêè äðóãà ïðÿìà º îáâiäíîþ, áî ïåðøà ÿâëÿº ñîáîþ 
ìíîæèíó îñîáëèâèõ òî÷îê êðèâèõ ñiìåéñòâà.  

Çðîáiòü ðèñóíîê.  

3. Äîâåñòè, ùî åâîëþòîþ öèêëî¿äè º êîíãðóåíòíà ¿é öèêëî¿äà.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ öèêëî¿äè â ðå-

ïåði ( )r r
i j, : ( )x a t t= − sin ,  ( )y a t= −1 cos . Ìàºìî: 

( )′ = −x a t1 cos , ′′ =x a tsin , ′ =y a tsin , ′′ =y a tcos . Ðiâíîñòi 

(7.1) íàáèðàþòü âèãëÿäó ( )X a t t= + sin , ( )Y a t= − −1 cos . Ââåäå-

ìî íîâèé ïàðàìåòð çà ôîðìóëîþ t = +π τ , ïiñëÿ ÷îãî îäåðæèìî ði-
âíÿííÿ åâîëþòè öèêëî¿äè ó âèãëÿäi  

( ) ( )X a a Y a a= + − = − + −π τ τ τsin , cos .2 1  

Îñòàííi ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî åâîëþòà öèêëî¿äè º êîíãðóåíòíà ¿é öè-
êëî¿äà, çñóíóòà ïðàâîðó÷ íà πa  ³ îïóùåíà âíèç íà 2à.  

Çðîáiòü ðèñóíîê äî öiº¿ çàäà÷i.  

4. Âèïèñàòè ðiâíÿííÿ åâîëþòè öèêëî¿äè, íå êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëà-
ìè (7.1), à ÿê íàñëiäîê çàäà÷i 2 ç § 6.  

5. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åâîëþòè êðèâî¿, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì:  

à) 
r r r
r a ti b tj= +cos sin ;  

á) 
r r r
r a ti b tj= +ch sh .  

Çðîáèòè ñõåìàòè÷íi ðèñóíêè.  

6. Ïîêàçàòè, ùî åâîëþòîþ àñòðî¿äè (äèâ. âïðàâó 13 ç § 2) º àñòðî¿äà.  

7. Ïîêàçàòè, ùî åâîëþòîþ ëîãàðèôìi÷íî¿ ñïiðàëi, ùî â ïîëÿðíié 

ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäàíà ðiâíÿííÿì ρ ϕ= ca , º ëîãàðèôìi÷íà 
ñïiðàëü, ÿêà îäåðæóºòüñÿ ç äàíî¿ ïîâîðîòîì íà äåÿêèé êóò íàâ-
êîëî ïîëþñà ïîëÿðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò.  

8. Ñêëàñòè ðiâíÿííÿ åâîëüâåíò êðèâî¿, çàäàíî¿ ð³âíÿííÿì 

r r r
r ti

t
j= +

2

4
.  

9. Äîâåñòè, ùî åâîëüâåíòîþ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿ (äèâ. âïðàâó 7 ç § 3), ÿêà 
ïðîõîäèòü ÷åðåç ¿¿ âåðøèíó, º òðàêòðèñà (äèâ. âïðàâó 9 ç § 2).  
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Â ðåïåði ( )r r
i j,  ðiâíÿííÿ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿ 

y a
x

a
= ch , à ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òðàêòðèñè  

x a t
t

y a t= +






=cos lntg , sin .
2

  

Ïîçíà÷èìî öi êðèâi ÷åðåç l i l1  âiäïîâiäíî ³ çîáðàçèìî ¿õ íà ðèñó-

íêó 16. Ïàðàìåòð t — êóò ìiæ äîòè÷íîþ äî òðàêòðèñè òà âiññþ ÎÕ. 

Ðèñ. 16.

t

y

O B A

x

ll

M

C

Ì0

 

 Ïðè t =
π
2

 òðàêòðèñà ìàº îñîáëèâó òî÷êó Ñ(0, à). Äîòè÷íà â íié ñïiâ-

ïàäàº ç âiññþ ÎÓ i ïåðïåíäèêóëÿðíà äî äîòè÷íî¿ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿ â ¿¿ 
âåðøèíi Ñ. Ïîêàæåìî, ùî êðèâà l º åâîëþòîþ êðèâî¿ l1  (òî÷êó Ñ âèê-
ëþ÷èìî, áî âîíà îñîáëèâà âiäíîñíî êðèâî¿ l) â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ 7.1. 
Ç ðiâíÿííÿ òðàêòðèñè ìàºìî  

′ = ′ =y a t x a
t

t
cos ,

cos
sin

,
2

 

 ′′ = − ′′ = −
+

y a t x a t
t

t
sin , cos

sin

sin
,

1 2

2
  

′ + ′ = ′ ′′ − ′′ ′ =x y a
t

t
x y x y

a t

t

2 2 2
2

2

2 2

2

cos

sin
,

cos

sin
.  

Çà ôîðìóëàìè (7.1) çíàõîäèìî ïàðàìåòðè÷í³ ðiâíÿííÿ åâîëþòè òðà-
êòðèñè: 
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x a
t

y
a

t
= =lntg ;

sin
.

2
    

Ïåðåïèñàâøè ¿õ ó âèãëÿäi 

tg , tg ctg
t

e y
a t t

x

a
2 2 2 2

= = +






 

i ïîçáóâøèñü ïàðàìåòðà t, ìàºìî y
e e

x

a

x

a
=

+
−

2
 àáî y a

x

a
= ch .  

Îäåðæàëè ðiâíÿííÿ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿.  

10. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ åâîëþòè òðàêòðèñè, íå êîðèñòóþ÷èñü ôîðìó-
ëàìè (7.1).  

Âêàçiâêà. Ñïî÷àòêó ïîêàçàòè, ùî ñòàëèé âiäðiçîê ÌÀ äîòè÷íî¿ 
äî òðàêòðèñè â ðóõîìié òî÷öi Ì º ñåðåäíº ïðîïîðöiéíå ìiæ âiäïîâi-
äíèì âiäðiçêîì íîðìàëi ÌÂ i ðàäióñîì êðèâèíè òðàêòðèñè â òî÷öi 
Ì. Òîäi öåíòð êðèâèíè öiº¿ êðèâî¿ M0  ìîæíà îäåðæàòè ïðè ïåðå-
òèíi íîðìàëi â òî÷öi Ì òà ïåðïåíäèêóëÿðà, âñòàíîâëåíîãî äî âiñi 
ÎÕ â òî÷öi À. Öå äàº ìîæëèâiñòü çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè M0 , ÿêi 
é âèçíà÷àþòü ïàðàìåòðè÷í³ ðiâíÿííÿ åâîëþòè òðàêòðèñè (äèâ. 
ðèñ. 16).  
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§ 8. ÍÀÒÓÐÀËÜÍÅ ÐIÂÍßÍÍß ÏËÎÑÊÎ¯ ÊÐÈÂÎ¯ 

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäåìî 
ðîçãëÿäàòè ãëàäêó êðèâó äðóãîãî 
ïîðÿäêó l, çàäàâøè ¿¿ ïðèðîäíîþ 
ïàðàìåòðèçàöiºþ ( )r r

r r s=  àáî ïà-

ðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè 
( )x x s= , ( )y y s=  â ðåïåði 

( )r r
i j, . ×åðåç ( )α s  ïîçíà÷èìî 

êóò, óòâîðåíèé îäèíè÷íèì âåê-
òîðîì ( )

r r
t s r= &  äîòè÷íî¿ äî êðè-

âî¿ l ç âiññþ àáñöèñ. Çðîçóìiëî (äèâ. ðèñ. 17), ùî ïðèðiñò êóòà 
α  ïðè çìiùåííi ïî êðèâié l ç òî÷êè M â òî÷êó ′M  äîðiâíþº êó-
òó ∆ϕ  ìiæ äîòè÷íèìè äî íå¿ â öèõ òî÷êàõ. Òîäi êðèâèíà k êðè-
âî¿ l â òî÷öi Ì âèçíà÷àºòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì  
 

k
s ss s

= = =
→ →

lim lim &
∆ ∆

∆ϕ
∆

∆α
∆0 0

α . 

Äîìîâèìîñü òiëüêè â öüîìó ïàðàãðàôi, ùî êðèâèíà êðèâî¿ l 
ìîæå íàáóâàòè i âiä’ºìíèõ çíà÷åíü, òîáòî ïîêëàäåìî  

k = &α     (8.1)  
Îçíà÷åííÿ 8.1. Ðiâíÿííÿ âèäó  

( ) ( )k f s S R= ∈ = ⊂,  s s , s1 2
1 ,     (8.2)  

íàçâåìî íàòóðàëüíèì ðiâíÿííÿì êðèâî¿ l íà ïðîìiæêó S.  

Îçíà÷åííÿ 8.2. Ñêàæåìî, ùî äâi ïëîñêi êðèâi âiäðiçíÿ-
þòüñÿ ëèøå ðîçòàøóâàííÿì íà ïëîùèíi, ÿêùî îäíà ç íèõ ìîæå 
áóòè ñóìiùåíà ç äðóãîþ ïîâîðîòîì i ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñå-
ííÿì â öié ïëîùèíi.  

Òåîðåìà 8.1. ßêùî äâi êðèâi l1  i l2  âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå 
ðîçòàøóâàííÿì íà ïëîùèíi, òî âiäëiê äîâæèíè äóãè íà êîæíié 
ç íèõ ìîæíà óçãîäèòè òàê, ùî ¿õ íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ áóäóòü 
îäíàêîâèìè.  

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî áiºêòèâíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè 
êðèâèõ l1  i l2 , çiñòàâëÿþ÷è ïîïàðíî òi òî÷êè äàíèõ êðèâèõ, ÿêi 
çáiãàþòüñÿ ïiñëÿ ¿õ ñóìiùåííÿ. Çà ïî÷àòêè âiäëiêó äîâæèíè äóãè 
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íà öèõ êðèâèõ âèáåðåìî äîâiëüíi âiäïîâiäíi òî÷êè M l1
0

1∈  òà 

M l2
0

2∈ . Íàïðÿìîê âiäëiêó äîâæèíè äóãè  íà äàíèõ êðèâèõ óç-

ãîäèìî òàê, ùîá ó áóäü-ÿêèõ âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ M l1 1∈  òà 

M l2 2∈  çíà÷åííÿ äîâæèíè äóãè s áóëè îäíàêîâèìè. Çðîçóìiëî, 

ùî ïðè çìiíi s íà ïðîìiæêó S äëÿ êðèâî¿ l1 , äîâæèíà äóãè s 

âçäîâæ êðèâî¿ l2  çìiíþºòüñÿ íà öüîìó æ ïðîìiæêó.  

Êóòè ( )α1 s  i ( )α2 s  íàõèëó äîòè÷íèõ äî âiñi àáñöèñ â òî÷êàõ 

M1  i M2  êðèâèõ l1  i l2  âiäïîâiäíî âiäðiçíÿþòüñÿ íà ñòàëó âå-

ëè÷èíó ϕ . Äiéñíî, ïðè îáåðòàííi êðèâî¿ l1  íà äåÿêèé êóò âñi äî-
òè÷íi äî íå¿ ïîâåðíóòüñÿ íà öåé ñàìèé êóò, à ïàðàëåëüíå ïåðåíå-
ñåííÿ íà íàïðÿìêè äîòè÷íèõ íiÿê íå âïëèâàº. Ïðîäèôåðåíöiþâà-
âøè ðiâíiñòü ( ) ( )α α ϕ1 2s s= +  ïî s, îäåðæèìî, ùî & &α α1 2= .  

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ º îáåðíåíèì äî òåîðåìè 8.1.  

Òåîðåìà 8.2. ßêùî äâi ïëîñêi êðèâi l1  i l2  ìàþòü îäíàêîâi 
íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ (8.2) íà ïðîìiæêó S, òî âîíè íà öüîìó ïðî-
ìiæêó âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ðîçòàøóâàííÿì íà ïëîùèíi.  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M1
0  i M2

0  — ïî÷àòêè âiäëiêó äîâæèíè 

äóãè íà êðèâèõ l1  i l2  âiäïîâiäíî. Ïåðåíåñåìî êðèâó l1  ïàðàëå-

ëüíî íà âåêòîð M M1
0

2
0

→

 i îäåðæèìî êðèâó ′l1 . Ïiñëÿ öüîãî ïîâåð-

íåìî êðèâó ′l1  íàâêîëî òî÷êè M2
0  òàê, ùîá îäèíè÷íèé âåêòîð äî-

òè÷íî¿ äî íå¿ ñòàâ îäíî÷àñíî îäèíè÷íèì âåêòîðîì äîòè÷íî¿ äî 

êðèâî¿ l2  â òî÷öi M2
0 . Îäåðæàíó êðèâó ïîçíà÷èìî ÷åðåç ′′l1 . Òî-

÷êà M2
0  ñïiëüíà äëÿ êðèâèõ ′′l1  ³ l2 , ñïiëüíèé äëÿ íèõ â öié òî-

÷öi òàêîæ îäèíè÷íèé âåêòîð äîòè÷íèõ 
r
t . Äëÿ äîâåäåííÿ ñôîð-

ìóëüîâàíî¿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî êðèâi ′′l1  òà l2  çáiãà-
þòüñÿ íà ïðîìiæêó S. Çà òåîðåìîþ 8.1 íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ êðè-
âèõ ′′l1  òà l1  îäíàêîâi, îòæå îäíàêîâi íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ êðè-

âèõ ′′l1  òà l2 . Îñêiëüêè ïðè s = 0 äëÿ îñòàííüî¿ ïàðè êðèâèõ âå-

êòîð 
r
t  ñïiëüíèé, òî é êóò ( )α α0 0=  íàõèëó éîãî äî âiñi àáñöèñ 

îäíàêîâèé.  
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Âðàõîâóþ÷è (8.1) i (8.2), äëÿ îáîõ êðèâèõ ′′l1  òà l2  âèïè-

øåìî ñïiëüíå ðiâíÿííÿ ( )&α = f s . Iíòåãðóþ÷è â ìåæàõ âiä 0 äî s, 

îäåðæèìî, ùî  

( ) ( )α ξ ξ αs f d
s

= +∫
0

0  

äëÿ îáîõ êðèâèõ ′′l1  òà l2 .  

Îñêiëüêè âåêòîð 
r&r  º îäèíè÷íèì âåêòîðîì äîòè÷íî¿ êðèâî¿ l, 

òî ( ) ( )& cos , & sinx s y s= =α α . Iíòåãðóþ÷è îñòàííi ðiâíîñòi â òèõ 

ñàìèõ ìåæàõ, îòðèìàºìî 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x s d x y s d y
s s

= + = +∫ ∫cos , sinα ξ ξ α ξ ξ
0 0

0 0 .    (8.3)  

Â îñòàííiõ ðiâíîñòÿõ ( )x 0  òà ( )y 0  — êîîðäèíàòè òî÷êè, ùî º 

ïî÷àòêîì âiäëiêó äîâæèíè äóãè âçäîâæ êðèâî¿. Äëÿ êðèâèõ ′′l1  òà 

l2  òàêà òî÷êà ñïiëüíà, îòæå ïàðàìåòðè÷í³ ðiâíÿííÿ (8.3) äëÿ íèõ 
îäíàêîâi, ³ öi êðèâi çáiãàþòüñÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.  

Íàñëiäîê 8.1. ßêîþ á íå áóëà íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó S 
ôóíêöiÿ f(s), çàâæäè iñíóº êðèâà, äëÿ ÿêî¿ ðiâíÿííÿ (8.2) º íà-
òóðàëüíèì.  

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïîâòîðþº äîâåäåííÿ òåîðåìè 
8.2. Ñëiä ëèøå ïîêàçàòè, ùî äëÿ êðèâî¿ l ç ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâ-
íÿííÿìè (8.3) ïàðàìåòð s º ïðèðîäíèì. Äiéñíî, ïðîäèôåðåíöi-
þâàâøè ðiâíîñòi (8.3) ïî s, îäåðæóºìî, ùî  

( ) ( )dx s ds dy s ds= =cos , sinα α , 

çâiäêè dx dy ds2 2+ = . Öå çàâåðøóº äîâåäåííÿ íàñëiäêó.  

Âiäìiòèìî, ùî ðiâíÿííÿ  
( ) ( )k k s s s S= = ∈, ,  χ χ , 

íàçèâàþòü íàòóðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ l.  
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Âïðàâè  

1. Íàïèñàòè íàòóðàëüíå ðiâíÿííÿ ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ öiº¿ ëiíi¿ ó âèãëÿäi 

y a
x

a
= ch  (a > 0) â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Çíàéäåìî êðè-

âèíó öiº¿ êðèâî¿, âðàõîâóþ÷è, ùî ′ = ′′ =x x1 0, ,  ′ =y
x

a
sh ,  

′′ =y
a

x

a

1
ch : 

( )
k

x y x y

x y

a

x

a

x

a

a
x

a

=
′ ′′ − ′′ ′

′ + ′

=

+





=
2 2

3
2 2

3
2

2

1

1

1ch

sh
ch

.  (8.4)  

Ïðèéíÿâøè çà ïî÷àòîê âiäëiêó äîâæèíè äóãè ëàíöþãîâî¿ ëiíi¿ 
¿¿ âåðøèíó, ùî âiäïîâiäàº çíà÷åííþ õ = 0, äîâæèíó äóãè çíàõîäèìî 
çà ôîðìóëîþ  

( )s y d
a
d a

x

a

x x

= + ′ = + =∫ ∫1 12

0

2

0

ξ ξ
ξ

ξsh sh , 

çâiäêè ch sh
x

a

x

a

s a

a
= + =

+
1 2

2 2
. Òîäi ç (8.4) îäåðæóºìî, ùî 

k
a

a s
=

+2 2
. Öå i º øóêàíå ðiâíÿííÿ.  

2. ßêi êðèâi âèçíà÷àþòüñÿ íàòóðàëüíèì ðiâíÿííÿì k a const= = ?  
Pîçâ’ÿçàííÿ. Çíàéäåìî îäíó ç òàêèõ êðèâèõ. Âñi iíøi âiäðiçíÿ-

òèìóòüñÿ âiä íå¿ ëèøå ðîçìiùåííÿì íà ïëîùèíi. Ç ðiâíÿííÿ &α = a  
çíàõîäèìî, ùî α = as . Ïðè a ≠ 0  çà ôîðìóëàìè (8.3) îäåðæóºìî  

( )x asds
a

as y asds
a

as
s s

= = = = − −∫ ∫cos sin , sin cos
0 0

1 1
1  . 

Ïåðåõîäÿ÷è äî äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò, îäåðæóºìî ðiâíÿííÿ 

êîëà x y
a a

2
2

2

1 1
+ −







= . ßêùî à = 0, òî øóêàíà êðèâà º ïðÿìîþ.  
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3. Ñêëàñòè íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ êðèâèõ, ÿêi â ðåïåði ( )r r
i j,  âèçíà÷à-

þòüñÿ ðiâíÿííÿìè:  

à) y x=
2
3 ;     á) ( ) ( )x a t t t y a t t t= + = −cos sin , sin sin ; 

â) x a
t

t y a t= +






=ln tg cos , sin
2

 . 

4. ßêi êðèâi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè íàòóðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè:  

 à) k
as

=
1

;        á) k
a

a s
=

+2 2
;    â) s

k
a2

2
21

16+ = ?  

5. Ñêëàñòè íàòóðàëüíi ðiâíÿííÿ ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿, ùî âèçíà÷à-

þòüñÿ â ðåïåði ( )r r r
i j k, ,  ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè  

x a t y a t z at= = =ch , sh ,  . 
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§ 9. ÏÎÍßÒÒß ÒÎÏÎËÎÃI×ÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ 
ÒÀ ÒÎÏÎËÎÃI×ÍÎÃÎ ÌÍÎÃÎÂÈÄÓ  

Ïîíÿòòÿ êðèâî¿, ÿêå âèêîðèñòîâóâàëîñü â ïîïåðåäíiõ ïà-
ðàãðàôàõ, ìîæíà çíà÷íî óçàãàëüíèòè. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó 
òðåáà îçíàéîìèòèñü ç öiëèì ðÿäîì íîâèõ îá’ºêòiâ òà ¿õ âëàñ-
òèâîñòÿìè, äî ÷îãî ìè é ïåðåõîäèìî.  

Íåõàé X  — íåïîðîæíÿ ìíîæèíà äîâiëüíî¿ ïðèðîäè, 
( )P X  — ìíîæèíà âñiõ ¿¿ ïiäìíîæèí. Ìíîæèíó ( )Ã Ð⊂  X  

íàçèâàþòü òîïîëîã³ºþ íà X, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿº íàñòó-
ïíèì àêñiîìàì:  

1. ßêùî Uλ ∈Ã  äëÿ âñiõ λ ∈I  (äå ² — ìíîæèíà ií-

äåêñiâ, ìîæëèâî íåñêií÷åííà), òî U λ
λ ∈

∈
I

Ã∪ ; ïîðîæíÿ 

ìíîæèíà ∅ ∈Ã .  

2. ßêùî U i ∈Ã ,  (i=1,2, ... ,n), òî U i

n

i=1
∩ ∈Ã ; ñàìà 

ìíîæèíà X ∈Ã .  

Îçíà÷åííÿ 9.1. Òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì íàçâåìî ìíî-
æèíó X, íà ÿêié âèçíà÷åíî òîïîëîãiþ, òîáòî ïàðó ( )X,Ã . 

Åëåìåíòè ç Ã  íàçâåìî âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè.  

Ïðèêëàä 9.1. Íåõàé X ≠ ∅ . Ëåãêî áà÷èòè, ùî 

{ }( )X X, ,∅  òà ( )( )X X,P  — òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ç òîïîëîãi-

ÿìè { }Ã1 = ∅X , , ( )Ã P2 = X  âiäïîâiäíî. Öåé ïðîñòåíüêèé 

ïðèêëàä âêàçóº íà òå, ùî íà áóäü-ÿêié íåïîðîæíié ìíîæèíi 
ìîæíà ââåñòè òîïîëîãiþ, ïðè÷îìó ðiçíèìè ñïîñîáàìè.  

Äî öüîãî æ âèñíîâêó ïðèõîäèìî ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. 
Íåõàé ( )E,ρ  — ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ (âiäñòàííþ) 

ρ , ( ) ( ){ }B a r x E a x r, | ,= ∈ <ρ  — âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â 

òî÷öi a E∈  ðàäióñà r > 0 .  
Ìíîæèíó A E⊂  íàçèâàþòü âiäêðèòîþ, ÿêùî ∀ ∈a A  

( )∃ ⊂B a A, ε . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ã0  ìíîæèíó âñiõ âiäêðèòèõ â 

E ìíîæèí.  
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ßê âiäîìî, ïîáóäîâàíà ìíîæèíà Ã0  çàäîâîëüíÿº àêñiîìè 
1, 2, òîáòî óòâîðþº òîïîëîãiþ íà E. Îòæå, áóäü-ÿêèé ìåòðè÷-
íèé ïðîñòið º òîïîëîãi÷íèì ç òîïîëîãiºþ Ã0 , ïðî ÿêó ãîâî-

ðÿòü, ùî âîíà iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ r.  
Àëå íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi X ≠ ∅  ìîæíà çàäàòè ìåòðèêó 

r, íàïðèêëàä ïîêëàñòè 

( ) ( )ρ x y
x y

x y
x y X,

, ;

,
, .=

≠
=





∈
1

0

 ÿêùî 

 ÿêùî 
  

Òàêèì ÷èíîì, íà êîæíié íåïîðîæíié ìíîæèíi ìîæíà çà-
äàòè ìåòðèêó, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, iíäóêóº òîïîëîãiþ, ïåðåòâî-
ðþþ÷è öþ ìíîæèíó â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.  

Ïðèêëàä 9.2. Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíèé àðèôìåòè÷íèé âåê-

òîðíèé ïðîñòið Rn . Íåõàé ( )x x x xn= 1 2,, , , ,…  

( )y y y yn= 1 2,, , ,…  — éîãî äîâiëüíi åëåìåíòè. Ââiâøè â Rn  

ìåòðèêó çà ôîðìóëîþ 

( ) ( )ρ x y y xi i
i

n

, = −
=
∑ 2

1
, 

îäåðæóºìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið ( )Rn ,ρ , íà ÿêîìó ìåòðèêà r ií-

äóêóº òîïîëîãiþ Ã0 .  

Àëå ìåòðèêó â Rn  ìîæíà ââåñòè é iíàêøå:  

( )
( )

ρ

ρ

1
1

2
1

x y x y

x y y x

i i
i

n

i n
i i

, ,

, max .

= −

= −
=

≤ ≤

∑
 

Êîæåí ðàç ìè îäåðæóºìî iíøèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, íà 
ÿêîìó âiäïîâiäíîþ ìåòðèêîþ iíäóêóºòüñÿ ñâîÿ òîïîëîãiÿ.  

Îçíà÷åííÿ 9.2. Íåõàé ( )X , Ã  — òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið òà A B X⊂ ⊂ . Ìíîæèíó B íàçèâàþòü îêîëîì ìíîæè-
íè A, ÿêùî ∃ ∈ ⊂ ⊂U A U BÃ| . ßêùî { }( )A x x X= ∈ , òî B 

— îêië òî÷êè x X∈ .  

Çàóâàæèìî, ùî îêië ìíîæèíè àáî îêië òî÷êè íå îáîâ’ÿç-
êîâî ìíîæèíà âiäêðèòà.  
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Îçíà÷åííÿ 9.3. Ñiìåéñòâî B ⊂ Ã  íàçèâàþòü áàçîþ 
òîïîëîãi¿ Ã , ÿêùî äëÿ êîæíî¿ òî÷êè x X∈  òà äîâiëüíîãî 

¿¿ îêîëó B V B x V Bx x∃ ∈ ∈ ⊂| .  

Ââàæàþòü, ùî ïðîñòið ( )X , Ã º ïðîñòîðîì ç ç÷èñëåííîþ 

áàçîþ, ÿêùî òîïîëîãiÿ Ã  ìàº õî÷ îäíó áàçó, ùî ñêëàäàºòüñÿ 
íå áiëüø íiæ ç ç÷èñëåííî¿ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ.  

Ïðèêëàä 9.3. Ìíîæèíà iíòåðâàëiâ óòâîðþº áàçó òîïîëî-

ãi¿ íà ìíîæèíi R1  äiéñíèõ ÷èñåë. Ìíîæèíà âñiõ iíòåðâàëiâ ç 
ðàöiîíàëüíèìè êiíöÿìè óòâîðþº ç÷èñëåííó áàçó öiº¿ òîïîëî-
ãi¿.  

Òåîðåìà 9.1. Íåõàé ( )X , Ã  — òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, 
A X⊂ . Ìíîæèíà A º îêîëîì êîæíî¿ ñâîº¿ òî÷êè òîäi ³ òi-
ëüêè òîäi, êîëè âîíà âiäêðèòà.  

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ Ã . Äëÿ ∀ ∈x A  ìàºìî: 

{ }x A A⊂ ⊂ , îòæå A — îêië òî÷êè x.  

Íàâïàêè, íåõàé A — îêië êîæíî¿ ñâîº¿ òî÷êè. Òîäi  
{ }∀ ∈ ∃ ∈ ⊂ ⊂x A U x U Ax xÃ| . 

Ïîçíà÷èìî: U Ux
x A∈

=∪ . Çðîçóìiëî, ùî U ∈ Ã . Àëå U Ax ⊂ , 

∀ ∈x A  îòæå U A⊂ . Äàëi ìàºìî, ùî ( )x U A x Ux∈ ⊂ ⇒ ∈ , 

îòæå A U⊂ . Òàêèì ÷èíîì A U= , A ∈ Ã , ùî çàêií÷óº äîâå-
äåííÿ.  

  Îçíà÷åííÿ 9.4. Íåõàé ( )X , Ã  i ( )′ ′X , Ã  — òîïîëîãi-

÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ f: X X→ ′  íàçèâàþòü íåïåðå-
ðâíèì â òî÷öi x X∈ , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó ′U  òî÷êè 
f(x) â ′X  iñíóº îêië U òî÷êè x â X, òàêèé, ùî ( )f U U⊂ ′ .  

Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íèì (ãîìåîìîðôi-
çìîì), ÿêùî:  

1) f — áiºêöiÿ;  

2) f i f −1  íåïåðåðâíi íà X i ′X  âiäïîâiäíî.  

Òåîðåìà 9.2. Âiäîáðàæåííÿ f: X X→ ′  íåïåðåðâíå íà 
X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîîáðàç äîâiëüíî¿ âiäêðèòî¿ 
ìíîæèíè ç ′X  º âiäêðèòà ìíîæèíà â X.  
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ( )f U U− ′ ∈ ∀ ′ ∈ ′1 Ã Ã, . Íåõàé x — äî-

âiëüíà òî÷êà ç X i ′V  — äîâiëüíèé îêië òî÷êè f(x) â ′X . Çà 
îçíà÷åííÿì 9.2  

( )∃ ′ ∈ ′ ∈ ′ ⊂ ′A f x A VÃ | . 

Òîäi ( ) ( )x f A f V∈ ′ ⊂ ′− −1 1 . Àëå ( )f A− ′ ∈1 Ã , òîáòî ( )f V− ′1  

— îêië òî÷êè x. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â òî÷öi x. 
Íàâïàêè, íåõàé f íåïåðåðâíå íà X. Âiçüìåìî äîâiëüíå 

′ ∈ ′A Ã , i íåõàé x — äîâiëüíà òî÷êà ç ( )f A− ′1 . Îñêiëüêè f 

íåïåðåðâíå â x òà ′A  — îêië òî÷êè ( )f x , òî ( )f A− ′1  — îêië 

òî÷êè x. Îòæå, ìíîæèíà ( )f A− ′1  º îêîëîì áóäü-ÿêî¿ ñâîº¿ òî-

÷êè. Çà òåîðåìîþ 9.1 ( )f A− ′ ∈1 Ã , ùî é ïîòðiáíî áóëî âñòà-
íîâèòè.  

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ  f: X X→ ′  º ãîìå-
îìîðôiçìîì. Òîäi ( )f Ã Ã= ′ , òîáòî ãîìåîìîðôiçì f ïåðåâî-

äèòü òîïîëîãiþ íà X â òîïîëîãiþ íà ′X .  

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì 9.4 âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå 

íà X, à âiäîáðàæåííÿ f −1  íåïåðåðâíå íà ′X . Òîäi çà òåîðå-

ìîþ 9.2 ( )f − ′ ⊂1 Ã Ã  i ( ) ( )f − −
⊂ ′1 1

Ã Ã , çâiäêè ( )′ ⊂Ã Ãf  i 

( )f Ã Ã⊂ ′ . Îòæå, ( )f Ã Ã= ′ , ùî çàêií÷óº äîâåäåííÿ.  

Òåîðåìà 9.3 äàº ìîæëèâiñòü çàäàâàòè òîïîëîãiþ íà ìíî-
æèíàõ, ùî ãîìåîìîðôíi ìíîæèíi, íà ÿêié òîïîëîãiÿ âæå âiäî-
ìà.  

Ïðèêëàä 9.4. Íåõàé çàäàíî àôiííèé ïðîñòið An . Çàäàìî 
â íüîìó äîâiëüíèé ðåïåð { }R e e en= 0 1 2, , , ,

r r
…

r
. Òîäi êîæíà òî-

÷êà x An∈  ìàº ñâî¿ìè êîîðäèíàòàìè âïîðÿäêîâàíó ñèñòåìó 
( )x x xn1 2, , ,…  äiéñíèõ ÷èñåë. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ 

f R An n: → , ùî ïåðåâîäèòü åëåìåíò ( )x x x Rn
n

1 2, , ,… ∈  â òî-

÷êó x An∈  ç âêàçàíèìè êîîðäèíàòàìè. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, 
ùî f — ãîìåîìîðôiçì. Ïðèêëàä 9.2 ïîêàçóº, ÿê îäåðæàòè òî-
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ïîëîãiþ íà Rn , íàïðèêëàä, Ã0 . Òîäi çà òåîðåìîþ 9.3 ïàðà 

( )( )A fn , Ã0  — òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.  

Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ òîïîëîãiÿ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði 

En .  
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâàþòü âiäîêðåìëþâàíèì, ÿêùî 

äâi äîâiëüíi ðiçíi éîãî òî÷êè ìàþòü îêîëè, ùî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ.  

Íàãàäàºìî, ùî çàìèêàííÿì A  ìíîæèíè A íàçèâàþòü 
ìíîæèíó âñiõ òî÷îê äîòèêó, òîáòî òàêèõ òî÷îê, êîæíèé îêië 
ÿêî¿ ìàº ç ìíîæèíîþ A íåïîðîæíié ïåðåðiç.  

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâàþòü çâ’ÿçíèì, ÿêùî éîãî íå 
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá’ºäíàííÿ äâîõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí 
A i B òàêèõ, ùî  A B∩ = ∅  ³ A B∩ = ∅ .  

Ñiìåéñòâî ( )Xλ λ∈I
 ïiäìíîæèí ìíîæèíè X íàçâåìî ïîê-

ðèòòÿì öiº¿ ìíîæèíè, ÿêùî X Xλ
λ

=
∈²
∪ . 

Ñôîðìóëþºìî òåïåð äâà âàæëèâèõ îçíà÷åííÿ.  

Îçíà÷åííÿ 9.5. Íåõàé ( )X , Ã  — âiäîêðåìëþâàíèé òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, n — âèìiðíîþ êàðòîþ íàçèâàþòü ãîìå-

îìîðôiçì ϕ  âiäêðèòî¿ ïiäìíîæèíè U X⊂  íà Rn  (àáî íà 
éîãî âiäêðèòó ïiäìíîæèíó). Ïðè öüîìó ìíîæèíó U íàçèâà-
þòü êîîðäèíàòíèì îêîëîì êàðòè ϕ .  

Îçíà÷åííÿ 9.6. n — âèìiðíèì òîïîëîãi÷íèì ìíîãîâè-
äîì íàçèâàþòü çâ’ÿçíèé, âiäîêðåìëþâàíèé òîïîëîãi÷íèé 
ïðîñòið iç ñ÷èñëåííîþ áàçîþ, ÿêèé ìîæíà ïîêðèòè êîîðäè-
íàòíèìè îêîëàìè n — âèìiðíèõ êàðò.  

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ãîìåîìîðôiçì ïåðåâîäèòü òîïîëîãi-
÷íèé ìíîãîâèä â òîïîëîãi÷íèé ìíîãîâèä òiº¿ æ ðîçìiðíîñòi.  

Ïðèêëàä 9.5. Ïðîñòið Rn  çâ’ÿçíèé, âiäîêðåìëþâàíèé. 
Ç÷èñëåííó áàçó ó íüîìó óòâîðþº ñiìåéñòâî âñiõ ìîæëèâèõ äî-
áóòêiâ I I I1 2× × ×… n  iíòåðâàëiâ ( )Ik k n= 12, , . . . ,  ç ðàöiîíàëü-

íèìè êiíöÿìè. Çà êàðòó ϕ  âiçüìåìî òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ 

R Rn n→  (êîîðäèíàòíèì îêîëîì öiº¿ êàðòè º Rn ). Îòæå, Rn  
— òîïîëîãi÷íèé ìíîãîâèä. Çàñòîñîâóþ÷è òîïîëîãi÷íå âiäîáðà-
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æåííÿ, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî àôiííèé ïðîñòið An  òà åâêëiäiâ 

ïðîñòið En  òàêîæ n — âèìiðíi òîïîëîãi÷íi ìíîãîâèäè.  

Ïðèêëàä 9.6. Ïîêàæåìî, ùî ñôåðà S â ïðîñòîði E3  º 
äâîâèìiðíèì òîïîëîãi÷íèì ìíîãîâèäîì. 

Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ñôåðà S â ïðîñòîði E3  ñàìà º 
çâ’ÿçíèì, âiäîêðåìëþâàíèì òî-
ïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì iç ç÷èñ-
ëåííîþ áàçîþ. Òîïîëîãiºþ Ãs  
íà ñôåði ñêëàäàþòü ïåðåðiçè 
ñôåðè ç åëåìåíòàìè òîïîëîãi¿ 

Ã  íà E3 .  
Âiäìiòèìî íà ñôåði ïî-

ëþñè À i Â, ÿê âêàçàíî íà 
ðèñ.18.   

Íåõàé Π  — ïëîùèíà, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà ÀÂ i ïðîõî-
äèòü ÷åðåç öåíòð ñôåðè Î. Ðîçãëÿíåìî öåíòðàëüíi ïðîåêòó-
âàííÿ:  

{ }ϕ: \S A → Π  ç öåíòðà A;  

{ }ψ: \S B → Π  ç öåíòðà B. Ìíîæèíè { }S A\  òà { }S B\  

(ñôåðà ç âèêîëîòèì ïîëþñîì) âiäêðèòi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âi-
äîáðàæåííÿ ϕ  i ψ  º ãîìåîìîðôiçìè, òîáòî ϕ  i ψ  — äâîâè-

ìiðíi êàðòè ç êîîðäèíàòíèìè îêîëàìè { }S A\  òà { }S B\  âiä-

ïîâiäíî. Öi êîîðäèíàòíi îêîëè ïîêðèâàþòü ñôåðó S. 

Âïðàâè 

1. Äîâåñòè, ùî ïðîåêòèâíà ïëîùèíà ð2 º äâîâèì³ðíèì 
òîïîëîã³÷íèì ìíîãîâèäîì. 

2. Ïîêàçàòè, ùî ïðÿìà d p⊂ 2  íå ðîçä³ëÿº ô³ãóðó p d2 \ . 

3. Äîâåñòè, ùî äîâ³ëüíèé òðüîõâ³ñíèé åë³ïñî¿ä ³ äîâ³ëüíèé 
òåòðàåäð ãîìåîìîðôí³. 
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§ 10. ÏÎÍßÒÒß ÊÐÈÂÎ¯ Â ÒÎÏÎËÎÃI×ÍÎÌÓ 
ÌÍÎÃÎÂÈÄI  

Íåõàé ( )X , Ã1  i ( )Y , Ã2  — òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, 

f: X Y→ . Âiäîáðàæåííÿ ( )f X f X1: → , òàêå, ùî ( ) ( )f x f x1 = , 

∀ ∈x X , íàçèâàþòü çâåäåííÿì âiäîáðàæåííÿ f.  
ßêùî çâåäåííÿ âiäîáðàæåííÿ f º ãîìåîìîðôiçì, òî f íà-

çèâàþòü âêëàäåííÿì X â Y. Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòü çàíó-
ðåííÿì Õ â Ó, ÿêùî â êîæíî¿ òî÷êè x X∈  iñíóº îêië U x  òà-
êèé, ùî çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà öåé îêië º âêëàäåííÿì 
U x  â Y.  

Âñÿêå âêëàäåííÿ º îäíî÷àñíî i çàíóðåííÿ. Àëå iñíóþòü 
òàêi çàíóðåííÿ, ÿêi íå º âêëàäåííÿìè. Ïðèêëàäè ïðîïîíóºìî 
íàâåñòè ÷èòà÷åâi.  

Íåõàé I , ′I  — îäíîâèìiðíi òîïîëîãi÷íi ìíîãîâèäè íà 

÷èñëîâié ïðÿìié R1  à X n  — äåÿêèé n — âèìiðíèé òîïîëîãi-
÷íèé ìíîãîâèä (n ≥ 1 ).  

Îçíà÷åííÿ 10.1. Çàíóðåííÿ f: I → X n  òà g: 

′ →I X n  íàçâåìî σ  — åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóº ãîìå-
îìîðôiçì h:I I→ ′ , òàêèé, ùî f = gh, òîáòî f(t) = 
g(h(t)), ∀ ∈t I .  

Ç âëàñòèâîñòåé ãîìåîìîðôiçìó îäðàçó âèïëèâàº, ùî σ  º 
âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi L âñiõ çàíóðåíü îä-

íîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ ç R1  â ìíîãîâèä X n .  

Îçíà÷åííÿ 10.2. Êîæíèé åëåìåíò ôàêòîð ìíîæèíè 
L

σ  (ìíîæèíè L ïî âiäíîøåííþ åêâiâàëåíòíîñòi σ ) íàçâåìî 

êðèâîþ â ìíîãîâèäi X n .  

Çãiäíî îçíà÷åííÿ 10.2 êðèâà â X n  — öå êëàñ åêâiâàëå-

íòíèõ çàíóðåíü îäíîâèìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ ìíîãîâèäiâ â X n . 
Êîæíå çàíóðåííÿ ç ìíîæèíè L îäíîçíà÷íî âèçíà÷àº êðèâó â 

òîïîëîãi÷íîìó ìíîãîâèäi X n .  
Åêâiâàëåíòíi çàíóðåííÿ f i g ìíîæèíè L ìàþòü ñâî¿ì îá-

ðàçîì îäíó ïiäìíîæèíó â ìíîãîâèäi X n . ßêùî çàíóðåííÿ f º 
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âêëàäåííÿì, òî îáðàç ìíîãîâèäó I  â X n , òîáòî ( )f I  ñàì º 

òîïîëîãi÷íèì ìíîãîâèäîì.  
Çàóâàæåííÿ 10.1. ×àñòî êðèâó, ùî çàäàºòüñÿ âêëàäåííÿì 

f, îòîòîæíþþòü ç îäíîâèìiðíèì ìíîãîâèäîì ( )f I  â ìíîãîâèäi 

X n .  

Ïðèêëàä 10.1. I = R1 . Íåõàé X n  — äåÿêà ïðÿìà d (îä-

íîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið E1 ). Çàäàìî íà d ðåïåð ( )0,
r
e . 

Âiäîáðàæåííÿ f R d: 1 → , äå f(t) — òî÷êà ç àáñöèñîþ t íà 

ïðÿìié d, º âêëàäåííÿì, ïðè÷îìó ( )f R d1 = . Îòæå, ïðÿìà º 

÷àñòêîâèì âèïàäêîì êðèâî¿ â ðîçóìiííi çàóâàæåííÿ 10.1.  

Ïðèêëàä 10.2. [ ]I = 02; π . Íà åâêëiäîâié ïëîùèíi E2  çà-

äàìî îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð ( )0, ,
r r
i j . Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæå-

ííÿ I → E2 , ùî äiº çà ïðàâèëîì: f(t) = Ì(õ, ó), äå x = cost, 
y = sin t. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî f º çàíóðåííÿì i íå º âêëà-
äåííÿì. Â öüîìó ïðèêëàäi îáðàçîì âiäîáðàæåííÿ f º îäèíè÷íå 

êîëî â E2  ç öåíòðîì â òî÷öi Î.  

Ïðèêëàä 10.3. [ ]I1 04= ; π . Çàíóðåííÿ g E: I → 2  çà çàêî-

íîì ( ) ( )g M x yτ = , , äå õ = cos
τ
2

; y = sin
τ
2

, åêâiâàëåíòíå çà-

íóðåííþ f â ïðèêëàäi 10.2. Ïîòðiáíèé ãîìåîìîðôiçì 
h:I I→ 1  çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ τ = 2t . Îòæå, â ïðèêëàäàõ 
10.2 i 10.3 âèçíà÷åíà îäíà i òà æ ñàìà êðèâà.  

Ïðèêëàä 10.4. [ ]I1 04= ; π , f E:I → 2  äiº òàê ñàìî, ÿê â 

ïðèêëàäi 10.2. Íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî îáðàç ( )f I1  òàêèé ñàìèé, 

ÿê îáðàç ( )g I1  â ïðèêëàäi 10.3, êðèâi, âèçíà÷åíi â ïðèêëàäàõ 

10.4 i 10.3 (àáî 10.4 i 10.2) ðiçíi (ïåðåêîíàéòåñü â öüîìó!).  
Äiéñíî, êîëè t ïðîáiãàº ìíîæèíó I , òî÷êà f(t) ïðîáiãàº 

îäèíè÷íå êîëî â E2  ç öåíòðîì Î. Êîëè æ òî÷êà t ïîáiãàº 
ìíîæèíó I1 , òî òî÷êà f(t) ïðîáiãàº öå ñàìå êîëî, àëå äâà ðà-
çè. Çðîçóìiëî, ùî â áàãàòüîõ çàäà÷àõ (îñîáëèâî ç ìåõàíiêè) 
öi âèïàäêè ñëiä ðîçðiçíÿòè.  
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Ïðèêëàä 10.5. Â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3  çàäàìî ðåïåð 

( )r r r
i j k, ,  i ðîçãëÿíåìî â E3  êðèâó, ùî âèçíà÷àºòüñÿ çàíóðå-

ííÿì f E:I → 3 . ßêùî f(t) = M(x,y,z) ( )t M E∈ ∈I,  3 , òî  

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ I . 
Îòæå, êîîðäèíàòè x, y, z òî÷êè Ì º ôóíêöi¿ ïàðàìåòðà t, 

âèçíà÷åíîãî íà ïðîìiæêó I . Îñòàíí³ ð³âíÿííÿ åêâ³âàëåíòí³ 
îäíîìó âåêòîðíîìó ð³âíÿííþ 

( ) ( ) ( ) ( )r r r r r
r r t x t i y t j z t k= = + + .  

Ç îçíà÷åííÿ çàíóðåííÿ âèïëèâàº, ùî ( )r r
r r t=  íåïåðåðâíà 

ôóíêö³ÿ íà ïðîì³æêó I . 
Àëå ÿêùî ñïî÷àòêó çàïèñàòè ðiâíÿííÿ âèäó ( )r r

r r t= , äå 

( )r
r t  íåïåðåðâíà íà I  âåêòîð-ôóíêöiÿ, òî ìîæå ñòàòèñÿ, ùî 

öå ðiâíÿííÿ íå âèçíà÷àº âçàãàëi íiÿêî¿ êðèâî¿ â ðîçóìiííi îç-
íà÷åííÿ 10.2, õî÷à â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ, íàâåäåíîãî â § 2, 

ïàðàìåòðèçàöiÿ ( )r
r t  âèçíà÷àº ö³ëêîì ïåâíó êðèâó â E3 . 

Âïðàâè 

1. Íàâåä³òü ïðèêëàäè â³äîáðàæåíü, ùî º çàíóðåííÿìè àáî 
âêëàäåííÿìè. 

2. Íàâåä³òü ïðèêëàä çàíóðåííÿ, ÿêå íå º âêëàäåííÿì. 

3. Âèçíà÷³òü êðèâó â äâîõâèì³ðíîìó ìíîãîâèä³, ùî íàëåæèòü 
òðüîõâèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîðó. 
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§ 11. ÏÐÎ ËÎÊÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÒÎ×ÊÎÂÈÕ 
ÌÍÎÆÈÍ, ÇÀÄÀÍÈÕ ÍÅßÂÍÈÌÈ ÐIÂÍßÍÍßÌÈ  

Ñêàæåìî, ùî ìíîæèíà òî÷îê σ ⊂ E3  çàäàíà íåÿâíèìè ði-
âíÿííÿìè  

( )
( )

F x y z

x y z

, , ;

, ,

=
=







0

0Φ
        (11.1)  

â ðåïåði ( )r r r
i j k, , , ÿêùî êîîðäèíàòè (x, ó, z) êîæíî¿ òî÷êè ç σ  

â öüîìó ðåïåði çàäîâîëüíÿþòü öèì ðiâíÿííÿì.  
Îçíà÷åííÿ 11.1. Ãðàäiºíòîì ôóíêöi¿ F(x, y, z) íàçâå-

ìî âåêòîð  

( ) ( ) ( ) ( )∇ = + +
r r r r
F x y z F x y z i F x y z j F x y z kx y z, , , , , , , , ,    (11.2)  

äå ÷åðåç Fx , Fy , Fz  ïîçíà÷åíî ÷àñòêîâi ïîõiäíi ôóíêöi¿ 

F(x,y,z) ïî x, y, z âiäïîâiäíî.  

Òåîðåìà 11.1. Íåõàé â äåÿêîìó îêîëi VM0
 òî÷êè 

( )M x y z0 0 0 0, , ∈ σ  ôóíêöi¿ ( )F x y z, ,  òà ( )Φ x y z, ,  ìàþòü íåïå-

ðåðâíi ÷àñòêîâi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî x, y, z ³  

∇ ∇
r r
F

M M0 0
| | Φ . 

Òîäi iñíóº îêië V VM M0 0

0 ⊂  òî÷êè M0 , â ÿêîìó 

γ σ= ∩ VM0

0 º ãëàäêîþ êðèâîþ, â êîæíié òî÷öi ÿêî¿ iñíóº äî-

òè÷íà äî íå¿.  

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ãðàäiºíòà òà óìîâè òåîðåìè 11.1 
âèïëèâàº, ùî  

rang
F F Fx y z

x y z M
Φ Φ Φ









 =

0

2 . 

Â öüîìó ðàçi ïðèíàéìi îäèí ç ìiíîðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó öiº¿ 
ìàòðèöi âiäìiííèé âiä íóëÿ.  

Íåõàé, äëÿ îçíà÷åíîñòi,  
F Fy z

y z M
Φ Φ

0

0≠ . 
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Òîäi çà âiäîìîþ ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òåîðåìîþ ïðî 

íåÿâíi ôóíêöi¿ iñíóº îêië V VM M0 0

0 ⊂  òî÷êè M0 , â ÿêîìó ñèñ-

òåìó ðiâíÿíü (11.1) ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè âiäíîñíî ó i z: y = f(x), 
z = g(x), ïðè÷îìó ôóíêöi¿ f i g íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâàí³. 
Ïîçíà÷èìî x = t i âèïèøåìî ðiâíÿííÿ  

( ) ( ) ( )r r r r r
r r t ti f t j g t k= = + + , 

ÿêèì â îêîëi VM0

0  òî÷êè  M0  âèçíà÷àºòüñÿ ãëàäêà êðèâà γ . 

Â äîâiëüíié òî÷öi M(t) öiº¿ êðèâî¿  

( ) ( )r r r r r
′ = + ′ + ′ ≠r i f t j g t k 0 ,      (11.3)  

îòæå M(t) — ¿¿ çâè÷àéíà òî÷êà.  
Çà òåîðåìîþ 2.2 âåêòîð ( )r

′r t  âèçíà÷àº ºäèíó äîòè÷íó äî 

êðèâî¿ γ  â òî÷öi Ì.  
Âèïèøåìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ γ  â òî÷öi 

( )M M t0 0= . Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ( ) ( )( )M t f t g t, , ∈ γ  ìàþòü ìi-

ñöå òîòîæíîñòi  

( ) ( )( )F t f t g t, , = 0 ; 

( ) ( )( )Φ t f t g t, , = 0 . 

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ¿õ ïî t, îäåðæèìî  

( ) ( )dF

dt
F F f t F g tx y z= ⋅ + ⋅ ′ + ⋅ ′ =1 0 ; 

( ) ( )d

dt
f t g tx y z

Φ
Φ Φ Φ= ⋅ + ⋅ ′ + ⋅ ′ =1 0 . 

Âðàõîâóþ÷è (11.2) òà (11.3), îñòàííi ðiâíîñòi çàïèøåìî ó âèãëÿ-
äi  

( )
( )

∇ ⋅ ′ =

∇ ⋅ ′ =

r r
r r
F r t

r t

M

M

0

0

0

0

0

0

;

.Φ
   (11.4)  

Âåêòîðè ∇
r
FM0

 òà ∇
r
ΦM0

 íå íóëüîâi (íóëüîâèé âåêòîð ââàæà-

ºòüñÿ êîëiíåàðíèì äî áóäü-ÿêîãî âåêòîðà, à çà óìîâîþ òåîðå-
ìè 11.1 âåêòîðè ∇

r
FM0

| | ∇
r
ΦM0

). Òîäi ç (11.4) âèïëèâàþòü 

ñïiââiäíîøåííÿ  

( ) ( )∇ ⊥ ′ ∇ ⊥ ′
r r r r
F r t r tM M0 00 0,  Φ . 
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Â öüîìó ðàçi ( ) [ ]r r r r
′ = ∇ ∇r t p FM M0 0 0

| | , Φ . Îòæå, âåêòîð  

r

r r r

p

i j k

F F Fx y z

x y z
M

=
Φ Φ Φ

0

 

ìîæíà ïðèéíÿòè çà íàïðÿìíèé âåêòîð äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ γ  â 

òî÷öi M0 . Ïîçíà÷èâøè êîîðäèíàòè òî÷êè, ùî ðóõàºòüñÿ ïî 
äîòè÷íié, ÷åðåç Õ, Ó, Z, çàïèñóºìî ðiâíÿííÿ öiº¿ äîòè÷íî¿ â 

ðåïåði ( )r r r
i j k, , :  

X x

F F

Y y

F F

Z z

F Fy z

y z M

z x

z x M

x y

x y M

−
=

−
=

−0 0 0

0 0 0
Φ Φ Φ Φ Φ Φ

. 

Çàëèøàºìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè ðiâíÿííÿ íîðìàëüíî¿ ïëî-
ùèíè êðèâî¿ γ  â òî÷öi M0 .  

Ïðèêëàä 11.1. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿, ùî 

âèçíà÷àºòüñÿ ðiâíÿííÿìè x az2 2= , y bz2 2= , â äîâiëüíié òî-
÷öi.  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äàíi ðiâíÿííÿ ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi  

( ) ( )F x y z x az x y z y bz, , , , ,= − = = − =2 22 0 2 0 Φ . 

Òîäi { } { }∇ = − ∇ = −
r r
F x a y b2 0 2 0 2 2; ; ; ; ; Φ . 

[ ]∇ ∇ = −
−

=
−
−

−
−









=
r r

r r r

F

i j k

x a

y b

a

y b

a x

b

x

y
, , ,Φ 2 0 2

0 2 2

0 2

2 2

2 2

2 0

2 0

0 2
 

{ }= 4 4 4ay bx xy; ; . 

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ øóêàíî¿ äîòè÷íî¿: 
X x

ay

Y y

bx

Z z

xy

−
=

−
=

−
.  

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìíîæèíó òî÷îê σ1  åâêëiäîâî¿ ïëîùèíè 

E2 , êîîðäèíàòè ÿêèõ â ðåïåði ( )r r
i j,  çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ  

F(x,y) = 0.   (11.5)  
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Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêîìó îêîëi UM0
 òî÷êè 

( )M x y0 0 0 1, ∈ σ  ôóíêöiÿ F(x, y) ìàº íåïåðåðâíi ÷àñòêîâi ïîõi-

äíi ïî õ òà ó. ßêùî â òî÷öi M0  õî÷ îäíà ç ÷àñòêîâèõ ïîõi-

äíèõ Fx  àáî Fy  âiäìiííà âiä íóëÿ (íàïðèêëàä, ′ ≠Fy M0
0 ), 

òî çà òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ íåÿâíî¿ ôóíêöi¿ iñíóº òàêèé 

îêië U UM M
0 0

0 ⊂  òî÷êè M0 , â ÿêîìó ðiâíÿííÿ (11.5) 

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ âiäíîñíî îäíiº¿ ç çìiííèõ (â íàøîìó âèïàäêó 
âiäíîñíî ó): ( )y f x= . Ïîêëàâøè õ = t, îäåðæóºìî ðiâíÿííÿ 

( ) ( )r r r r
r r t ti f t j= = + , 

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ ( )f t  íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâàíà. Öèì ðiâ-

íÿííÿì â îêîëi UM0

0  âèçíà÷àºòüñÿ ãëàäêà êðèâà 

γ σ= ∩UM0

0
1 , â êîæíié òî÷öi ÿêî¿ iñíóº ºäèíà äîòè÷íà, áî 

( ) ( )r r r r
′ = + ′ ≠r t i f t j 0  â êîæíié òî÷öi öiº¿ êðèâî¿.  

Òî÷êó M0 1∈ σ  íàçâåìî îñîáëèâîþ òî÷êîþ ìíîæèíè σ1 , 
ÿêùî  

F Fx M y M0 0
0= = .          (11.6)  

²ñíóº öiëà òåîðiÿ, ÿêà ðîçãëÿäàº ïîâåäiíêó ìíîæèíè σ1  â 

îêîëi îñîáëèâî¿ òî÷êè M0 . Ìè ïîçíàéîìèìîñü òóò ëèøå ç 
åëåìåíòàìè öiº¿ òåîði¿.  

Ïðèïóñòèìî, ùî â îêîëi UM0
 òî÷êè M0  ôóíêöiÿ ( )F x y,  

ìàº íåïåðåðâíi ÷àñòêîâi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó Fxx , Fxy , 

Fyy , ñåðåä ÿêèõ õî÷ îäíà â òî÷öi M0  íå ïåðåòâîðþºòüñÿ â 

íóëü. Â öüîìó âèïàäêó òî÷êó M0  íàçèâàþòü ïîäâiéíîþ îñîá-
ëèâîþ òî÷êîþ.  

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ç ìíîæèíè σ1  ìîæíà â äåÿêîìó 

îêîëi U UM M
0 0

0 ⊂  òî÷êè M0  âèäiëèòè ïiäìíîæèíó, ùî º ïðî-

ñòîþ äóãîþ, ÿêà ìiñòèòü öþ òî÷êó. Íåõàé ðiâíÿííÿ öiº¿ äóãè 
áóäå ( )y f x= . Òîäi ( )( )F x f x, ≡ 0 . 

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ïî õ, îäåðæèìî  



Åëåìåíòè òåîð³¿ êðèâèõ 

( )
( ) ( ) ( )

F F f x

F F f x F f x F f x

x y

xx xy yy y

+ ′ =

+ ⋅ ′ + ⋅ ′ + ⋅ ′′ =







0

2 02

;

.
 (11.7)  

Ðîçãëÿíåìî öi ðiâíîñòi â òî÷öi ( )M0 x ; y0 0 . Áåðó÷è äî 

óâàãè (11.6), i ïîêëàâøè äëÿ îçíà÷åíîñòi, ùî Fyy M0
0≠ , âiä 

(11.7) ïåðåõîäèìî äî ðiâíîñòåé  

( )
( ) ( )

F F f x

F F f x F f x

x M y
M

xx M xy
M

yy
M

0 0

0 0 0

0

0
2

0

0

2 0

+ ′ =

+ ⋅ ′ + ⋅ ′ =









;

.

                                  (11.8) 

       (11.9)
 

Ó âèïàäêó çâè÷àéíî¿ òî÷êè ç ðiâíÿííÿ (11.8) ìîæíà áóëî 
á âèçíà÷èòè êóòîâèé êîåôiöiºíò äîòè÷íî¿ ( )′f x0  â òî÷öi M0 . 

Ó âèïàäêó îñîáëèâî¿ òî÷êè öå ìîæëèâî ÷åðåç óìîâó (11.6). 
Îòæå, ìàº ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.  

Òåîðåìà 11.2. ßêùî ç ìíîæèíè σ1  ìîæíà âèäiëèòè â 

îêîëi îñîáëèâî¿ ïîäâiéíî¿ òî÷êè M Fyy M0
0

0≠




 ïðîñòó äóãó 

γ , ùî ìiñòèòü öþ òî÷êó, òî êóòîâèé êîåôiöiºíò äîòè÷íî¿ äî 

öiº¿ äóãè â òî÷öi M0  ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ (11.9).  

Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâèõ âèïàäêè.  
I âèïàäîê:  

∆ = ⋅ − >F F Fxx M yy M xy
M0 0 0

2 0 . 

Êîðåíi ðiâíÿííÿ (11.9) óÿâíi, îòæå ìè ïðèõîäèìî äî 
ïðîòèði÷÷ÿ, ïðèïóñòèâøè, ùî ç ìíîæèíè σ1  ìîæíà âèäiëèòè 

ïðîñòó äóãó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0 . Â öüîìó âèïà-

äêó òî÷êó M0  íàçèâàþòü içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ.  
II âèïàäîê: ∆ < 0 . Êîðåíi ðiâíÿííÿ (11.9) äiéñíi i ðiçíi, 

òîáòî â îêîëi òî÷êè M0  iñíóþòü ïðèíàéìi äâi ïðîñòi äóãè, ÿêi 

ìiñòÿòü M0  i âõîäÿòü äî ìíîæèíè σ1 . Òàêó îñîáëèâó òî÷êó 

M0  íàçèâàþòü òî÷êîþ ñàìîïåðåòèíó àáî âóçëîâîþ òî÷êîþ.  
III âèïàäîê: ∆ = 0 . Êîðåíi ðiâíÿííÿ (11.9) äiéñíi i ði-

âíi.  
Â öüîìó âèïàäêó ìîæóòü çóñòðiòèñÿ ðiçíi ñèòóàöi¿, ÿêi 

íèæ÷å ìè ïðîiëþñòðóºìî íà ïðèêëàäàõ.  
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Çàóâàæåííÿ 11.1. Âèùå ìè ïðèïóñòèëè, ùî 

Fyy M0
0≠ . ßêùî öÿ óìîâà íå âèêîíóºòüñÿ, à Fxx M0

0≠  

àáî Fxy M0
0≠ , òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðåòâîðåííÿì ñèñ-

òåìè êîîðäèíàò îñòàííi äâà âèïàäêè çâîäÿòüñÿ äî íàøîãî 
ïðèïóùåííÿ.  

Äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî îçíàéîìëåííÿ ÷èòà÷à ç ïîâåäiíêîþ 
ìíîæèíè σ1  â îêîëi ñâî¿õ îñîáëèâèõ òî÷îê ðåêîìåíäóºìî 
êíèãè [3,10].  

Âïðàâè  

1. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïðÿìî¿ òà íîðìàëüíî¿ ïëîùèíè äî 
êðèâèõ, çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè 

à) x y z x y z2 2 2 2 2 21 1+ − = − − =;  ; 

á) x y y z2 2 2 21 1+ = + =;  , 
    â äîâiëüíié òî÷öi.  

2. Ìíîæèíà σ1  çàäàíà ðiâíÿííÿì  

 ( )F x y x x y y y x x y, ≡ + + + − − =3 2 3 2 2 2 0 .       (11.10)  

 Âèçíà÷èòè òèï ¿¿ òî÷êè ( )M0 00; .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ.  

( )F x xy y xx M M0 0

3 2 2 02 2= + + − = ; 

( )F y xy x yy
M M0 0

3 2 2 02 2= + + − = ; 

( )F x yxx M M0 0
6 2 2 2= + − = − ; 

( )F x yxy M M0 0
2 2 0= + = ; 

( )F y xyy M M0 0
6 2 2 2= + − = − ; 

∆ = ⋅ − = >F F Fxx M yy M xy
M0 0 0

2 4 0 . 
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Îòæå, M0  º içîëüîâàíîþ ïîäâiéíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ 

ìíîæèíè σ1 .  
Ðiâíÿííÿ (11.10) ìîæíà çâåñòè äî íàñòóïíîãî: 

( )( )x y x y2 2 1 0+ + − = ,  

ÿêå ðîçïàäàºòüñÿ íà äâà ðiâíÿííÿ:  

x y2 2 0+ = ; 
x y+ − =1 0 . 

Ïåðøîìó ç íèõ çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè ëèøå òî÷êè 
M0 , äðóãå ðiâíÿííÿ º ðiâíÿííÿ ïðÿìî¿, ÿêà íå ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. 
3. Ìíîæèíà σ1  çàäàíà ðiâíÿííÿì 

( ) ( )F x y x y a a x a a, ,≡ + + − − = >2 2 2 2 2 2 44 0 0 .  

 Âèçíà÷èòè òèï ¿¿ òî÷êè ( )M0 00; . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ.  

( )F x y x a xx M M0 0

4 4 4 03 2 2= + − = ; 

( )F x y y a yy
M M0 0

4 02 3 2= + + = ; 

( )F x y a ayy
M M0 0

4 3 4 02 2 2 2= + + = ≠ ; 

( )F x y a axx M M0 0

4 3 42 2 2 2= + − = − ; 

F xyxy M M
0 0

8 0= = ; 

( )∆ = − − = − <4 4 0 16 02 2 2a a a .  

 
Îòæå, M0 0≡  º âóç-

ëîâîþ ïîäâiéíîþ îñîáëè-
âîþ òî÷êîþ ìíîæèíè σ1 , 
ÿêà ÿâëÿº ñîáîþ ëåìíi-
ñêàòó, çîáðàæåíó íà ðèñ. 
19. 

ó

Î õ

Ðèñ. 19.

( )A a 2 0;
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4. Ìíîæèíà σ1  çàäàíà ðiâíÿííÿì  

( )F x y y x, ≡ − =2 3 0 .(11.11)  

Âèçíà÷èòè òèï ¿¿ òî÷êè ( )M0 00; .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî â òî÷öi M0   

F F F F Fx y xx xy yy= = = = = ≠0 2 0;  . 

Ïðè öüîìó ∆ = 0 . Îòæå, ìàº ìiñöå òðåòié âèïàäîê.  
Ðiâíÿííÿ (11.11) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi 

( )( )y x x y x x x− + = ≥0 0, .  

 Çâiäñè âèïëèâàº, ùî ìíîæèíà σ1  
âèçíà÷àºòüñÿ äâîìà ðiâíÿííÿìè 

y x x= , y x x= −  i ðîçïàäàºòüñÿ 
íà äâi ãiëêè, çîáðàæåíi íà ðèñ. 20. 
 

Òî÷êà M0  — òî÷êà çâîðîòó 
ïåðøîãî ðîäó. 
5. Ìíîæèíà σ1  çàäàíà ðiâíÿííÿì  

( ) ( )F x y y x x, ≡ − − =2 2 5 0 . (11.12)  

Âèçíà÷èòè òèï ¿¿ òî÷êè 
( )M0 00; .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çíà÷åííÿ ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî i 
äðóãîãî ïîðÿäêó â òî÷öi M0  òi ñàìi, ùî â ïðèêëàäi 4. Çíîâ 

ìàº ìiñöå òðåòié âèïàäîê. Àëå ìíîæèíà σ1  òåïåð âèçíà÷åíà 
äâîìà ðiâíÿííÿìè  

( )y x x x

y x x x
x

= +
= −

≥
2 2

2 2
0

,
    

i ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ãiëîê, çî-
áðàæåíèõ íà ðèñ. 21.  

Öi ãiëêè ìàþòü â òî÷öi 
M0  ñïiëüíó äîòè÷íó i â äî-
ñèòü ìàëîìó îêîë³ öiº¿ òî÷êè 
ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä äîòè-
÷íî¿. Îòæå, òî÷êà M0  — òî-
÷êà çâîðîòó II ðîäó.  

M0 ≡ 0

ó

õ

Ðèñ. 20.  

ó

õM0 0º

Ðèñ. 21.   



Åëåìåíòè òåîð³¿ êðèâèõ 

6. Ìíîæèíà σ1  çàäàíà ðiâíÿííÿì  

 ( )F x y y yx yx x, ≡ − − + =2 4 2 6 0 . 

 Âèçíà÷èòè òèï ¿¿ òî÷êè ( )M0 00; .  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Â òî÷öi 
M0 : 

F F F Fx y xx xy= = = = 0;  

Fyy = 2,  ∆ = 0 . Ëåãêî áà-

÷èòè, ùî ìíîæèíà σ1  ðîç-
ïàäàºòüñÿ íà êâàäðàòè÷íó 
ïàðàáîëó ³ ïàðàáîëó 4-ãî 

ïîðÿäêó: y x y x= =2 4; . 

Òî÷êà M0  — òî÷êà 
ñàìîäîòèêó (ðèñ. 22). 

M0 0º
Ðèñ. 22.

õ

ó
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Розд iл   2   

ÒÅÎÐIß ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÎÂÅÐÕÎÍÜ 

       

§ 12. ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍ² ÏÎÂÅÐÕÍ². ÇÂÈ×ÀÉÍ² ÒÀ 
ÎÑÎÁËÈÂ² ÒÎ×ÊÈ ÏÎÂÅÐÕÍ² 

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ôóíêö³þ ),( vur
r

 äâîõ ñêàëÿðíèõ àð-
ãóìåíò³â, òîáòî ââàæàòèìåìî, ùî ìíîæèíà âèçíà÷åííÿ ¿¿ 

2)( RrD ⊂
r

, à ìíîæèíà çíà÷åíü 3)( VrR ⊂
r

. ×åðåç k
rDC )(
r  ïîçíà-

÷èìî ìíîæèíó âñ³õ âåêòîðíèõ ³ ñêàëÿðíèõ ôóíêö³é äâîõ ñêàëÿð-
íèõ àðãóìåíò³â, äëÿ ÿêèõ â êîæí³é òî÷ö³ ( ) ( )rDvu

r
∈,  ³ñíóþòü ³ 

íåïåðåðâí³ óñ³ ÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³ äî k-òîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. 
Íàãàäàºìî, ùî çâ’ÿçíó ìíîæèíó òî÷îê Γ  åâêë³äîâî¿ 

ïëîùèíè 2E  íàçèâàþòü ïðîñòîþ êðèâîþ, ÿêùî äëÿ âñÿêî¿ 

òî÷êè Γ∈x  ³ñíóº òàêèé îê³ë 2EUx ⊂ , ùî ìíîæèíà xU∩Γ  
ãîìåîìîðôíà â³äêðèòîìó â³äð³çêó ïðÿìî¿ àáî êîëó. Â îñòàí-
íüîìó âèïàäêó ïðîñòó êðèâó íàçèâàþòü çàìêíóòîþ. 

Òåîðåìà Æîðäàíà ãîâîðèòü ïðî òå, ùî êîæíà ïðîñòà çà-
ìêíóòà êðèâà ðîçáèâàº ìíîæèíó òî÷îê ïëîùèíè íà äâ³ çâ’ÿçí³ 
ï³äìíîæèíè: îáìåæåíó ³ íåîáìåæåíó, äëÿ êîæíî¿ ç ÿêèõ âîíà 
º ìåæåþ. Ïðè öüîìó îáìåæåíà ï³äìíîæèíà ãîìåîìîðôíà êðó-
ãó. Òàê, íàïðèêëàä, ìíîæèíè âíóòð³øí³õ òî÷îê åë³ïñà, êâàä-
ðàòà, ïðÿìîêóòíèêà ³ ò.ä. ãîìåîìîðôí³ â³äêðèòîìó êðóãó. 

 Îçíà÷åííÿ 12.1.  Ìíîæèíó òî÷îê ç 2R , ãîìåîìîðôíó 
â³äêðèòîìó êðóãó, íàçâåìî åëåìåíòàðíîþ îáëàñòþ. 

Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêî¿ îáëàñò³. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî 

íà ïëîùèí³ 2E  äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ³ ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç Μ  ìíîæèíó âñ³õ âíóòð³øí³õ òî÷îê ïðÿìîêóòíèêà, ùî 

ëåæèòü â ö³é ïëîùèí³. Â³äîáðàçèìî ìíîæèíó Μ  â 2R , ïî-
ñòàâèâøè ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæí³é òî÷ö³ Μ∈A  òî÷êó 

2);( RyxB ∈= , äå x ³ y — àáñöèñà òà îðäèíàòà òî÷êè À â³ä-
ïîâ³äíî. Òàêå â³äîáðàæåííÿ º ãîìåîìîðô³çì, à îáðàç ìíîæè-
íè Μ  ïðè íüîìó º åëåìåíòàðíîþ îáëàñòþ. 
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Îçíà÷åííÿ 12.2. Ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêö³¿ ),( vur
r

, âè-
çíà÷åíî¿ íà åëåìåíòàðí³é îáëàñò³ σ , íàçâåìî ïîâåðõíåþ Φ , 
çàäàíîþ ïàðàìåòðèçàö³ºþ ),( vur

r
 àáî  âåêòîðíèì ð³âíÿííÿì 

),( vurr
rr

= .                              (12.1)     
Çàóâàæèìî, ùî â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 12.2 äîâ³ëüíà íåïîðî-

æíÿ ìíîæèíà òî÷îê ç 3E  º ïîâåðõíåþ, îñê³ëüêè ¿¿ ïîòóæí³ñòü 
íå ïåðåâèùóº ïîòóæíîñò³ åëåìåíòàðíî¿ îáëàñò³. 

Îçíà÷åííÿ 12.3. Ïîâåðõíþ Φ , ãîìåîìîðôíó åëåìåí-
òàðí³é îáëàñò³ σ , íàçâåìî åëåìåíòàðíîþ ïîâåðõíåþ. 

Îçíà÷åííÿ 12.4. Ïàðàìåòðèçàö³þ ),( vur
r

 íàçâåìî 

ïðîñòîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè σ∈),( vu  ³ñíóº òàêèé 

îê³ë σ⊂),( vuU , íà ÿêîìó ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêö³¿ ),( vur
r

 º 

åëåìåíòàðíîþ ïîâåðõíåþ. 

Ãîâîðÿòü, ùî ïîâåðõíÿ Φ  º ðåãóëÿðíîþ k-òîãî ïîðÿäêó, 

ÿêùî ¿¿ ïàðàìåòðèçàö³ÿ ),( vur
r kCσ∈ . Ïðè 1≥k  ïîâåðõíþ íà-

çèâàþòü ãëàäêîþ. 

Îçíà÷åííÿ 12.5. Òî÷êó σ∈),( 00 vu  íàçâåìî çâè÷àéíîþ 

òî÷êîþ ïàðàìåòðèçàö³¿ ),( vur
r

, ÿêùî âåêòîð-ôóíêö³ÿ ),( vur
r

 

ìàº â ö³é òî÷ö³ â³äì³íí³ â³ä 0
r
 ÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³  

 
),(

u

vur
ru ∂

∂
=

rr
   òà  

v

vur
rv ∂

∂
=

),(
rr

,   ïðè÷îìó 

),( 00 vuru
r

 ||  ),( 00 vurv
r

.                        (12.2) 

ßêùî òî÷êà ),( 00 vu  íå º çâè÷àéíîþ, òî ¿¿ íàçâåìî îñîáëè-
âîþ òî÷êîþ ö³º¿ ïàðàìåòðèçàö³¿. 

Òåîðåìà 12.1. ßêùî âñ³ òî÷êè σ∈),( vu  ïàðàìåòðè-

çàö³¿  ),( vur
r 1

σ∈C   çâè÷àéí³, òî öÿ ïàðàìåòðèçàö³ÿ ïðîñòà. 

Äîâåäåííÿ.  Íåõàé ),( 000 vuM  — äîâ³ëüíà òî÷êà ïîâåðõ-

í³ Φ , σ∈),( 00 vu . Ðîçêëàäåìî âåêòîð-ôóíêö³þ (12.1) çà îð-
òîíîðìîâàíèì áàçèñîì 

kvuzjvuyivuxvur
rrrr

),(),(),(),( ++= . 

Ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ Φ  ìàþòü âèãëÿä 
).,(),,(),,( vuzzvuyyvuxx ===             (12.3) 
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Çðîçóì³ëî, ùî ôóíêö³¿ ),(),,(),,( vuzvuyvux  íàëåæàòü 

ìíîæèí³ 1
σC , îñê³ëüêè 1),( σ∈ Cvur

r
. Ç óìîâè (12.2) âèïëèâàº, 

ùî 

rang ,2

0

=








Μv

u

v

u

v

u

z

z

y

y

x

x
 

îòæå, îäèí ç ì³íîð³â äðóãîãî ïîðÿäêó ö³º¿ ìàòðèö³ â³äì³ííèé 
â³ä íóëÿ. 

Íåõàé äëÿ ïåâíîñò³     0

0

≠
Mvv

uu

yx

yx
. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äîìó ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó 
òåîðåìó ïðî ³ñíóâàííÿ òà äèôåðåíö³éîâàí³ñòü íåÿâíèõ ôóíê-
ö³é, ïåðåêîíóºìîñü â ³ñíóâàíí³ îêîëó ⊂),( 00 vuU σ  òî÷êè 

),( 00 vu , ãîìåîìîðôíîãî ñâîºìó îáðàçó G  ïðè â³äîáðàæåíí³, 
ùî çàäàºòüñÿ ïåðøèìè äâîìà ð³âíîñòÿìè ç (12.3), ÿê³ 
ðîçâ’ÿçóþòüñÿ â³äíîñíî u  òà v : 

),,(),,( yxvvyxuu ==                       (12.4) 

ïðè÷îìó ôóíêö³¿ 1),(),,( GCyxvyxu ∈ . 
Ï³äñòàâèâøè âèðàçè (12.4) â òðåò³ ð³âíÿííÿ (12.3), ïðè-

õîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íà ìíîæèí³ G  ïîâåðõíÿ Φ  çàäàºòü-
ñÿ ð³âíÿííÿì âèäó 

),( yxfz = , 

äå ),( yxf  — íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ â³ä x òà y. 

Çðîçóì³ëî, ùî ìíîæèíà òî÷îê Φ⊂)(Gf  ãîìåîìîðôíà 

G , à îòæå, ³ ìíîæèí³ ⊂),( 00 vuU σ , òîáòî º åëåìåíòàðíîþ ïî-

âåðõíåþ, ùî çàê³í÷óº äîâåäåííÿ. 

Î÷åâèäíî, ùî ïîâåðõíÿ Φ  ìîæå áóòè çàäàíà ³ ³íøîþ 

ïàðàìåòðèçàö³ºþ, íàïðèêëàä, ),(0 ψϕr
r

, äå 2
0),( R⊂σ∈ψϕ . 

Îçíà÷åííÿ 12.6. Â³äîáðàæåííÿ 0: σ→σh , çàäàíå ð³-
âíÿííÿìè âèäó 

),(),,( vuvu ψ=ψϕ=ϕ ,                                                       
ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ â³äíîñíî  u  òà v : 

),(),,( ψϕ=ψϕ= vvuu ,              (12.5) 
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íàçèâàþòü äèôåîìîðô³çìîì, ÿêùî ôóíêö³¿ 
1),(),,( σ∈ψϕ Cvuvu , à ôóíêö³¿ 1

0
),(),,( σ∈ψϕψϕ Cvu .                          

Çðîçóì³ëî, ùî â³äîáðàæåííÿ h º ÷àñòêîâèé âèïàäîê ãî-
ìåîìîðô³çìó. 

Îçíà÷åííÿ 12.7. Ïàðàìåòðèçàö³¿ ),( vur
r

 ³ ),(0 ψϕr
r

 

( )0)(,),( σ∈ψϕσ∈ ,vu  íàçâåìî åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî ³ñíóº 

äèôåîìîðô³çì 0: σ→σh , òàêèé, ùî )()( 0 σ=σ hrr
rr

. Òî÷êè 

0),(,),( σ∈ψϕσ∈vu  åêâ³âàëåíòíèõ ïàðàìåòðèçàö³é íàçâåìî 

â³äïîâ³äíèìè, ÿêùî ),(),( vuh=ψϕ . 

Òåîðåìà 12.2. Â³äïîâ³äí³ òî÷êè åêâ³âàëåíòíèõ ïàðà-
ìåòðèçàö³é îäíî÷àñíî àáî çâè÷àéí³, àáî îñîáëèâ³. 

Äîâåäåííÿ. Íåõàé σ∈),( vu  — òî÷êà ïàðàìåòðèçàö³¿ 

),( vur
r

, ³ äèôåîìîðô³çì h ïåðåâîäèòü ¿¿ â çâè÷àéíó òî÷êó 

0),( σ∈ψϕ  åêâ³âàëåíòíî¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ ),(0 ψϕr
r

, òîáòî 

)),(),,((),( 0 vuvurvur ψϕ=
rr

. 
Òîä³ 

u

vu
r

u

vu
rvuru ∂

ψ∂
+

∂
ϕ∂

= ψϕ
),(),(

),( 00
rrr

; 

v

vu
r

v

vu
rvurv ∂

ψ∂
+

∂
ϕ∂

= ψϕ
),(),(

),( 00
rrr

.            (12.6) 

ßê â³äîìî ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó, ÿêîá³àí äèôå-
îìîðô³çìó h 

v

vu

v

vu
u

vu

u

vu

hI

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

=
),(),(

),(),(

)(  

â³äì³ííèé â³ä íóëÿ â êîæí³é òî÷ö³ ìíîæèíè σ . Òîä³ ç ë³í³é-
íî¿ íåçàëåæíîñò³ âåêòîð³â ψϕ 00 , rr

rr
 òà ð³âíîñòåé (12.6)  âè-

ïëèâàº ë³í³éíà íåçàëåæí³ñòü (íå ïàðàëåëüí³ñòü) âåêòîð³â 
),,( vuru

r
 ),( vurv

r
. Îñòàííº îçíà÷àº, ùî òî÷êà ),( vu  — çâè÷àé-

íà òî÷êà ïàðàìåòðèçàö³¿ ),( vur
r

. 
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Àíàëîã³÷íî ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ³ç çâè÷àéíîñò³ òî÷êè ),( vu  

âèïëèâàº çâè÷àéí³ñòü òî÷êè ),( ψϕ , âðàõóâàâøè, ùî äèôåîìî-

ðô³çì σ→σ−
0

1 :h  çàäàºòüñÿ ð³âíÿííÿìè (12.5), ³ ÿêîá³àí  

ψ∂
ψϕ∂

ψ∂
ψϕ∂

ϕ∂
ψϕ∂

ϕ∂
ψϕ∂

=−
),(),(

),(),(

)( 1
vu

vu

hI  

â³äì³ííèé â³ä íóëÿ â êîæí³é òî÷ö³ ìíîæèíè 0σ . Òåîðåìó äî-
âåäåíî. 

Çàóâàæåííÿ 12.1. ßêùî ïàðàìåòðèçàö³ÿ ),( vur
r

 ïîâå-
ðõí³ Φ  ïðîñòà, òî ïðîñòîþ º âñÿêà åêâ³âàëåíòíà ¿é ïàðà-
ìåòðèçàö³ÿ.  

ßê ïðàâèëî, ïðè äîñë³äæåíí³ ïîâåðõí³ îäíî÷àñíî âèêî-
ðèñòîâóþòü ëèøå åêâ³âàëåíòí³ ¿¿ ïàðàìåòðèçàö³¿. Òîìó òàì, äå 
öå íå âèêëèêàº íåïîðîçóì³íü, çâè÷àéíîþ (îñîáëèâîþ) áóäåìî 
íàçèâàòè ñàìó òî÷êó ),( 000 vuM  ïîâåðõí³ Φ , ÿê³é â³äïîâ³äàº 

çâè÷àéíà (îñîáëèâà) òî÷êà ),( 00 vu  ¿¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ ),( vur
r

.  
Íåïîðîçóì³ííÿ ìîæóòü âèíèêíóòè, ÿêùî òî÷êà 

),( 000 vuM  º òî÷êîþ ñàìîïåðåòèíó ïîâåðõí³ Φ , òîáòî â³äïî-

â³äàº ùå îäí³é òî÷ö³ σ∈),( 11 vu , òàê³é, ùî ),(),( 0011 vuvu ≠ . 
Òàê³ òî÷êè ìè âèêëþ÷èìî ç ðîçãëÿäó. Ïîâåðõí³ ìè áóäåìî 
âèâ÷àòè â “ìàëîìó”, òîáòî äîñë³äæóâàòè ëîêàëüí³ ¿õ âëàñòè-
âîñò³, à òîìó íàäàë³ îáìåæèìîñÿ âèâ÷åííÿì ëèøå åëåìåíòàð-
íèõ ïîâåðõîíü áåç îñîáëèâèõ òî÷îê.     

Çàóâàæåííÿ 12.2. Ðîçãëÿíåìî äîâ³ëüíó ïëîùèíó, ùî 
ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ Î ³ çàäàìî â í³é äåêàðòîâó ñèñòåìó 

êîîðäèíàò UOV. Â³äîáðàçèìî ìíîæèíó 2R⊂σ  â öþ ïëî-
ùèíó, ïîñòàâèâøè ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæí³é òî÷ö³ σ∈),( vu  
òî÷êó ïëîùèíè ç àáñöèñîþ u òà îðäèíàòîþ v â îáðàí³é ñè-
ñòåì³ êîîðäèíàò. Çðîçóì³ëî, ùî ìíîæèíà σ  òà ¿¿ îáðàç *σ  
ïðè çä³éñíåíîìó â³äîáðàæåíí³ ãîìåîìîðôí³. Òîìó çðó÷íî ö³ 
ìíîæèíè îòîòîæíèòè, îòîòîæíèâøè ¿õ â³äïîâ³äí³ òî÷êè 
ïðè öüîìó ãîìåîìîðô³çì³.  
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Âïðàâè 

1.Âèïèñàòè âåêòîðíå ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ íàçèâàþòü ô³ãóðó, 
óòâîðåíó îáåðòàííÿì ïëîñêî¿ êðèâî¿ γ  íàâêîëî äåÿêî¿ ïðÿìî¿ 

(â³ñ³ îáåðòàííÿ), ùî ëåæèòü â ò³é ñàì³é ïëîùèí³ Π , ùî é ñàìà 

êðèâà. Çàäàìî â 3E  äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò XYZ ç ïî÷àò-
êîì â ïîëþñ³ O  òàê, ùîá â³ñü OZ  áóëà â³ññþ îáåðòàííÿ, ³ ââå-
äåìî ùå îäíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ZOU  â ïëîùèí³ Π , 
äå )()( XOYOU ∩Π=  (äèâèñü ðèñóíîê 23). Áóäåìî ââàæàòè, 

ùî êðèâà γ  â ñèñòåì³ êîîðäèíàò ZOU  âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàìåòðè-

÷íèìè  ð³âíÿííÿìè , ( )u u z f u= = . Êóò XOU  ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

j. Â òîé  ÷àñ, êîëè êóò j ïðîá³ãàº ïðîì³æîê π2,0[ ], òî÷êà 

γ∈M  îïèñóº êîëî Mγ  ç öåíòðîì â  òî÷ö³ OZO ∈′ , ÿêå ëåæèòü 

â ïëîùèí³, ïåðïåíäèêóëÿðí³é äî â³ñ³ OZ . Ïîçíà÷èìî 

∪
γ∈

γ=Φ
M

M . Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîîðäèíàòè zyx ,,  äîâ³ëüíî¿ òî÷-

êè ô³ãóðè Φ  âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè 
)(,sin,cos ufzuyux =ϕ=ϕ= . Îòæå, ìíîæèíà Φ  — ãîäîã-

ðàô âåêòîð-ôóíêö³¿  

 kufjuiur
rrrr

)(sincos +ϕ+ϕ= ,        (12.7) 

äå kji
rrr

,,  — îðòè ñèñòåìè 

êîîðäèíàò ZYX ,, , 

,),( 1
21 Ruuu ⊂∈  

1]2,0[ R⊂π∈ϕ . Â ñåíñ³ îçíà-
÷åííÿ 12.2 ð³âíÿííÿ (12.7) íå 
âèçíà÷àº ïîâåðõíþ, áî 
ìíîæèíà òî÷îê 

]2,0[),(),( 21 π×=∈ϕ uuGu  íå 
º åëåìåíòàðíîþ îáëàñòþ. Àëå 
ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêö³¿ 

(12.7) íà ìíîæèí³ )2,0(),(* 21 π×= uuG  º ïîâåðõíåþ, áî *G  — 
åëåìåíòàðíà îáëàñòü. 
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Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ç ô³ãóðè Φ  âèð³çàòè ìåðèä³àí, ùî â³ä-
ïîâ³äàº çíà÷åííþ 0=ϕ , òî îäåðæèìî ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ *Φ , 

çàäàíó ð³âíÿííÿì (12.7) íà åëåìåíòàðí³é îáëàñò³ *G .  
Íåõàé êðèâà γ  ãëàäêà. ßêùî O ),( 21 uu∉ , òîáòî êðèâà γ  

íå ïåðåòèíàº â³ñü OZ , òî â óñ³õ òî÷êàõ *),( Gu ∈ϕ  âåêòîðè 

))(,sin,(cos ufru ′ϕϕ=
r

 òà )0,cos,sin( ϕϕ−= urv
r

 íå íóëüîâ³ ³ íå 

êîë³íåàðí³. Öå îçíà÷àº, ùî â îáëàñò³ *G  ïàðàìåòðèçàö³ÿ (12.7) 
ïðîñòà, òîáòî äëÿ âñÿêî¿ òî÷êè *),( Gu ∈ϕ  ³ñíóº òàêèé îê³ë 

*),( GU u ⊂ϕ , íà ÿêîìó ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêö³¿ (12.7) º åëåìåí-

òàðíîþ ïîâåðõíåþ. 

2. Äîâåñòè, ùî â³äêðèòèé êðóã ãîìåîìîðôíèé ïëîùèí³. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ äîñèòü ïðîâåñòè äëÿ îäèíè÷íîãî êðóãà. Â ïëî-

ùèí³ 2E  âèáåðåìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò XOY  ³ ðîçãëÿ-
íåìî îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì â òî÷ö³ O . Ïîòð³áíèé ãîìåîìî-
ðô³çì çàäàìî òàê: 
à) ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïåðåâîäèìî â ñåáå; 
á) òî÷êó OA ≠  ç êîîðäèíàòàìè yx,  ïåðåâîäèìî â òî÷êó A′  ç 

êîîðäèíàòàìè 




















 +

+






 +

+

ππ 22
222

22
222

; yxtg
yx

y
yxtg

yx

x
. 

Öå â³äîáðàæåííÿ ëåãêî ñêîíñòðóþâàòè, ïåðåéøîâøè äî äå-
êàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò â³ä ïîëÿðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 

))2;0[),;0[(),,,0( π∈ϕ+∞∈ρϕρ , ïîëÿðíà â³ñü ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç 
äîäàòíîþ ï³ââ³ññþ ÎÕ, ïîñòàâèâøè ó â³äïîâ³äí³ñòü òî÷ö³ Î ñàìó 
öþ òî÷êó, à òî÷ö³ OA ≠  ç êîîðäèíàòàìè ),( ϕρ  — òî÷êó A′  ç 

êîîðäèíàòàìè 





 ϕ

πρ
;

2
tg .  

3. Äîâåñòè, ùî ïàðàáîëî¿ä îáåðòàííÿ º åëåìåíòàðíîþ ïîâåðõ-
íåþ. 

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîëÿãàº ó âñòàíîâëåíí³ ãîìåîìîðô³çìó ì³æ 
ïàðàáîëî¿äîì îáåðòàííÿ ³ ïëîùèíîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç éîãî 
âåðøèíó ³ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî â³ñ³ îáåðòàííÿ, çà äîïîìîãîþ ïà-
ðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ â íàïðÿìêó ö³º¿ â³ñ³ ç íàñòóïíèì âèêî-
ðèñòàííÿì ïîïåðåäíüî¿ çàäà÷³. 
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4. Íàïèñàòè ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³, ÿêà óòâîðþºòüñÿ ïðè îáåðòàíí³ 
òðàêòðèñè íàâêîëî ñâîº¿ áàçè (ïñåâäîñôåðà). 

Âêàç³âêà. Â ïëîùèí³ XOZ çàäàìî òðàêòðèñó ïàðàìåòðè÷íè-

ìè ð³âíÿííÿìè 





 +== u

u
tgazuax cos

2
ln,sin , äå 

1),0( Ru ⊂π∈ . Â³ñü OZ íàçèâàþòü áàçîþ ö³º¿ êðèâî¿. Âèïèñóº-
ìî âåêòîðíå ð³âíÿííÿ ïñåâäîñôåðè  

ku
u

tgajvuaivuar
rrrr







 +++= cos

2
lnsinsincossin ,  (12.8) 

äå 1)2,0[ Rv ⊂π∈ . 
Çðîá³òü ðèñóíîê. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ð³âíÿííÿ (12.8) íà 

ìíîæèí³ òî÷îê )2,0(),0(),( π×π=∈ Mvu  âèçíà÷àº ïîâåðõíþ â 
ñåíñ³ îçíà÷åííÿ (12.2), ïðè÷îìó âñ³ òî÷êè ìíîæèíè M, ùî íå 

âêëþ÷àþòüñÿ â ìíîæèíó MvN ⊂















 π
= ;

2
, º çâè÷àéíèìè òî÷-

êàìè ïàðàìåòðèçàö³¿ (12.8).  
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§ 13. ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÀ Ñ²ÒÊÀ ÏÎÂÅÐÕÍ². 
ÄÎÒÈ×ÍÀ ÏËÎÙÈÍÀ ² ÍÎÐÌÀËÜ ÄÎ 
ÏÎÂÅÐÕÍ² 

Âèçíà÷èìî åëåìåíòàðíó ïîâåðõíþ Φ  íà åëåìåíòàðí³é 
îáëàñò³ σ  ð³âíÿííÿì (12.1). Íåõàé  ),( 000 vuM  — äîâ³ëüíà 

òî÷êà ö³º¿ ïîâåðõí³. ×åðåç öþ òî÷êó ïðîõîäÿòü äâ³ êðèâ³ 1l  ³ 

2l , ùî ëåæàòü íà ïîâåðõí³ Φ  ³ âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿìè 

),( 0vurr
rr

=  ³ ),( 0 vurr
rr

=  â³äïîâ³äíî, ïðè÷îìó u ³ v íàáóâàþòü 

òàêèõ çíà÷åíü, ïðè ÿêèõ σ∈),(),,( 00 vuvu . Êðèâ³ 1l  ³ 2l  íàçè-
âàþòü êîîðäèíàòíèìè ë³í³ÿìè  ïîâåðõí³ Φ  u-òèïó ³ v-òèïó â³ä-
ïîâ³äíî. Îòæå, ÷åðåç êîæíó òî÷êó ïîâåðõí³ ïðîõîäÿòü äâ³ êîîð-
äèíàòí³ ë³í³¿. ×èñëà u ³ v íàçèâàþòü êðèâîë³í³éíèìè êîîðäèíà-
òàìè òî÷êè 0M . 

Îçíà÷åííÿ 13.1. Ìíîæèíó âñ³õ êîîðäèíàòíèõ ë³í³é 
ïîâåðõí³ íàçâåìî ¿¿ êîîðäèíàòíîþ ñ³òêîþ. 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âñÿê³ äâ³ ð³çí³ êîîðäèíàòí³ ë³í³¿ 
îäíîãî òèïó ïîâåðõí³ Φ íå ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê. 

Îçíà÷åííÿ 13.2. Ïëîùèíó, ùî ì³ñòèòü çâè÷àéíó òî÷-
êó  ),( 000 vuM  ãëàäêî¿ ïîâåðõí³ Φ , âèçíà÷åíî¿ ð³âíÿííÿì 

(12.1), ³ ïàðàëåëüíó äî âåêòîð³â ),,( 00 vuru
r

 ),( 00 vurv
r

, íàçâå-

ìî äîòè÷íîþ ïëîùèíîþ äî ö³º¿ ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M . Ïðÿ-

ìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó 0M  ³ ïåðïåíäèêóëÿðíó äî 
äîòè÷íî¿ ïëîùèíè, íàçâåìî íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³ Φ  â ö³é 
òî÷ö³. 

Çàóâàæåííÿ 13.1. Äîòè÷íà ïëîùèíà â òî÷ö³ 0M  ïî-
âåðõí³ Φ  íå çì³íþºòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ â³ä ïàðàìåòðèçàö³¿ 

),( vur
r

 äî áóäü-ÿêî¿ åêâ³âàëåíòíî¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ ),(0 ψϕr
r

.                    

Ä³éñíî, ç ð³âíîñòåé (12.6) âèïëèâàº, ùî âåêòîðè 

0000
00 ,,,

MMMvMu rrrr ψϕ
rrrr

 ëåæàòü â îäí³é ïëîùèí³. 

Çàäàìî äîâ³ëüíó êðèâó г , ùî ëåæèòü íà ïîâåðõí³ Φ , 
ð³âíÿííÿì 

)),()(( tvturr
rr

=                            (13.1) 
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äå ïðè ),((  ),( 1
21 tuRTttt ⊂=∈ ),(  ,))( 00 tuutv =σ⊂  

),( 00 tvv =  ,0 Tt ∈  ôóíêö³¿ 1)(),( TCtvtu ∈  ³ )(),( 00 tvtu ′′  íå äî-
ð³âíþþòü íóëþ îäíî÷àñíî. 

Òåîðåìà 13.1. Êðèâà γ  â òî÷ö³ Φ∈0M   ìàº ºäèíó 
äîòè÷íó, ÿêà ëåæèòü â äîòè÷í³é ïëîùèí³ äî ïîâåðõí³ Φ  â 
òî÷ö³ 0M . 

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè 0M  — çâè÷àéíà òî÷êà ãëàäêî¿ ïî-

âåðõí³ Ц , òî γ  º ãëàäêîþ êðèâîþ, äëÿ ÿêî¿  0M  — çâè÷àé-
íà òî÷êà. Öå âèïëèâàº ç ð³âíîñò³ 

)(),()(),())(),(( 00000000 tvvurtuvurtvtur vut ′+′=
rrr

.    (13.2) 

Â öüîìó ðàç³ äî êðèâî¿ γ  â òî÷ö³ 0M  ³ñíóº ºäèíà äîòè÷-
íà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì 

0))(),(( 00

rrr
≠=γ tvturr t .  Ïðè öüîìó âåêòîðè 

),(),,( 0000 vurvur vu
rr

 º íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè äîòè÷íèõ äî êî-

îðäèíàòíèõ ë³í³é ïîâåðõí³ Φ  â òî÷ö³ 0M . Ç  (13.2)  âèïëè-

âàº, ùî âåêòîðè ),(),,( 0000 vurvur vu
rr

 ³ γr
r

 ëåæàòü â îäí³é ïëî-

ùèí³, îñê³ëüêè âîíè ë³í³éíî-çàëåæí³. Òîä³ äîòè÷íà äî êðèâî¿ 
γ  â òî÷ö³ 0M  ëåæèòü â äîòè÷í³é ïëîùèí³ äî ïîâåðõí³ Φ  â 
ö³é òî÷ö³ (äèâ. ðèñ. 24). 
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Ðèñ. 24.  

Âèïèøåìî ð³âíÿííÿ íîðìàë³ ³ äîòè÷íî¿ ïëîùèíè äî ïîâåðõ-
í³ Φ  â òî÷ö³ 0M , ñêîðèñòàâøèñü ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè 
(12.3) ö³º¿ ïîâåðõí³. Çà íàïðÿìíèé âåêòîð íîðìàë³ îáåðåìî âåê-
òîð  

[ ]

),(

0000

00

),(),,(

vu
vvv

uuuvu

zyx

zyx

kji

vurvurp

rrr

rrr
==  

³ ïîçíà÷èìî âèçíà÷íèêè  

),(),(),( 000000

  ,  ,
vuvv

uu

vuvv

uu

vuvv

uu

yx

yx

xz

xz

zy

zy
 

÷åðåç A, B, C â³äïîâ³äíî. Òîä³ ð³âíÿííÿ íîðìàë³ ³ äîòè÷íî¿ 
ïëîùèíè íàáèðàþòü âèãëÿäó 

;
),(),(),( 000000

C

vuzz

B

vuyy

A

vuxx −
=

−
=

−
      (13.3) 

( ) ( ) ( ) .0),(),(),( 000000 =−+−+− CvuzzBvuyyAvuxx  (13.4) 

Íåõàé òåïåð ïîâåðõíÿ 0Φ  çàäàíà â äåÿêîìó îðòîíîðìî-
âàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì 

,0),,( =zyxF       (13.5) 
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äå ôóíêö³ÿ ),,( zyxF  ìàº íåïåðåðâí³ ÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³ ïî êîæ-
íîìó ç àðãóìåíò³â. Íà ïðàêòèö³ ÷àñòî áóâàº äîñèòü ñêëàäíî 
çàïèñàòè ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ 0Φ  ó ôîðì³ (12.1). Àëå â öüîìó 
íåìàº ïîòðåáè, ÿêùî ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïëîùèíè øóêàºòüñÿ â 
òî÷ö³ 00000 ),,( Φ∈zyxM , â ÿê³é ãðàä³ºíò ôóíêö³¿ ),,( zyxF  

â³äì³ííèé â³ä  0
r

. 

Òåîðåìà 13.2. ßêùî ôóíêö³ÿ ),,( zyxF  íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíö³éîâíà ïî êîæí³é çì³íí³é ³ â òî÷ö³ 

,),,( 00000 Φ∈zyxM  0 
0

rr
≠∇

M
F , òî ïîâåðõíÿ 0Φ , ùî âèçíà-

÷åíà ð³âíÿííÿì (13.5), ìàº â ö³é òî÷ö³ ºäèíó äîòè÷íó ïëî-
ùèíó. 

Äîâåäåííÿ. Ä³éñíî, ïîêëàäåìî, íàïðèêëàä, 
0),,( 000 ≠zyxFz . Çà òåîðåìîþ ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíî¿ ôóíêö³¿  

â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè 0M  ïîâåðõíþ 0Φ  ìîæíà âèçíà÷èòè 

ð³âíÿííÿì âèäó ),( yxfz = , äå ôóíêö³ÿ ),( yxf  íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâàíà ïî êîæíîìó ç àðãóìåíò³â, àáî âåêòîðíèì 

ð³âíÿííÿì kyxfjyixr
rrrr

),(++= . Ïðè öüîìó âåêòîðè 

( )),(,0,1 00
0

yxfr xMx =
r

 ³ ( )),(,1,0 00
0

yxfr yMy =
r

 íå êîë³íåàðí³ ³ 

âèçíà÷àþòü äîòè÷íó ïëîùèíó ω  äî ïîâåðõí³ 0Φ  â òî÷ö³ 0M . 
Âèïèøåìî òåïåð ð³âíÿííÿ ö³º¿ ïëîùèíè. Ð³âíÿííÿì 

ktzjtyitxr
rrrr

)()()( ++=  çàäàìî äîâ³ëüíó ãëàäêó êðèâó  0γ , 

ÿêà ïðè Tt ∈  ëåæèòü íà ïîâåðõí³ 0Φ , ïðè÷îìó ,0 Tt ∈  

),( 00 txx =  ),( 00 tyy =   )( 00 tzz =  ³ òî÷êà  0M  — çâè÷àéíà 

òî÷êà ö³º¿ êðèâî¿. Òîä³ äëÿ âñ³õ 0))(),(),((  =∈ tztytxFTt , 
çâ³äêè  

.   ,0)()()( TttzFtyFtxF zyx ∈=′⋅+′⋅+′⋅  

Îñòàííÿ ð³âí³ñòü ïðè 0tt =  íàáèðàº âèãëÿäó 

,0)( 0
0

=′⋅∇ trF
M

rr
 

òîáòî ),( 0
0

trF
M

′⊥∇
rr

 ³ âåêòîð 0)( 0

rr
≠′ tr  âèçíà÷àº íàïðÿì äî-

òè÷íî¿ äî êðèâî¿ 0γ  â òî÷ö³ 0M .  Îñê³ëüêè êðèâà 0γ  äîâ³ëü-
íà ³ äîòè÷íà  äî íå¿ â ö³é òî÷ö³ ëåæèòü â ïëîùèí³ ω , òî âåê-
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òîð 
0M

F
r

∇  âèçíà÷àº íàïðÿì íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ 0Φ  â òî÷-

ö³ 0Μ . Îòæå, ð³âíÿííÿ 

000

000

Mz
MyMx F

zz

F

yy

F

xx −
=

−
=

−
    (13.6) 

³  ( ) ( ) ( ) 0
000

000 =−+−+−
MzMyMx FzzFyyFxx   (13.7) 

âèçíà÷àþòü â³äïîâ³äíî íîðìàëü ³ äîòè÷íó ïëîùèíó äî ïîâåð-
õí³ ω  â òî÷ö³ 0Μ . 

Âïðàâè 

1. Íàïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïëîùèíè òà íîðìàë³ äî ïîâåðõí³, 

ùî çàäàíà ð³âíÿííÿì  kvujvuivur
rrrr

)()()2( 3322 −+++−=  

â òî÷ö³ )7;5;3(M . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â u ³ 
v, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü òî÷ö³ M. Äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿæåìî ñèñòåìó ð³â-
íÿíü 

,7   ,5   ,32 3322 =−=+=− vuvuvu    (13.8) 
ïåðø³ äâà ç ÿêèõ ïðèâîäÿòü äî êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ 

04125 2 =+− uu , ÿêå ìàº äâà êîðåí³: ,21 =u  .4,02 =u  Â³äïîâ³-

äíî, .
5
11

 ,1 21 −== vv  Ç äâîõ ïàð ),( 11 vu  ³ ),( 22 vu  òðåòº ð³â-

íÿííÿ ñèñòåìè (13.8) çàäîâîëüíÿº ëèøå ïåðøà. Îòæå, òî÷ö³ M  
â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â .1,2 == vu  Âðàõóâàâøè, ùî 
â òî÷ö³  M  

,3  ,1223  ,2  ,422  ,1  ,2 2 −==⋅===⋅=−== vuvuvu zzyyxx  
îá÷èñëþºìî âèçíà÷íèêè: 

.8
21

42
   ,6

13

212
   ,36

32

124
==−=

−−
=−=

−
= CBA  

Âèêîðèñòàâøè (13.4) òà (13.3), âèïèñóºìî øóêàí³ ð³âíÿííÿ 
äîòè÷íî¿ ïëîùèíè òà íîðìàë³ â³äïîâ³äíî: 

.
4

7

3

5

18

3
   ,0414318

−
−

=
−

=
−

=−−+
zyx

zyx  
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2. Íàïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïëîùèíè òà íîðìàë³ â äîâ³ëüí³é 
òî÷ö³ òðüîõâ³ñíîãî åë³ïñî¿äà, çàäàíîãî êàíîí³÷íèì ð³âíÿííÿì. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé â îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³ åë³ïñî¿ä âè-
çíà÷åíèé ð³âíÿííÿì 

,1
2

2

2

2

2

2
=++

c

z

b

y

a

x
 

³ òî÷êà  ),,( 0000 zyxM  íàëåæèòü åë³ïñî¿äó. Çàïèøåìî öå ð³â-
íÿííÿ ó âèãëÿä³ (13.5), ïîêëàâøè 

( ) ,1,,
2

2

2

2

2

2
−++=

c

z

b

y

a

x
zyxF  

Òîä³  .
222

2
0

2
0

2
0

0
k

c

z
j

b

y
i

a

x
F

M

rrrr
++=∇ Çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ äîòè÷-

íî¿ ïëîùèíè ó âèãëÿä³ (13.7): 

 .0
2

)(
2

)(
2

)(
2
0

02
0

02
0

0 =−+−+−
c

z
zz

b

y
yy

a

x
xx  

Âðàõîâóþ÷è, ùî òî÷êà  0M  íàëåæèòü åë³ïñî¿äó, ìàºìî îñòàòî÷-
íî: 

. 1
2
0

2
0

2
0 =++

c

zz

b

yy

a

xx
 

Âèêîðèñòàâøè (13.6), âèïèñóºìî ð³âíÿííÿ íîðìàë³ äî åë³ïñî¿äà 
â òî÷ö³  0M : 

.
)()()(

0

0
2

0

0
2

0

0
2

z

zzc

y

yyb

x

xxa −
=

−
=

−
 

3. Â òî÷ö³ 






 π
==

4
;20 vuM  ïîâåðõí³, çàäàíî¿ ð³âíÿííÿì 

kujvuivur
rrvr

++= sincos , âèïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïëî-
ùèíè ³ íîðìàë³, à òàêîæ âèïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ äî v-
êðèâî¿, ùî ì³ñòèòü òî÷êó 0M . 

4. Âèïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íî¿ ïëîùèíè ³ íîðìàë³ äî ïîâåðõí³, 

çàäàíî¿ ð³âíÿííÿì 432 222 =−− zyx  â òî÷ö³ )1,1,3(0 −M . 

5. Äîâåñòè, ùî äîòè÷í³ ïëîùèíè äî ïîâåðõí³, ÿêà â îðòîíîðìî-

âàíîìó ðåïåð³ âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì 3axyz = , óòâîðþþòü ç 
êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè òåòðàåäð ñòàëîãî îá’ºìó. 
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6. Ïîêàçàòè, ùî äîòè÷íà ïëîùèíà â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³, 
ÿêà â îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³ âèçíà÷åíà ð³âíÿííÿì 

3
2

3
2

3
2

3
2

azyx =++ , â³äòèíàº íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ â³äð³ç-
êè, ñóìà êâàäðàò³â äîâæèí ÿêèõ º âåëè÷èíà ñòàëà. 

7. Íåõàé 0M  — çâè÷àéíà òî÷êà ãëàäêî¿ ïîâåðõí³ Ô, âèçíà÷åíî¿ 
ïàðàìåòðèçàö³ºþ (12.1), P — òî÷êà ïîâåðõí³ Ô, ω  — äîòè÷-
íà ïëîùèíà äî ö³º¿ ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M , d — â³äñòàíü ì³æ 

òî÷êàìè 0M  ³ P, h — â³äñòàíü â³ä òî÷êè P äî ïëîùèíè ω . 

Äîâåñòè, ùî 0→
d

h
 ïðè 0MP → . 
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§ 14. ÏÅÐØÀ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÀ ÔÎÐÌÀ ÏÎÂÅÐÕÍ² 
ÒÀ ¯¯ ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß 

Ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ãëàäêî¿ ïîâåðõí³ Ô ç âå-
êòîðíîþ ïàðàìåòðèçàö³ºþ  ,, ),,( σ∈vuvur

v
 íàçèâàþòü âèðàç 

 ,),(),(2),( 22
1 dvvuGdudvvuFduvuEJ ++=     (14.1) 

äå     

).,(),(),(

),,(),(),(

 ),,(),(),(

vurvurvuG

vurvurvuF

vurvurvuE

vv

vu

uu

rr
rr
rr

=
=

=
 

Îñê³ëüêè ,)( 2
1 dvrdurJ vu

rr
+=  ³ ïîâåðõíÿ Ô çà äîìîâëåí³-

ñòþ ïàðàãðàôó 12 íå ì³ñòèòü îñîáëèâèõ òî÷îê, òî öÿ êâàäðà-
òè÷íà ôîðìà º äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ³ îáåðòàºòüñÿ â íóëü ëèøå 
ïðè 0== dvdu . 

Çàñòîñóºìî ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó äëÿ çíàõîäæåííÿ 
äîâæèíè äóãè êðèâî¿ íà ïîâåðõí³, êóòà ì³æ êðèâèìè íà ïîâå-
ðõí³ òà îá÷èñëåííÿ ïëîù³ îáëàñò³ íà ïîâåðõí³. 

Ð³âíÿííÿì (13.1) çàäàìî íà ïîâåðõí³ Φ  äîâ³ëüíó ðåãó-
ëÿðíó êðèâó γ , äóãà ÿêî¿ ),( 21 TTγ  ìàº äîâæèíó s, ùî âèçíà-
÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.2). Òîä³ ìàºìî 

,))()((
2

1

2

1

2

1

1
22 ∫∫∫ =′⋅+′⋅==

T

T

T

T
vu

T

T
t Jdttvrturdtrs

vvv
 

äå 1J  — ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïîâåðõí³ Ô. 

Ð³âíÿííÿì ))(),(( 11 tvturr
rr

=  âèçíà÷èìî íà ö³é ïîâåðõí³ 

ùå îäíó ãëàäêó êðèâó 1γ . Íåõàé êðèâ³  γ ³  1γ  ìàþòü ñï³ëüíó 

òî÷êó  ),( vuM . Íàãàäàºìî, ùî ï³ä êóòîì ì³æ öèìè êðèâèìè â 

òî÷ö³ M  ðîçóì³þòü êóò ϕ  ì³æ ¿õ äîòè÷íèìè â ö³é òî÷ö³. 
Çíàéäåìî öåé êóò, â³äøóêàâøè êóò ì³æ íàïðÿìíèìè âåêòîðà-
ìè  dvrdurrd vu

rrr
+=  ³ 111 dvrdurrd vu

rrr
+=  öèõ äîòè÷íèõ: 

1

1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

cos

( )
.

2 2

dr d r
dr d r

Edudu F dudv du dv Gdvdv

Edu Fdudv Gdv Edu Fdu dv Gdv

⋅
φ = =

+ + +
=

+ + + +

r r
rv
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòà ì³æ êîîðäèíàòíèìè ë³í³ÿìè ïîâå-
ðõí³ Ô â òî÷ö³ M â îñòàíí³é ôîðìóë³ ïîêëàäåìî, íàïðèêëàä, 

01 == dvdu  ³ îäåðæèìî  

.cos
EG

F
±=ϕ  

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ º 
îðòîãîíàëüíîþ (¿¿ êîîðäèíàòí³ ë³í³¿ ïåðåòèíàþòüñÿ ï³ä 
ïðÿìèì êóòîì) òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè 0=F  äëÿ âñ³õ òî-
÷îê σ∈),( vu . 

Ïðèïóñòèìî, ùî D — îáëàñòü ç σ , îáìåæåíà êóñêîâî-
ãëàäêèì êîíòóðîì, à Ã — ãîäîãðàô ãëàäêî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ 

),( vur
r

 íà  ìíîæèí³ D. 
Îçíà÷èìî ïîíÿòòÿ ïëîù³ îáëàñò³ Ã. Äëÿ öüîãî ðîç³á’ºìî 

öþ îáëàñòü ñ³òêîþ êîîðäèíàòíèõ ë³í³é íà êðèâîë³í³éí³ ïàðà-
ëåëîãðàìè. Ðîçãëÿíåìî îäèí ç íèõ, ïîçíà÷èâøè éîãî âåðøèíè 
÷åðåç 

),,(  ),,(  ),,(  ),,( 3210 vvuuMvvuMvuuMvuM ∆+∆+∆+∆+  òà-
êèì ÷èíîì, ùîá u∆  òà v∆  áóëè äîäàòíèìè. Çàì³íèìî öåé 
ïàðàëåëîãðàì çâè÷àéíèì ïàðàëåëîãðàìîì, ïîáóäîâàíèì íà 
íàïðÿìëåíèõ â³äð³çêàõ uru ∆⋅  òà vrv ∆⋅  ç ïî÷àòêàìè â òî÷ö³ 

),( vuM  ÿê íà ñòîðîíàõ. Çðîçóì³ëî, ùî îñòàíí³é ïàðàëåëîã-
ðàì ëåæèòü â äîòè÷í³é ïëîùèí³ äî ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 

),( vuM . Éîãî ïëîùó S∆  çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ 

[ ] ., vurrS vu ∆∆=∆
rr

 

Àëå ç ð³âíîñò³ [ ] ( ) 2222
, vuvuvu rrrrrr

rrrrrr
⋅=⋅+  âèïëèâàº, ùî 

[ ] ,, 2FEGrr vu −=
rr

 

îòæå, vuFEGS ∆⋅∆−=∆ 2 , äå êîåô³ö³ºíòè E, F, G îáðàõî-
âàíî â òî÷ö³ ),( vuM . 

    Çàóâàæåííÿ 14.1. Âèðàç 2FEG −  íàçèâàþòü äèñ-
êðèì³íàíòîì ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ïîâåðõí³ Ô. Çðî-
çóì³ëî, ùî â³í íå ìîæå íàáóâàòè â³ä’ºìíèõ çíà÷åíü ³ ïåðå-
òâîðþâàòèñÿ â 0.  
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Àíàëîã³÷íî ïîñòóïèìî ç êîæíèì êðèâîë³í³éíèì ïàðàëå-
ëîãðàìîì çä³éñíåíîãî ðîçáèòòÿ ³ ñêëàäåìî ñóìó ïëîù óñ³õ 
îäåðæàíèõ ïðÿìîë³í³éíèõ ïàðàëåëîãðàì³â: 

.2∑∑
ΓΓ

∆⋅∆−=∆ vuFEGS  

Îçíà÷åííÿ 14.1. ßêùî ³ñíóº ãðàíèöÿ, ÿêà íå çàëå-
æèòü í³ â³ä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ îáëàñò³ Γ  êîîðäèíàòíèìè 
ë³í³ÿìè, í³ â³ä âèáîðó ïàðàìåòðèçàö³¿ ïîâåðõí³ Ô, òî öþ 
ãðàíèöþ íàçâåìî ïëîùåþ îáëàñò³ Γ . 

Îñê³ëüêè 2FEG −  º íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ â³ä u òà v, òî 
âêàçàíà ãðàíèöÿ ³ñíóº ³ íå çàëåæèòü â³ä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ îá-
ëàñò³ Γ  íà êðèâîë³í³éí³ ïàðàëåëîãðàìè, ïðè÷îìó 

∫∫ −=Γ
D

dudvFEGS 2 .   (14.1) 

Çàëèøàºòüñÿ ïîêàçàòè, ùî îäåðæàíà âåëè÷èíà íå çà-
ëåæèòü â³ä âèáîðó ïàðàìåòðèçàö³¿ ïîâåðõí³ Ô. Äëÿ öüîãî 
ïåðåéäåìî äî äîâ³ëüíî¿ ¿¿ åêâ³âàëåíòíî¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ 

),(0 ψϕr
r

. Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ (12.7) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(12.6), îòðèìóºìî ð³âíîñò³ 
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çâ³äêè  ìàºìî     ,
~~~

),(
),( 22 FGE

vu
FEG −

∂
ψϕ∂

=−  

äå −GFE
~

,
~

,
~

 êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ïîâåðõí³ 
â êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàòàõ ),( ψϕ . Òîä³ âèðàç (14.1) íàáè-
ðàº âèãëÿäó 

∫∫∫∫ ∂
ψϕ∂

−=−
DD

dudv
vu

FGEdudvFEG .
),(
),(~~~ 22  

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ çàì³íè çì³ííèõ â ïîäâ³éíîìó ³íòå-
ãðàë³, îäåðæóºìî ð³âí³ñòü 



Òåîð³ÿ åëåìåíòàðíèõ ïîâåðõîíü 

∫∫∫∫ ψϕ−=−
DD

ddFGEdudvFEG
~

22 ,
~~~

 

â ÿê³é ÷åðåç D
~

 ïîçíà÷åíî îáëàñòü, ãîìåîìîðôíó îáëàñò³ D 
ïðè ïåðåõîä³ äî ïàðàìåòðèçàö³¿ ),(0 ψϕr

r
.  

Àäèòèâí³ñòü ïëîù³ ïîâåðõí³ âèïëèâàº ç àäèòèâíîñò³ ïî-
äâ³éíîãî ³íòåãðàëà. Ä³éñíî, íåõàé îáëàñòü Ã ðîçáèâàºòüñÿ êó-
ñêîâî-ãëàäêîþ êðèâîþ íà äâ³ îáëàñò³ — 1Γ  òà 2Γ  ³ íåõàé 1D  

òà 2D  — â³äïîâ³äí³ îáëàñò³ â σ . Òîä³ 

,

21

222 ∫∫∫∫∫∫ −+−=−
DDD

dudvFEGdudvFEGdudvFEG  

òîáòî 21 ΓΓΓ += SSS , ùî é ÿâëÿº ñîáîþ âëàñòèâ³ñòü àäèòèâ-

íîñò³ ïëîù³ ïîâåðõí³.  
Òàêèì ÷èíîì ïðè îá÷èñëåíí³ ïëîù³ ïîâåðõí³ ìîæíà ðîç-

áèâàòè öþ ïîâåðõíþ íà ÷àñòèíè ³ äëÿ êîæíî¿ ç íèõ âèêîðèñ-
òîâóâàòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàö³þ.      

Â³äì³òèìî, ùî ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³ ÷àñòî 
íàçèâàþòü ¿¿ ë³í³éíèì åëåìåíòîì. 

 

Âïðàâè 

1. Çíàéòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ñôåðè. 

2. Çíàéòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïñåâäîñôåðè. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèïèñóºìî âåêòîðíå ð³âíÿííÿ ïñåâäîñôåðè ó 
âèãëÿä³ (12.8). 

Ìàºìî 
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,
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u
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звідки ( ).sinctg 22222
1 udvuduaJ +=  
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3. Çíàéòè êóò ì³æ êðèâèìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè  
vuvu =−=   ,   íà ïðÿìîìó ãåë³êî¿ä³, çàäàíîìó âåêòîðíèì ð³-

âíÿííÿì .sincos kavjvuivur
rrrr

++=  

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ð³âíÿííÿ çàäàíèõ êðèâèõ 1l  ³ 2l  

ìàþòü âèãëÿä kavjvvivvr
rrrr

+−−= sincos1  ³  

kavjvvivvr
rrrr

++= sincos1  â³äïîâ³äíî . Òîä³  

( )
( ).,cossin,sincos

;,cossin,sincos

2

1

avvvvvvr

avvvvvvr

+−=′
−−+−=′

r

r
 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî êðèâ³  1l  ³ 2l    ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷ö³ 

)0;0(M , îäåðæóºìî, ùî ( ),,0,1 a−  ( )a,0,1  — íàïðÿìí³ 
âåêòîðè äîòè÷íèõ äî öèõ êðèâèõ â òî÷ö³ Ì. Îòæå, 

.
1

1
cos

2

2

+

−
=ϕ

a

a
 

Çàñòîñóºìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ ë³í³éíèé åëåìåíò ïî-
âåðõí³. Îñê³ëüêè ( ),0,sin,cos vvru =

r
 

( )avuvurv ,cos,sin−=
r

, òî .  ,0  ,1 22 auGFE +===  Ïî-

êëàäåìî 11 dvdu −=  äëÿ êðèâî¿ 1l  ³ 22 dvdu =  äëÿ êðèâî¿  2l . 
Òîä³ 

.
1

1

)1(

)(
cos

2

2

021
22

21
22

21

+

−
±=

++

++−
=ϕ

=
a

a

dvdvau

dvdvaudvdv

u

 

4. Çíàéòè ïåðèìåòð ³ âíóòð³øí³ êóòè êðèâîë³í³éíîãî òðèêóòíèêà, 

âèçíà÷åíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿìè  2

2

1
,1 avuv ±== , ÿêèé 

ðîçòàøîâàíèé íà ïîâåðõí³ ç ë³í³éíèì åëåìåíòîì 

.)( 2222
1 dvauduJ ++=  

5. Çíàéòè ïëîùó ÷îòèðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî êðèâèìè, ùî çàäà-
íî ñï³ââ³äíîøåííÿìè 1,0,,0 ==== vvauu   íà ïðÿìî-
ìó ãåë³êî¿ä³. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Öüîìó ÷îòèðèêóòíèêó â ìíîæèí³ s â³äïîâ³äàº 
ïðÿìîêóòíèê, òîìó øóêàíèé ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë ëåãêî ïîäàòè ó 
âèãëÿä³ ïîâòîðíîãî, òîáòî 
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( )( ).21ln2
2

0

22
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0

22

0

++=+=+= ∫∫∫
a

duaudvauduS
aa

 

6. Çíàéòè ïëîùó êðèâîë³í³éíîãî òðèêóòíèêà, âèçíà÷åíîãî ñï³â-
â³äíîøåííÿìè 1, =±= vavu  íà ïîâåðõí³ ç ë³í³éíèì åëåìå-

íòîì .)( 2222
1 dvauduJ ++=  

7. Çíàéòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàºìîñü ð³âíÿííÿì (12.7) ³ âèïèøåìî 
âåêòîðè 

( ) ( ).0,cos,sin,)(,sincos ϕϕ=′ϕϕ= ϕ uurufru
rr

 

Òîä³ êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè  

,),(,0),(),(1),( 22 uuGuFufuE =ϕ=ϕ′+=ϕ  

òîáòî ( ) 2222
1 )(1 ϕ+′+= duduufJ . 

8. Âèïèñàòè ïåðøó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³, çàäàíî¿ â îðòî-
íîðìîâàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì ),( yxfz = . 

9. Êîîðäèíàòíó ñ³òêó íà ïîâåðõí³ íàçèâàþòü ÷åáèøåâñüêîþ, ÿê-
ùî äóãè êîîðäèíàòíèõ ë³í³é îäíîãî òèïó, ùî ì³ñòÿòüñÿ ì³æ 
äâîìà ë³í³ÿìè äðóãîãî òèïó, ìàþòü îäíàêîâ³ äîâæèíè. Äîâåñ-
òè, ùî êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ º ÷åáèøåâñüêîþ òîä³ ³ 
ò³ëüêè òîä³, êîëè 0,0 == uv GE . 
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§ 15. ÄÐÓÃÀ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÀ ÔÎÐÌÀ ÏÎÂÅÐÕÍ². 
ÎÑÍÎÂÍÀ ÔÎÐÌÓËÀ ÄËß ÊÐÈÂÈÍÈ ÊÐÈÂÎ¯ 
ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍ². ÒÅÎÐÅÌÀ ÌÅÍÜª 

Ð³âíÿííÿì (12.1) íà åëåìåíòàðí³é îáëàñò³ σ  çàäàìî ðåãó-
ëÿðíó äðóãîãî ïîðÿäêó ïîâåðõíþ Ô áåç îñîáëèâèõ òî÷îê. 

Îçíà÷åííÿ 15.1. Äðóãîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ïîâåðõ-
í³ Ô íàçâåìî âèðàç 

,),(),(2),( 22
2 dvvuNdudvvuMduvuLJ ++=  

äå      ,
),,(

   ,
),,(

   ,
),,(

222 FEG

rrr
N

FEG

rrr
M

FEG

rrr
L vuvvvuuvvuuu

−
=

−
=

−
=

rrrrrrrrr
  (15.1) 

à 2FEG − — äèñêðèì³íàíò ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ö³º¿ 
ïîâåðõí³. 

  Ïîçíà÷èìî âåêòîð 
[ ]

2

,

FEG

rr vu

−

rr
 ÷åðåç ),( vum

r
. Ëåãêî áà÷èòè, 

ùî öåé âåêòîð îäèíè÷íèé ³ íàïðÿìëåíèé âçäîâæ íîðìàë³ äî ïîâåð-
õí³ Ô â òî÷ö³ Φ∈),(0 vuM . Íàäàë³ áóäåìî íàçèâàòè âåêòîð 

),( vum
r

 îäèíè÷íèì âåêòîðîì íîðìàë³ ïîâåðõí³ Ô â ö³é òî÷ö³. 

Òåîðåìà 15.1.  Ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

.2 mdrdJ
rr

⋅−=             (15.2) 

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè âåêòîð-ôóíêö³ÿ ,),( 1
σ∈Cvum

r
 òî ìîæ-

íà âèïèñàòè ð³âíîñò³ 
( )( )
( ) .22 dvmrdudvmrmrdumr

dvmdumdvrdurmdrd

vvuvvuuu

vuvu
vrrrrrrr

rrrrrr

++++=

=++=⋅
  (15.3) 

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ,0,0 == vu rmrm
rrrr

 ³ ïðîäèôåðåíö³þâàâøè 
îñòàíí³ òîòîæíîñò³ ïî êîæíîìó ç àðãóìåíò³â, îäåðæóºìî ð³âíîñò³ 

;0    ;0

;0    ;0

=+=+

=+=+

vvvvvuvu

uvuvuuuu

rmrmrmrm

rmrmrmrm
rrrrrrrr
rrrrrrrr

           (15.4) 

Âðàõóâàâøè ð³âíîñò³ (15.1), ïîäàìî êîåô³ö³ºíòè äðóãî¿ êâàäðà-
òè÷íî¿ ôîðìè ó âèãëÿä³ 

   ,   ,   , mrNmrMmrL vvuvuu
rrrrrr

===  
Òîä³ ð³âíîñò³ (15.4) âåäóòü äî ñï³ââ³äíîøåíü 

,   ;   ; NmrMmrmrLmr vvuvvuuu −=⋅−=⋅=⋅−=⋅
rrrrrrrr
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âðàõîâóþ÷è ÿê³, â³ä (15.3) ïåðåõîäèìî äî (15.2), ùî çàê³í÷óº 
äîâåäåííÿ òåîðåìè. 

Çàäàìî òåïåð íà ïîâåðõí³ Ô ðåãóëÿðíó êðèâó äðóãîãî ïî-
ðÿäêó l ð³âíÿííÿì ))(),(( svsurr

rr
=  â ïðèðîäí³é ïàðàìåòðèçàö³¿, ³ 

íåõàé ),(0 vuM  íå º ¿¿ òî÷êîþ ðîçïðÿìëåííÿ. Çà ïåðøîþ ôîð-

ìóëîþ Ôðåíå nkt
r&r =  , àáî nkr

r&&r = , äå  k — êðèâèíà, à  n
r
 — 

îäèíè÷íèé âåêòîð ãîëîâíî¿ íîðìàë³ êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M . Äîì-

íîæèâøè îñòàííþ ð³âí³ñòü ñêàëÿðíî íà âåêòîð m
r

, ìàºìî 
θ== coskmnkmr

rrr&&r ,    (15.5) 
äå θ — êóò ì³æ îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè m

r
 ³ n

r
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    Справджуються рівності: 
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          (15.6) 

Äîìíîæèâøè îñòàííþ ð³âí³ñòü ñêàëÿðíî íà m
r

, îäåðæóºìî ñï³â-
â³äíîøåííÿ 
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çâ³äêè, âçÿâøè äî óâàãè ð³âíîñò³ (15.5), îäåðæóºìî îñíîâíó 
ôîðìóëó äëÿ êðèâèíè êðèâî¿ íà ïîâåðõí³: 

.
2

2
cos

22

22

NdvFdudvEdu

NdvMdudvLdu
k

++

++
=θ               (15.7) 

ßêùî òî÷êà 0M  íà ïîâåðõí³ ô³êñîâàíà, òî ïðàâà ÷àñòèíà 
ð³âíîñò³ (15.7) çàëåæèòü ëèøå â³ä â³äíîøåííÿ äèôåðåíö³àë³â 

dv

du
 àáî  

du

dv
 (õî÷à á îäèí ç äèôåðåíö³àë³â â³äì³ííèé â³ä íóëÿ), 

â ÷îìó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïîä³ëèâøè ÷èñåëüíèê ³ çíàìåííèê 
äðîáó â ö³é ð³âíîñò³ íà dv   àáî du . 
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Àëå â³äíîøåííÿ 
dv

du
 àáî  

du

dv
  âèçíà÷àþòü íàïðÿìîê äîòè÷-

íî¿ äî êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M . Ä³éñíî, ç (15.6) ïðè 0≠du  âèïëè-
âàº, ùî  

,






 +=
du

dv
rrdurd vu
vrv

 

³ îñê³ëüêè du — ñêàëÿð, òî çãàäàíà äîòè÷íà âèçíà÷àºòüñÿ â³ä-

íîøåííÿì 
du

dv
,  òîìó ùî âåêòîð rd

r
 íàïðÿìëåíèé âçäîâæ íå¿ 

(ïàðàëåëüíèé äî íå¿). 
Таким чином, права частина рівності (15.7) має одне і те ж саме 

значення  äëÿ âñ³õ êðèâèõ òèïó êðèâî¿ l íà ïîâåðõí³ Ô, ùî ìà-
þòü â òî÷ö³ 0M  ñï³ëüíó äîòè÷íó. Çðîçóì³ëî, ùî ó âèïàäêó, êî-
ëè âñ³ ö³ êðèâ³ ìàþòü äî òîãî æ ñï³ëüíó ñòè÷íó ïëîùèíó â òî÷ö³ 

0M , êðèâèíè ¿õ â ö³é òî÷ö³ ñï³âïàäàþòü. 
Ï³äñóìîê ïðîâåäåíèì ì³ðêóâàííÿì ï³äâîäèòü íàñòóïíå òâå-

ðäæåííÿ. 

Òåîðåìà 15.2. (Ìåíüº). Äëÿ âñ³õ ðåãóëÿðíèõ êðèâèõ 
äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïîâåðõí³ Ô, äëÿ êîæíî¿ ç ÿêèõ çâè÷àéíà 
òî÷êà ),(0 vuM  ö³º¿ ïîâåðõí³ º âëàñíîþ çâè÷àéíîþ òî÷êîþ, ³ 
ÿê³ â ö³é òî÷ö³ ìàþòü ñï³ëüíó äîòè÷íó, ñïðàâäæóºòüñÿ ð³â-
í³ñòü 

.cos 0 constkk ==θ          (15.8) 

Çàóâàæèìî, ùî ó ôîðìóëþâàíí³ îñòàííüî¿ òåîðåìè ìè îïó-
ñòèëè âèìîãó, ùî òî÷êà  0M  íå º òî÷êîþ ðîçïðÿìëåííÿ êðèâî¿ 
l. Ä³éñíî, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öÿ òî÷êà º òî÷êîþ ðîçïðÿì-
ëåííÿ êîæíî¿ ç êðèâèõ, ïðî ÿê³ éäå ìîâà, ³ ð³âí³ñòü (15.8) íà-
áèðàº âèãëÿäó ,0cos0 =θ⋅  ïðè÷îìó êóò θ  íå âèçíà÷åíèé ³ ìîæå 
íàáóâàòè äîâ³ëüíèõ çíà÷åíü ç ïðîì³æêó [ ]π;0 . 

Îçíà÷åííÿ 15.2. Êîíñòàíòó 0k  íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ 

êðèâèíîþ ïîâåðõí³ â íàïðÿìêó ö³º¿ äîòè÷íî¿ (àáî â íàïðÿìêó 
dudv :  ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M ). 

Íîðìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõí³ íå çîáîâ’ÿçàíà áóòè äîäàò-
íîþ. Çíàê 0k  çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè êóòà θ . Ââåäåìî ùå îäíå 
íîâå ïîíÿòòÿ. 
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Îçíà÷åííÿ 15.3. Öåíòðîì êðèâèíè ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ l 
â òî÷ö³ lM ∈0  íàçâåìî òàêó òî÷êó lC  íà ¿¿ ãîëîâí³é íîðìàë³ 

â òî÷ö³ 0M , ùî âåêòîðè lCM0  ³ n
r
 ñï³âíàïðÿìëåí³, 

ll kCM :10 = , äå n
r
 — îäèíè÷íèé âåêòîð ãîëîâíî¿ íîðìàë³,  

0≠lk  — êðèâèíà êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M . Ï³ä íîðìàëüíèì ïåðå-

ð³çîì ïîâåðõí³ Ô  â òî÷ö³ 0M   ðîçóì³þòü ¿¿ ïåðåð³ç ïëîùè-
íîþ, ùî ì³ñòèòü íîðìàëü äî ö³º¿ ïîâåðõí³ â ö³é òî÷ö³. 

Òåîðåìà 15.3. (íàñë³äîê ç òåîðåìè Ìåíüº). Íåõàé íîð-
ìàëüíèì ïåðåð³çîì ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M , ïëîùèíà ÿêîãî ì³-
ñòèòü äîòè÷íó, ïðî ÿêó éøëîñÿ â òåîðåì³ Ìåíüº, º ðåãóëÿðíà 
êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó γ , äëÿ ÿêî¿ òî÷êà 0M  º çâè÷àéíîþ ³ 

êðèâèíà γk  â òî÷ö³ 0M  â³äì³ííà â³ä íóëÿ. Òîä³ öåíòð êðèâèíè 

êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M  º ïðîåêö³ºþ íà ¿¿ ñòè÷íó ïëîùèíó â ö³é 

òî÷ö³ öåíòðó êðèâèíè êðèâî¿ γ  â òî÷ö³ 0M . 

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, êðèâ³ l ³ γ  ìàþòü â òî÷ö³ 0M  ñï³ëüíó 
äîòè÷íó. Îñê³ëüêè êðèâà γ  ïëîñêà, òî ¿¿ íîðìàëü ³ ãîëîâíà íîð-

ìàëü â òî÷ö³ 0M  ñï³âïàäàþòü ç íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³ Ô â ö³é òî-

÷ö³. Îòæå, äëÿ êðèâî¿ γ  â òî÷ö³ θcos  0M  äîð³âíþº àáî  1, àáî –1, 

òîáòî ÷èñëî 0k  ç ð³âíîñò³ (15.8) äîð³âíþº àáî γk , àáî γ−k . 

Ïðèïóñòèìî, ùî 00 >= γkk . Òîä³ äëÿ êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M  

ìàºìî 
,cos γ=θ⋅ kkl        (15.9) 

ïðè÷îìó êóò θ  — ãîñòðèé ³ 0≠lk . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç lC  ³ γC  

öåíòðè êðèâèíè â òî÷ö³ 0M  êðèâèõ l ³ γ  â³äïîâ³äíî. Òîä³ ç 

(15.9) îäåðæóºìî, ùî θ= γ cos00 CMCM l , òîáòî êóò γCCM l0  

ïðÿìèé (äèâ. ðèñ.25). Äîòè÷íà äî êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M  ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ïëîùèí³ òðèêóòíèêà γCCM l0 , îñê³ëüêè âîíà ïåðïåí-

äèêóëÿðíà äî âåêòîð³â n
r
 ³  m

r
. Òîä³ ïðÿìà γCCl  ïåðïåíäèêóëÿ-

ðíà äî ö³º¿ äîòè÷íî¿, à îòæå, ³ äî ñòè÷íî¿ ïëîùèíè êðèâî¿ l â 
òî÷ö³ 0M , ùî çàê³í÷óº äîâåäåííÿ.  
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ßêùî æ  00 <−= γkk , òî γ−=θ⋅ kkl cos , òîáòî êóò θ  òó-

ïèé. Â öüîìó ðàç³ )cos(cos 000 θ−π=⋅θ−= γγ CMCMCM l   ³ òâå-

ðäæåííÿ òåîðåìè çàëèøàºòüñÿ â ñèë³ (äèâ. ðèñ. 26). 
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ãîë. íîðìàëü äî l

Ñg

Cl

M0

n

m

Ðèñ. 26.  
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äîâ³ëüíèé íîðìàëüíèé ïåðåð³ç γ  ïî-

âåðõí³ Ô â äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè 0M  ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðåãó-

ëÿðíó êðèâó äðóãîãî ïîðÿäêó, äëÿ ÿêî¿ 0M  º çâè÷àéíîþ òî÷-
êîþ. Ä³éñíî, çà òåîðåìîþ 12.1 ³ñíóº åëåìåíòàðíà ìíîæèíà G, 
íà ÿê³é öÿ ïîâåðõíÿ ðàçîì ç òî÷êîþ 0M  âèçíà÷åíà ð³âíÿííÿì 

âèäó ),( yxfz =  â îáðàíîìó îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³. Çà òåîðå-

ìîþ ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíî¿ ôóíêö³¿  ),( 2
GCyxf ∈ . Íåõàé ð³â-

íÿííÿ ïëîùèíè íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó â öüîìó ðåïåð³ ìàº âè-
ãëÿä  0=+++ DCzByAx . Òîä³ öåé ïåðåð³ç âèçíà÷àºòüñÿ ñèñ-
òåìîþ ð³âíÿíü 





=+++=Φ
=−=

.0),,(

,0),(),,(

DCzByAxzyx

zyxfzyxF
 

Ôóíêö³¿ ),,( zyxF  òà ),,( zyxΦ  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 

11.1, ³ ãðàä³ºíòè öèõ ôóíêö³é â òî÷ö³ 0M  íå ïàðàëåëüí³. Çàñòî-
ñóâàâøè òåîðåìó 11.1 òà òåîðåìó ïðî ³ñíóâàííÿ íåÿâíèõ ôóíê-
ö³é, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ³ñíóº òàêèé îê³ë ö³º¿ òî÷êè, â 
ÿêîìó ïåðåð³ç γ  º ðåãóëÿðíîþ êðèâîþ äðóãîãî ïîðÿäêó, äëÿ 

ÿêî¿ 0M  º çâè÷àéíîþ òî÷êîþ. 
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Âïðàâè 

1. Îá÷èñëèòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó äëÿ ïîâåðõí³, âèçíà÷åíî¿ 
ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè 

.,sin,cos avzvuyvux ===  
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çíàõîäèìî ïîõ³äí³ 

.0,sin,cos

,0,cos,sin

,0,0,0

,,cos,sin
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===
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vvvvvv

uvuvuv

uuuuuu

vvv

uuu

zvuyvux

zvyvx

zyx

azvuyvux

zvyvx

 

Âèïèñóºìî êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè: 
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Òåïåð ìîæíà îá÷èñëèòè êîåô³ö³ºíòè äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè. 
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Отже,  .
2

22
2 dudv

au

a
J

+
−=  

2. Îá÷èñëèòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ. 
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàºìî çàäà÷ó 7 ç ïàðàãðàôó 14 ³ âèïè-
øåìî âåêòîðè 

( ) ( )
( ).0,sin,cos

,0;cos;sin,)(;0;0
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Âðàõóâàâøè, ùî ( ))(1 222 ufuFEG ′+=− , îá÷èñëþºìî êîåô³ö³-

ºíòè äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè: 
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2
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3. Îá÷èñëèòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïñåâäîñôåðè. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçãëÿäàòèìåìî ïñåâäîñôåðó ÿê ïîâåðõíþ, óòâî-
ðåíó îáåðòàííÿì òðàêòðèñè íàâêîëî ñâîº¿ áàçè (äèâ. çàäà÷³ 1, 4 ç 
ïàðàãðàôó 12). 

Âèïèøåìî ïàðàìåòðè÷í³ ð³âíÿííÿ òðàêòðèñè â ïëîùèí³ ZOU : 

.sin    ,cos
2

ln taut
t

tgaz =







+=  

Òîä³ ð³âíÿííÿ ïñåâäîñôåðè ìàòèìå âèãëÿä 
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 ++ϕ+ϕ=     (15.10) 

äå );0( π∈t . Çíàõîäèìî 
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Ñêîðèñòàâøèñü ïîïåðåäíüîþ çàäà÷åþ, ìàºìî ïðè 0>u : 
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Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèòè 2J , âèõîäÿ÷è ç ð³âíÿííÿ (15.10). 
4. Çíàéòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³ (êàòåíî¿ä), çàäàíî¿ 

âåêòîðíèì ð³âíÿííÿì 

.sincos kujv
a

u
achiv

a

u
achr

rrrr
++=  

5. Âèïèñàòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ñôåðè. Äîâåñòè, ùî äðóãà ¿¿ 
êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïðîïîðö³éíà ïåðø³é. 

6. Äîâåñòè, ùî ïðè äîâ³ëüíîìó ââåäåíí³ êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò íà 
ïëîùèí³ ¿¿ äðóãà êâàäðàòè÷íà ôîðìà òîòîæíî äîð³âíþº íóëåâ³. 

7. Âèïèñàòè äðóãó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ïîâåðõí³, çàäàíî¿ â îðòîíî-
ðìîâàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì ),( yxfz = . 

8. Çíàéòè íîðìàëüíó êðèâèíó ïàðàáîëî¿äà, çàäàíîãî ð³âíÿííÿì 

)(
2

1 22 byaxz +=  

â òî÷ö³ )0;0(  â íàïðÿìêó, ùî âèçíà÷åíèé â³äíîøåííÿì dydx : . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ.  Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ ïàðàáîëî¿äà ó âåêòîðí³é 
ôîðì³: 

.)(
2
1 22 kbyaxjyixr

rrrr
+++=  

Òîä³  
( ) ( ),;1;0,;0;1 byraxr yx ==

rr
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( ) ( ) ( ),;0;0,0;0;0,;0;0 brrar yyxyxx ===
rrr

 

( ) ,00;0,11)0;0(
0,00

22 ===+= === yxx
abxyFxaE  

.11)0;0(
0

22 =+=
=y

ybG  

Â òî÷ö³ (0;0)  ìàºìî òàêîæ, ùî  
( ) ( ) ( ),;0;0,0;0;0,;0;0 brrar yyxyxx ===

rrr
 

îòæå, â ö³é òî÷ö³ .,0, bNMaL ===  
    Òîä³ øóêàíà êðèâèíà 

22

22

0
dydx

bdyadx
k

+

+
= . 

9. Çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ìåíüº äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ: ïåðïåíäè-
êóëÿð, ïðîâåäåíèé ÷åðåç öåíòð ñôåðè äî ïëîùèíè ¿¿ ìàëîãî 
êðóãà, ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð îñòàííüîãî. 
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§ 16. ÎÑÍÎÂÍÀ ÂÅÊÒÎÐ-ÔÓÍÊÖ²ß ÏÎÂÅÐÕÍ². 
ÃÎËÎÂÍ² ÍÀÏÐßÌÊÈ 

ßê ³ ðàí³øå, ðîçãëÿäàòèìåìî ïîâåðõíþ Ô áåç îñîáëèâèõ 
òî÷îê, âèçíà÷åíó âåêòîðíèì ð³âíÿííÿì (12.1) íà åëåìåíòàðí³é 

ìíîæèí³ σ , ïðè÷îìó 2),( σ∈ Cvur
r

 .         

Çàô³êñóºìî òî÷êó Φ∈),(0 vuM  ³ ïëîùèíó, ùî ì³ñòèòü âåê-

òîðè   ,  , vu rr
rr

ïîçíà÷èìî ÷åðåç ω . Çðîçóì³ëî, ùî öÿ ïëîùèíà 
ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñ Î ³ ïàðàëåëüíà äî äîòè÷íî¿ ïëîùèíè 
ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M . Ïîõ³äí³ um

r
 ³ vm

r
 â³ä îäèíè÷íî¿ âåêòîð-

ôóíêö³¿ ),( vum
r

 â òî÷ö³ 0M  çà ëåìîþ 1 ç ïàðàãðàôó 1 ëåæàòü â 

ïëîùèí³ ω , îñê³ëüêè ),( vum
r

 — îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàë³ äî 
ïîâåðõí³ Ô. 

Ìíîæèíó âñ³õ âåêòîð³â, ÿê³ íàëåæàòü ïëîùèí³ ω , ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç 2V . 

Òåîðåìà 16.1. Ð³âíîñòÿìè  

vvuu mrAmrA
rrrr

== )(,)(      (16.1) 

âèçíà÷àºòüñÿ ºäèíà ë³í³éíà ôóíêö³ÿ )(uA
r

, ÿêà â³äîáðàæàº 

ìíîæèíó 2V  â ñåáå.   

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u
r
 —  äîâ³ëüíèé âåêòîð ç 2V . Îñê³ëüêè 

vu rr
rr

|| , òî öåé âåêòîð ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ vu rru
rrr

β+α= ,  

äå α  ³ β  — ä³éñíà ÷èñëà.  Ôóíêö³þ )(uA
r

 çàäàìî ôîðìóëîþ 

.)( vu mmuA
rrr

β+α=           (16.2) 
Î÷åâèäíî, ç (16.2) âèïëèâàº (16.1). Ïîêàæåìî, ùî ôóíêö³ÿ 

)(uA
r

  ë³í³éíà. 

Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ 2, Vba ∈∀
rr

 ³ 1R∈λ∀ : 

1) );()()( bAaAbaA
rrrr

+=+  

2) ).()( aAaA
rr

λ=λ  
Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ïåðøó ç îñòàíí³õ ð³âíîñòåé, çàëèøè-

âøè äîâåäåííÿ äðóãî¿ ÷èòà÷åâ³. 

Ðîçêëàâøè âåêòîðè a
r
 ³ b

r
 ïî áàçèñó vu rr

rr
,  ìíîæèíè 2V , 

ìàºìî 
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Çàëèøàºòüñÿ ïîêàçàòè, ùî ³íøî¿ ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿, ÿêà â³-

äîáðàæàº 22 VV →  ³ ìàº âëàñòèâîñò³ (16.1), íå ³ñíóº. Ïðèïóñ-
òèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî, ùî òàêà ôóíêö³ÿ )(uB

r
 ³ñíóº. Àëå òîä³ 

ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

,)()()()( 212121
2

vuvuvu mamarBarBararaBVaB
rrrrrrr

+=+=+=∈  

ÿêà ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ôóíêö³ÿ )(uB
r

 ä³º òàê ñàìî, ÿê ³ ôóíê-

ö³ÿ )(uA
r

, òîáòî ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñò³, ùî çàê³í÷óº 
äîâåäåííÿ.                        

Îçíà÷åííÿ 16.1. Ïîáóäîâàíó ôóíêö³þ )(uA
r

 íàçâåìî îñ-

íîâíîþ âåêòîð-ôóíêö³ºþ ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M . 

Îçíà÷åííÿ 16.2. Ôóíêö³þ 22:)( VVuB →
r

 íàçâåìî ñè-

ìåòðè÷íîþ, ÿêùî äëÿ 2, Vba ∈∀
rr
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Òåîðåìà 16.2. Îñíîâíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ ïîâåðõí³ Ô â 
òî÷ö³ 0M  ñèìåòðè÷íà. 

Äîâåäåííÿ. Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (15.4) âèïëèâàþòü ð³âíîñò³ 
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Íàãàäàºìî, ùî âåêòîð 0
rr

≠e  íàçèâàþòü âëàñíèì âåêòîðîì 
ë³í³éíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ )(uA

r
, ÿêèé â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åí-

íþ 1R∈λ , ÿêùî eeA
rr

λ=)( . Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðàçîì ³ç âëàñíèì 

âåêòîðîì e
r
 äîâ³ëüíèé êîë³íåàðíèé éîìó âåêòîð º âëàñíèì âåê-

òîðîì ö³º¿ ôóíêö³¿ ç òèì ñàìèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λ . Òîìó 
ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè ïàðó íàïðÿìê³â, ùî âèçíà÷àþòüñÿ âëàñíè-
ìè âåêòîðàìè e

r
 òà e

r
−  ³ íàçâàòè ¿õ îá’ºäíàííÿ âëàñíèì íàïðÿì-

êîì ôóíêö³¿ )(uA
r

, ÿêèé â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ λ . 

Òåîðåìà 16.3. Îñíîâíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ )(uA
r

 ïîâåðõí³ 

Ô â òî÷ö³ 0M  ìàº íå ìåíøå äâîõ îðòîãîíàëüíèõ âëàñíèõ 
íàïðÿìê³â. 

Äîâåäåííÿ. Â ïëîùèí³ ω  ââåäåìî îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð 

),( ji
rr

 ³ áóäåìî øóêàòè âëàñíèé âåêòîð e
r
 ó âèãëÿä³ ñóìè 

jyixe
rrr

+= , äå ÷èñëà õ òà ó — íåâ³äîì³. Òîä³ 

)()( jyixjyixA
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+λ=+ , äå ÷èñëî λ  òåæ íåâ³äîìå.  
Ïîêëàäåìî 

.)(   ,)( 22211211 jaiajAjaiaiA
rrrrrr

+=+=    (16.4) 
Òîä³ ç ð³âíîñò³ 

( ) ( ) )( 22211211 jyixjaiayjaiax
rrrrrr

+λ=+++  
îäåðæóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

yyaxaxyaxa λ=+λ=+ 22122111    ,  
ç òðüîìà íåâ³äîìèìè. Ïåðåïèøåìî ¿¿ ó âèãëÿä³ 

0)(   ,0)( 22122111 =λ−+=+λ− yaxayaxa       (16.5) 
îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ÿêà ìàº íåíóëüîâ³ ðîçâ’ÿçêè òîä³ ³ 
ò³ëüêè òîä³, êîëè ¿¿ äåòåðì³íàíò 

,0
2212

2111 =
λ−

λ−
aa

aa
 

òîáòî, êîëè 

 .0)()( 211222112211
2 =−+λ+−λ aaaaaa   (16.6) 

Äîìíîæèâøè ïåðøå ð³âíÿííÿ (16.4)  ñêàëÿðíî íà âåêòîð 
j
r
, à äðóãå  —  íà âåêòîð i

r
, ³ âçÿâøè äî óâàãè ñèìåòðè÷í³ñòü 

ôóíêö³¿ )(uA
r

, ïåðåêîíóºìîñü, ùî 2112 aa = . Âðàõóâàâøè öþ 
ð³âí³ñòü, çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçêè êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ (16.6) : 
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2
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Î÷åâèäíî, ð³âíÿííÿ (16.6) çàâæäè ìàº ä³éñí³ êîðåí³. 

Âèïàäîê 1: 21 λ≠λ . Ï³äñòàâèâøè 1λ=λ  â ñèñòåìó ð³âíÿíü 
(16.5) ³ â³äêèíóâøè îäíå ç ð³âíÿíü (âîíè ë³í³éíî çàëåæí³), çíàõî-
äèìî íåíóëüîâèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ç òî÷í³ñòþ äî ñêàëÿðíîãî ìíî-
æíèêà. Íåõàé îäèí ç öèõ ðîçâ’ÿçê³â ),( 11 yx . Òîä³ âåêòîð 

jyixe
rrr

111 +=  âèçíà÷àº âëàñíèé íàïðÿìîê ôóíêö³¿ )(uA
r

, òîáòî 

.)( 111 eeA
rr

λ=  Àíàëîã³÷íî êîð³íü 2λ  âèçíà÷àº ç òî÷í³ñòþ äî ñêàëÿð-

íîãî ìíîæíèêà íåíóëüîâèé âåêòîð 2e
r

 òàêèé, ùî .)( 222 eeA
rr

λ=  

Ç ñèìåòðè÷íîñò³ ôóíêö³¿ )(uA
r

 âèïëèâàº, ùî 

,212211 eeee
rrrr

λ=λ  òîáòî ,0)( 2121 =λ−λ ee
rr

 çâ³äêè ,021 =ee
rr

 îòæå, 

âëàñí³ íàïðÿìêè ôóíêö³¿ )(uA
r

 âçàºìíî îðòîãîíàëüí³. 

Âèïàäîê 2: .21 λ=λ=λ  Â öüîìó ðàç³ 02211 =− aa  ³ 

012 =a , òîìó 2211 aa ==λ . Ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (16.5) ïåðåòâî-
ðþþòüñÿ íà òîòîæíîñò³. Öå îçíà÷àº, ùî äîâ³ëüíèé íåíóëüîâèé 

âåêòîð ç ìíîæèíè 2V  º âëàñíèì âåêòîðîì ôóíêö³¿ )(uA
r

, òîáòî 
öÿ ôóíêö³ÿ ìàº áåçë³÷ âëàñíèõ íàïðÿìê³â, ç ÿêèõ, çâè÷àéíî, 
ìîæíà âèáðàòè ïàðó îðòîãîíàëüíèõ. Òåîðåìó äîâåäåíî. 

Îçíà÷åííÿ 16.3. Âëàñí³ íàïðÿìêè îñíîâíî¿ âåêòîð-ôó-
íêö³¿ ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ Φ∈0M  íàçâåìî ãîëîâíèìè íàïðÿì-
êàìè íà ïîâåðõí³ â ö³é òî÷ö³. 

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó 1 (îñíîâíèé âèïàäîê) â òî÷ö³ 0M  íà 
ïîâåðõí³ Ô ³ñíóº òî÷íî äâà âçàºìíî îðòîãîíàëüíèõ ãîëîâíèõ íà-
ïðÿìê³â, à ó âèïàäêó 2 (îñîáëèâèé âèïàäîê) äîâ³ëüíèé âëàñíèé 
íàïðÿìîê îñíîâíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ )(uA

r
 â òî÷ö³ 0M  º ãîëîâíèì. 

Íà çàê³í÷åííÿ ïàðàãðàôó ñôîðìóëþºìî íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ. 

Òåîðåìà 16.4. Ïðè ïåðåõîä³ äî åêâ³âàëåíòíî¿ ïàðàìåò-
ðèçàö³¿ ïîâåðõí³ Ô ¿¿ îñíîâíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ â òî÷ö³ 0M  íå 
çì³íþºòüñÿ, îòæå, íå çì³íþþòüñÿ ³ ãîëîâí³ íàïðÿìêè. 
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äå )(1 uA
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 — îñíîâíà âåêòîð-ôóíêö³ÿ â òî÷ö³ 0M  ïîâåðõí³ Ô, 

âèçíà÷åíî¿ ïàðàìåòðèçàö³ºþ ).,(1 yxr
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Âïðàâè 

1. Íàâåä³òü ïðèêëàä ë³í³éíî¿ ôóíêö³¿, ÿêà ïåðåâîäèòü ïðîñò³ð 2V  â 
ñåáå, ÿêùî ω  — äîâ³ëüíà ïëîùèíà. 

2. Íàâåä³òü ïðèêëàä ë³í³éíî¿ ñèìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿, ÿêà ïåðåâîäèòü 

ïðîñò³ð 2V  â ñåáå, ÿêùî ω  — äîâ³ëüíà ïëîùèíà. 
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§ 17. ÃÎËÎÂÍ² ÊÐÈÂÈÍÈ. ÔÎÐÌÓËÀ ÅÉËÅÐÀ ÒÀ 
ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÎÄÐ²ÃÀ. ÃÀÓÑÎÂÀ ÊÐÈÂÈÍÀ 
ÏÎÂÅÐÕÍ². IÍÄÈÊÀÒÐÈÑÀ ÄÞÏÅÍÀ  

Äîñë³äèìî êðèâèíè íîðìàëüíèõ ïåðåð³ç³â â òî÷ö³ 0M  ïîâåð-
õí³ Ô, ÿêà ðîçãëÿäàëàñü â ïàðàãðàôàõ 15, 16.  

Íåõàé γ  — äîâ³ëüíèé íîðìàëüíèé ïåðåð³ç ö³º¿ ïîâåðõí³  â 

òî÷ö³ ),(0 vuM , γk — éîãî êðèâèíà â ö³é òî÷ö³. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

k
~

 äîáóòîê θ⋅γ cosk  (äèâèñü ïàðàãðàô 15). Îñê³ëüêè äëÿ íîðìà-

ëüíîãî ïåðåð³çó θcos  äîð³âíþº àáî 1, àáî –1, òî kk
~

=γ . Òîä³ 

ôîðìóëà (15.7) íàáèðàº âèãëÿäó 

,
~
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J

J
k =      (17.1) 

äå êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì îáðàõîâàíî â 
òî÷ö³ 0M . 

Îñòàííÿ ð³âí³ñòü ïîâ’ÿçóº êðèâèíó íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó γ  â 

òî÷ö³ 0M  ³ íàïðÿì äîòè÷íî¿ äî íüîãî â ö³é òî÷ö³. Ð³âí³ñòü (17.1) 
ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

.
~
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Ç îçíà÷åííÿ îñíîâíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ ïîâåðõí³ Ô âèïëèâàº, ùî 
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îäèíè÷íèé âåêòîð äîòè÷íî¿ äî êðèâî¿ γ  â òî÷ö³ 0M . 
Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ìàº ì³ñöå îñíîâíèé âèïàäîê, òîáòî 

21 λ≠λ  (äèâèñü ïîïåðåäí³é ïàðàãðàô). ×åðåç 1t
r

 ³ 2t
r

 ïîçíà÷èìî 
îäèíè÷í³ âåêòîðè, ïàðàëåëüí³ äî ïåðøîãî ³ äðóãîãî ãîëîâíèõ íà-
ïðÿìê³â ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  â³äïîâ³äíî. Êóò ì³æ âåêòîðàìè 

1t
r

 ³ t
r
 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ . 
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1 ϕλ−ϕλ−=k     (17.2) 

Ïîêëàâøè â îñòàíí³é ð³âíîñò³ 0=ϕ  òà 
2
π

=ϕ , îäåðæèìî, â³äïî-

â³äíî, 11
~

λ−=k òà 22
~

λ−=k , äå )2,1(  
~

== ikk ii  — êðèâèíè íîðìà-

ëüíèõ ïåðåð³ç³â ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M , äîòè÷í³ äî ÿêèõ â ö³é 
òî÷ö³ ïàðàëåëüí³ äî ïåðøîãî ³ äðóãîãî ãîëîâíèõ íàïðÿìê³â â òî÷ö³ 

0M  â³äïîâ³äíî. 

Îçíà÷åííÿ 17.1. Âêàçàí³ íîðìàëüí³ ïåðåð³çè íàçâåìî ãîëî-
âíèìè ïåðåð³çàìè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M , à ¿¿ íîðìàëüí³ êðèâè-
íè â ö³é òî÷ö³, ùî â³äïîâ³äàþòü öèì ïåðåð³çàì, — ãîëîâíèìè 
êðèâèíàìè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M . 

Çàïèøåìî (17.2) ó âèãëÿä³ ð³âíîñò³ 

,sin
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~~ 2
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1 ϕ+ϕ= kkk       (17.3) 
ÿêó íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Åéëåðà, ùî ïîâ’ÿçóº êðèâèíó äîâ³ëüíî-
ãî íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  ç ¿¿ ãîëîâíèìè 
êðèâèíàìè â ö³é òî÷ö³. 

    Â îñîáëèâîìó âèïàäêó ( )21 λ=λ  ç ôîðìóëè (17.3) îäåð-

æóºìî, ùî ,
~

21 λ−=λ−=k  òîáòî êðèâèíè âñ³õ íîðìàëüíèõ ïåðåð³-

ç³â ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  îäíàêîâ³ ³ äîð³âíþþòü 1λ . Â öüîìó 

âèïàäêó 0M  áóäåìî íàçèâàòè òî÷êîþ çàîêðóãëåííÿ àáî îìá³ë³÷-
íîþ òî÷êîþ. 

Òåîðåìà 17.1. Îäíà ç ãîëîâíèõ êðèâèí ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 

0M  º ì³í³ìàëüíîþ, à äðóãà — ìàêñèìàëüíîþ â ìíîæèí³ âñ³õ ¿¿ 
íîðìàëüíèõ êðèâèí ó ö³é òî÷ö³. 

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, äëÿ îçíà÷åíîñò³, 12
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kk > . Ç ð³âíîñò³ 

ϕ−+= 2
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kkkk  âèïëèâàº, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 2
~~
kk =  

îäåðæóºòüñÿ ïðè 
2
π

=ϕ , à ì³í³ìàëüíå 1
~~
kk =  — ïðè 0=ϕ , çâ³äêè 

îäðàçó âèïëèâàº òâåðäæåííÿ òåîðåìè 17.1, îñê³ëüêè â îñîáëèâîìó 
âèïàäêó âñ³ íîðìàëüí³ êðèâèíè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  îäíàêîâ³. 

Çàóâàæèìî, ùî â îñíîâíîìó âèïàäêó, êîëè 1
~
k  ³ 2

~
k  íå º ÷èñ-

ëàìè ïðîòèëåæíèõ çíàê³â, òî êðèâèíè ãîëîâíèõ ïåðåð³ç³â ïîâåðõ-
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í³ Ô â òî÷ö³ 0M  º åêñòðåìàëüíèìè â ìíîæèí³ êðèâèí óñ³õ íîð-

ìàëüíèõ ïåðåð³ç³â ö³º¿ ïîâåðõí³ â ö³é òî÷ö³. ßêùî æ 1
~
k  ³ 2

~
k  ìà-

þòü  ïðîòèëåæí³ çíàêè, òî ì³í³ìàëüíà êðèâèíà íîðìàëüíîãî ïåðå-

ð³çó äîð³âíþº íóëåâ³, à ìàêñèìàëüíà — { }.~
,

~
max 21 kk . 

Òåîðåìà 17.2 (Ðîäð³ãà). Íàïðÿìîê 
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 ïîâåðõí³ 

Ô â òî÷ö³ 0M  º ãîëîâíèì òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè  
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 — íîðìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõí³ Ô â öüîìó íàïðÿìêó. 

Äîâåäåííÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé íàïðÿìîê dvdu :  íà ïîâåð-
õí³ Ô â òî÷ö³ 0M  ãîëîâíèé. Òîä³ â öüîìó íàïðÿìêó 

( ) rdrdAmd
rrv

λ== , äå λ  — âëàñíå ÷èñëî îñíîâíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ 

ïîâåðõí³ Ô â ö³é òî÷ö³. Àëå ç (17.2) âèïëèâàº, ùî k
~

−=λ , äå k
~

 
— ãîëîâíà êðèâèíà ö³º¿ ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M , ÿêà â³äïîâ³äàº öüî-
ìó ãîëîâíîìó íàïðÿìêó. 

Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé â íàïðÿìêó 
dv

du
 (àáî 

du

dv
) ïîâåðõí³ â 

òî÷ö³ 0M  ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü (17.4). Òîä³ ( ) rdkrdA
rr ~

−=  ³ öåé 

íàïðÿìîê º âëàñíèì íàïðÿìêîì îñíîâíî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ )(uA
r

 â 

òî÷ö³ 0M , ùî â³äïîâ³äàº ¿¿ âëàñíîìó çíà÷åííþ k
~

− . Çà îçíà÷åí-

íÿì öåé íàïðÿìîê º ãîëîâíèì íàïðÿìêîì ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M . 

Â îñîáëèâîìó âèïàäêó ôîðìóëà (17.4) ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâ³-
ëüíîãî íàïðÿìêó ïîâåðõí³ Ô â ö³é òî÷ö³. 

Îçíà÷åííÿ 17.2.  Äîáóòîê òà ï³âñóìó ãîëîâíèõ êðèâèí 
ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  íàçèâàþòü, â³äïîâ³äíî, ãàóñîâîþ (ïîâ-
íîþ) òà ñåðåäíüîþ ¿¿ êðèâèíîþ â ö³é òî÷ö³ ³ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç 
K òà H.        

Òåîðåìà 17.3.  Äëÿ ãàóñîâî¿ òà ñåðåäíüî¿  êðèâèí ïîâåðõí³ 
Ô â òî÷ö³ 0M  ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
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=        (17.6) 

äå êîåô³ö³ºíòè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì 21, JJ  îá÷èñëåíî â ö³é òî÷-
ö³.  

Äîâåäåííÿ.  Ôîðìóëó (17.4) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

( ),~
dvrdurkdvmdum vuvu

rrrr
+−=+  

äå 
dv

du
 âèçíà÷àº ãîëîâíèé íàïðÿìîê ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M . Äîì-

íîæèâøè îñòàííþ ð³âí³ñòü ñêàëÿðíî ïî ÷åðç³ íà âåêòîðè ur
r

 ³  vr
r

, 
îäåðæèìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 
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GdvFdukNdvMdu

FdvEdukMdvLdu
         (17.7) 

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
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Îñòàííÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü ìàº íåíóëüîâèé ðîçâ’ÿçîê { }dvdu, , ùî 

âèçíà÷àº ãîëîâíèé íàïðÿìîê ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M , îòæå, äåòå-
ðì³íàíò ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äîð³âíþº íóëåâ³: 

.0~~

~~
=

−−
−−

GkNFkM

FkMEkL
 

Â³äíîñíî k
~

 îäåðæàëè êâàäðàòíå ð³âíÿííÿ 

.0)(
~

)2(
~

)( 222 =−+−−+− MLNkLGENMFkFEG   (17.8) 
Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó Â³ºòà ³ îçíà÷åííÿ 17.2, îäåðæóºìî ôîðìóëè 
(17.5) òà (17.6), ùî çàê³í÷óº äîâåäåííÿ. 

Çàóâàæèìî, ùî ãîëîâí³ êðèâèíè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  º 
êîðåíÿìè ð³âíÿííÿ (17.8).  

Âèçíà÷èìî òåïåð ãîëîâí³ íàïðÿìêè ïîâåðõí³ Ô â ö³é òî÷ö³, 
òîáòî â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ dvdu :  àáî dudv : . Äëÿ öüîãî ïîâåðíå-
ìîñÿ äî ñèñòåìè ð³âíÿíü (17.7) ³ çàóâàæèìî, ùî îäíî÷àñíî 

FdvEdu +  òà GdvFdu +  íå ìîæóòü ïåðåòâîðþâàòèñÿ â íóëü, áî â 

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 0== dvdu , îñê³ëüêè 02 ≠− FEG . À du   
³ dv  îäíî÷àñíî â íóëü íå ïåðåòâîðþþòüñÿ. 
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Íåõàé, äëÿ îçíà÷åíîñò³, 0≠+ FdvEdu . Òîä³ ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ 

ñèñòåìè (17.7) çíàõîäèìî k
~

 ³ ï³äñòàâëÿºìî éîãî âèðàç ó äðóãå ð³âíÿí-
íÿ ö³º¿ ñèñòåìè. Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 

.0)()()( 22 =−+−+− dvNFMGdudvNELGduMELF  (17.9) 

ßêùî òî÷êà 0M  îìá³ë³÷íà, òî äîâ³ëüíèé íàïðÿìîê ïîâåðõí³ Ô â 
í³é ãîëîâíèé, òîáòî (17.9) º òîòîæí³ñòü, òîìó êîåô³ö³ºíòè ¿¿ äîð³-
âíþþòü íóëåâ³. Îòæå, ìàºìî ð³âíîñò³ 

,
G

N

F

M

E

L
==        (17.10) 

ÿê³ ñòàíîâëÿòü íåîáõ³äíó ³ äîñòàòíþ óìîâó îìá³ë³÷íîñò³ òî÷êè 0M . 

Íåõàé òî÷êà 0M  íå º îìá³ë³÷íîþ. Òîä³ õî÷ îäèí êîåô³ö³ºíò â 
ë³â³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (17.9) â³äì³ííèé â³ä íóëÿ. Íåõàé, äëÿ îçíà-
÷åíîñò³, 0≠− NFMG . Òîä³ ³ 0≠du , áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 

ç (17.9) ìàºìî, ùî ,0)( 2 =− dvNFMG  çâ³äêè 0=dv , ùî íåìîæ-

ëèâî. Ïîä³ëèìî ð³âíÿííÿ (17.9) íà 2du  ³ îäåðæèìî êâàäðàòíå 
ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ):( dvdu , ùî çîáîâ’ÿçàíå ìàòè äâà ä³éñí³ 
ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ é âèçíà÷àþòü ãîëîâí³ íàïðÿìè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 

0M . 
Àíàëîã³÷í³ ì³ðêóâàííÿ íåâàæêî ïðîâåñòè, ïðèïóñêàþ÷è, ùî 

â³äì³ííèé â³ä íóëÿ àáî êîåô³ö³ºíò MELF − , àáî êîåô³ö³ºíò 
NELG − . 

Çàóâàæèìî, ùî îìá³ë³÷íó òî÷êó, â ÿê³é íîðìàëüíà êðèâèíà ïî-
âåðõí³ äîð³âíþº íóëåâ³, íàçèâàþòü òî÷êîþ óïëîùåííÿ ïîâåðõí³. 

Îçíà÷åííÿ 17.3. Òî÷êó Φ∈0M  íàçâåìî åë³ïòè÷íîþ, ã³-
ïåðáîë³÷íîþ àáî ïàðàáîë³÷íîþ, ÿêùî ãàóñîâà êðèâèíà ïîâåðõí³ 
Ô â í³é , â³äïîâ³äíî, äîäàòíà, â³ä’ºìíà àáî äîð³âíþº íóëåâ³. 

×àñòêîâèì âèïàäêîì ïàðàáîë³÷íî¿ òî÷êè º òî÷êà óïëîùåííÿ, 
à ÷àñòêîâèì âèïàäêîì åë³ïòè÷íî¿ òî÷êè º îìá³ë³÷íà òî÷êà, ùî íå º 
òî÷êîþ óïëîùåííÿ. 

Îñê³ëüêè äèñêðèì³íàíò ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè çàâæäè 
äîäàòíèé, òî çíàê ãàóñîâî¿ êðèâèíè ïîâåðõí³ Ô âèçíà÷àºòüñÿ âè-

ðàçîì 2MLN −  (äèñêðèì³íàíò äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè).  
Â³äêëàäåìî â êîæíîìó íàïðÿìêó dvdu :  âåêòîð, äîâæèíà 

ÿêîãî äîð³âíþº 2
1~ −

k ,  äå k
~

 — íîðìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõí³ â 
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öüîìó íàïðÿìêó. Ìíîæèíó ê³íö³â öèõ â³äð³çê³â (êð³ì ïîëþñà Î) 
íàçèâàþòü ³íäèêàòðèñîþ êðèâèíè ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M  àáî 
³íäèêàòðèñîþ Äþïåíà â ö³é òî÷ö³. Çðîçóì³ëî, ùî ³íäèêàòðèñà 
íàëåæèòü ïëîùèí³ ω  (äèâ. ïàðàãðàô 16). 

Òåîðåìà 17.4. Iíäèêàòðèñà Äþïåíà º åë³ïñ â åë³ïòè÷í³é 
òî÷ö³, ïàðà ñïðÿæåíèõ ã³ïåðáîë — â ã³ïåðáîë³÷í³é òî÷ö³ òà ïà-
ðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ — â ïàðàáîë³÷í³é òî÷ö³, ÿêà íå º òî÷-
êîþ óïëîùåííÿ. 

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ó ïëîùèí³ ω  àô³ííó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç 
ïî÷àòêîì â ïîëþñ³ Î, âèçíà÷èâøè  êîîðäèíàòí³ îñ³  âåêòîðàìè ur

r
 ³ 

vr
r

, âçÿâøè ¿õ çà áàçèñí³ âåêòîðè. Íåõàé õ òà ó — êîîðäèíàòè òî÷êè 

Ð ³íäèêàòðèñè, ÿêà â³äïîâ³äàº íàïðÿìêó dvdu : . Öüîìó æ íàïðÿìêó 
â³äïîâ³äàº òî÷êà ),( yxP −−′ , òîáòî ³íäèêàòðèñà Äþïåíà º öåíòðàëü-
íîþ ô³ãóðîþ. Ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü 

,~
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k
ryrx vu  

äå r
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 — îðò âåêòîðà OP  äîð³âíþº àáî 

dvrdur

dvrdur
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vu rr
rr

+
+

, àáî ïðîòèëå-

æíîìó éîìó âåêòîðó. Â îáîõ âèïàäêàõ vyux :: = , òîìó ñïðàâ-
äæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
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22
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NyMxyLx

GyFxyEx

NdvMdudvLdu

GdvFdudvEdu
GyFxyEx
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++
=
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++
=++ . 

Çâ³äñè îäåðæóºìî íàñòóïíå ð³âíÿííÿ 

 .12 22 =++ NyMxyLx     (17.11) 

Íàâïàêè, ÿêùî êîîðäèíàòè òî÷êè ω∈0P  çàäîâîëüíÿþòü 
îñòàíí³ ð³âíÿííÿ, òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî âîíà íàëåæèòü 
³íäèêàòðèñ³ Äþïåíà â òî÷ö³ 0M , òîáòî öå ð³âíÿííÿ ³ º ð³âíÿííÿì 
³íäèêàòðèñè. 

Ç êóðñó àíàë³òè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ â³äîìî, ùî îñòàíí³ì ð³âíÿííÿì 
âèçíà÷àºòüñÿ: 

à) åë³ïñ, ÿêùî  02 >δ=− MLN ; 
á) ïàðà ñïðÿæåíèõ ã³ïåðáîë, ÿêùî  0<δ ; 
в)  пара паралельних прямих, якщо 0=δ .                            
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Âïðàâè 

1. Çíàéòè ãîëîâí³ íàïðÿìêè, ãîëîâí³ êðèâèíè, ãàóñîâó òà ñåðåäíþ 
êðèâèíè ïîâåðõí³ (ïðÿìîãî ãåë³êî¿äà), âèçíà÷åíî¿ âåêòîðíèì ð³â-

íÿííÿì kavjvuivur
rrrr

++= coscos  â äîâ³ëüí³é òî÷ö³. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü çàäà÷åþ 1 ç ïàðàãðàôó 15, âèïèñó-
ºìî êîåô³ö³ºíòè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì 1J  òà 2J  : 
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Öå îçíà÷àº, ùî ïðè constu = , òîáòî íà v -êðèâ³é ïðÿìîãî ãåë³-
êî¿äà, ùî º ãâèíòîâîþ ë³í³ºþ, ãàóñîâà êðèâèíà ïîâåðõí³ º ñòàëå ÷èñ-
ëî.  Ñåðåäíÿ êðèâèíà 0=H .  

Ãîëîâí³ êðèâèíè øóêàºìî ç ð³âíÿííÿ (17.8): 
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Ãîëîâí³ íàïðÿìêè øóêàºìî ç ð³âíÿííÿ (17.9): 

( )
,02

22

22
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22
=

+
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+
dv

au

aau
du

au

a
 çâ³äêè ( ) ,2222 dvaudu +=  òîáòî 

â³äíîøåííÿ 22 vu
dv

du
+±=  âèçíà÷àþòü äâà ãîëîâíèõ íàïðÿìêè. 

2. Îá÷èñëèòè ãàóñîâó òà ñåðåäíþ êðèâèíè â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³, 
ÿêà âèçíà÷åíà â îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì ),( yxfz = . Ïî-
êàçàòè, ùî ÿêùî ¿¿ äðóãà êâàäðàòè÷íà ôîðìà º òîòîæíèé íóëü, òî 
öÿ ïîâåðõíÿ º àáî ïëîùèíîþ, àáî ÷àñòèíîþ ïëîùèíè. 

3. Îá÷èñëèòè ãîëîâí³ êðèâèíè òà ãîëîâí³ íàïðÿìêè ïîâåðõí³, ùî çà-
äàíà â îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì xyz = , â òî÷ö³ 

)1,1,1(0M . 

4. Äîâåñòè, ùî â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³, âèçíà÷åíî¿ â äåÿêîìó îðòîíî-
ðìîâàíîìó ðåïåð³ ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿííÿìè vux cos= , 

vuy sin= , uz λ=  îäíèì ç ãîëîâíèõ ïåðåð³ç³â º ïðÿìà. 
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5. Çíàéòè ãàóñîâó êðèâèíó â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³, óòâîðåíî¿: 

à) ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè; 
á) á³íîðìàëÿìè ðåãóëÿðíî¿ ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ áåç òî÷îê ðîç-

ïðÿìëåííÿ. 

6. Îá÷èñëèòè ïîâíó ³ ñåðåäíþ êðèâèíè ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ â äîâ³ëü-
í³é òî÷ö³. 

Âêàç³âêà. Ïîâåðí³òüñÿ äî çàäà÷³ 2 ç ïàðàãðàôó 15 ³ âèêîðèñòàé-
òå ôîðìóëó (17.5).  Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî 
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    Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüî¿ êðèâèíè âèêîðèñòàéòå ôîðìóëó (17.6). 

7. Îá÷èñëèòè ãàóñîâó êðèâèíó ïñåâäîñôåðè â äîâ³ëüí³é òî÷ö³. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàºìîñü çàäà÷åþ 3 ç ïàðàãðàôó 15 òà ïîïå-
ðåäíüîþ çàäà÷åþ. Îäåðæóºìî, ùî 
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1

222

2 π
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8. Êàòåíî¿äîì íàçèâàþòü ïîâåðõíþ, ÿêà îäåðæóºòüñÿ ïðè îáåðòàíí³ ëàí-
öþãîâî¿ ë³í³¿ íàâêîëî îñ³ ÎÕ (äèâèñü çàäà÷ó 7 ç ïàðàãðàôó 3). Çíàé-
òè ñåðåäíþ êðèâèíó ö³º¿ ïîâåðõí³ â äîâ³ëüí³é òî÷ö³. 

9. Ïîêàçàòè, ùî îìá³ë³÷í³ òî÷êè ïîâåðõí³, âèçíà÷åíî¿ ð³âíÿííÿì 

,
22

22
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uiv
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rrrr
+










++










+=  

íàëåæàòü êðèâèì, ùî âèçíà÷àþòüñÿ íà ö³é ïîâåðõí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿìè vu =  òà 01 =++ vu . 

10. Íà ïîâåðõí³, ð³âíÿííÿ ÿêî¿ ( ) ( ) kuvjvuivur
rrrr

+−++= 2222 ,  çà-

äàíî òî÷êó )1,1(0 == vuM . Îá÷èñëèòè ãîëîâí³ êðèâèíè ö³º¿ ïî-

âåðõí³ â òî÷ö³ 0M , âèïèñàòè ð³âíÿííÿ äîòè÷íèõ äî ¿¿ ãîëîâíèõ 
ïåðåð³ç³â â ö³é òî÷ö³, çíàéòè êðèâèíó íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó â òî-
÷ö³ 0M  ïëîùèíîþ, ùî ì³ñòèòü äîòè÷íó äî êðèâî¿, âèçíà÷åíî¿ íà 

ïîâåðõí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì 2uv = . 

11. Äîâåñòè, ùî ºäèíîþ ïîâåðõíåþ ç íåíóëüîâîþ ãàóñîâîþ êðèâè-
íîþ, âñ³ òî÷êè ÿêî¿ îìá³ë³÷í³, º ñôåðà àáî ÷àñòèíà ñôåðè. 
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé 0M  — äîâ³ëüíà òî÷êà ñôåðè. Äîâ³ëüíèé 
íîðìàëüíèé ïåðåð³ç ñôåðè â ö³é òî÷ö³ º âåëèêå êîëî ñôåðè, à êðèâè-
íà êîëà â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ º âåëè÷èíà, îáåðíåíà äî éîãî ðàä³óñó. Îò-
æå, êðèâèíè âñ³õ íîðìàëüíèõ ïåðåð³ç³â â òî÷ö³ 0M  îäíàêîâ³ ³ äîð³â-

íþþòü 
R

1
, äå R — ðàä³óñ ñôåðè. Òî÷êà 0M  îìá³ë³÷íà ³ ãàóñîâà êðè-

âèíà ñôåðè â í³é äîð³âíþº 
2

1

R
. 

Íàâïàêè, íåõàé äîâ³ëüíà òî÷êà ),(0 vuM  ïîâåðõí³ Ô îìá³ë³÷íà. 

Òîä³ ç óìîâè (17.10) âèïëèâàº, ùî ³ñíóº òàêèé ñêàëÿð ),( vuλ , ùî 

EL λ= , FM λ= , GN λ= . Òîä³ ,2
uuu rrm
rrr

λ=− ,vuvu rrrm
rrrr

λ=−  àáî 

( ) ( ) .0,0 =λ+=λ+ vuuuuu rrmrrm
rrrrrr

 Âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü 

( ) ,0=λ+ mrm uu
rrr

 одержуºмо, що вектор 0
rrr

=λ+ uu rm . Аналог³чно пере-

конуºмось, що й 0
rrr

=λ+ vv rm . Таким чином, 
., vvuu rmrm

rrrr
λ−=λ−=    (17.12) 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ïåðøå ç äâîõ îñòàíí³õ ð³âíÿíü ïî v , à äðóãå 
ïî u , îäåðæóºìî ð³âíîñò³ 

,, vuvuvuuvuvuv rrmrrm
rrrrrr

λ−λ−=λ−λ−=  

çâ³äêè 0=λ−λ vuuv rr
rr

. ßêùî á uλ  àáî vλ  áóëè â³äì³íí³ â³ä íóëÿ, 

òî âåêòîðè ur
r

 ³ vr
r

 áóëè á êîë³íåàðí³, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, 

0≠=λ const . 
Iíòåãðóþ÷è ð³âíÿííÿ (17.12), îäåðæóºìî âåêòîðíå ð³âíÿííÿ  

( )
2

2
0

1

λ
=− rr

rr
, ÿêå âèçíà÷àº ñôåðó. 

12. Äîñë³äèòè ôîðìó ïîâåðõí³ â îêîë³ ¿¿ åë³ïòè÷íî¿, ã³ïåðáîë³÷íî¿ òà 
ïàðàáîë³÷íî¿ òî÷îê. 

13. Âèçíà÷èòè ìíîæèíó ïàðàáîë³÷íèõ òî÷îê íà ïîâåðõí³, ð³âíÿííÿ 

ÿêî¿ kvujuvivur
rrrr

)()( 33 ++++= . 
14. Ç’ÿñóâàòè òèïè òî÷îê íà òðüîõâ³ñíîìó åë³ïñî¿ä³ òà ã³ïåðáîë³÷íîìó 

ïàðàáîëî¿ä³. 

15. Â îðòîíîðìîâàíîìó ðåïåð³ ð³âíÿííÿì 22

2

9
2 yxz +=  çàäàíî ïî-

âåðõíþ. Âèïèñàòè ð³âíÿííÿ ¿¿ ³íäèêàòðèñè Äþïåíà â òî÷ö³ 
)0,0,0(0M . 
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§ 18. ÄÅßÊ² ÑÏÅÖ²ÀËÜÍ² Ë²Í²¯ ÍÀ ÏÎÂÅÐÕÍ² (Ë²Í²¯ 
ÊÐÈÂÈÍÈ, ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×Í² ÒÀ ÃÅÎÄÅÇÈ×Í² Ë²Í²¯). 
ÑÏÐßÆÅÍ² Ñ²ÒÊÈ  

Ïðîäîâæèìî âèâ÷åííÿ ò³º¿ æ ïîâåðõí³ Ô, ùî é ó ïîïåðå-
äíüîìó ïàðàãðàô³. 

Îçíà÷åííÿ 18.1. Ë³í³ºþ êðèâèíè íà ïîâåðõí³ Ô íàçè-
âàþòü òàêó êðèâó, â êîæí³é òî÷ö³ ÿêî¿ äîòè÷íà äî íå¿ íà-
ïðÿìëåíà âçäîâæ îäíîãî ç ãîëîâíèõ íàïðÿìê³â ïîâåðõí³ Ô â 
ö³é òî÷ö³. 

Íàãàäàºìî, ùî ãîëîâí³ íàïðÿìêè â òî÷ö³ Φ∈0M  íå âèçíà÷å-
í³ â äâîõ âèïàäêàõ:  

à) ÿêùî 0M  òî÷êà óïëîùåííÿ (ó í³é âñ³ íîðìàëüí³ êðèâèíè ïîâå-
ðõí³ äîð³âíþþòü íóëþ ³ äîâ³ëüíèé íàïðÿìîê º ãîëîâíèì);  

á) ÿêùî 0M  îìá³ë³÷íà òî÷êà, ùî íå º òî÷êîþ óïëîùåííÿ (â ö³é 
òî÷ö³ ³íäèêàòðèñà Äþïåíà º êîëî, äîâ³ëüíèé íàïðÿìîê òåæ º 
ãîëîâíèì). 

Ãîëîâí³ íàïðÿìêè â òî÷ö³ 0M  âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿì 
(17.9), îòæå, ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî, ùîá ðåãóëÿðíà 
êðèâà ))(),((: tvturrl

rr
=  äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïîâåðõí³ Ô áóëà ë³-

í³ºþ êðèâèíè, íåîáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá äèôåðåíö³àëè dvdu,   
âçäîâæ íå¿ â êîæí³é ¿¿ òî÷ö³ çàäîâîëüíÿëè ð³âíÿííÿ (17.9), äå êî-
åô³ö³ºíòè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì 1J  ³ 2J   âçÿòî â ö³é òî÷ö³, òîáòî 
(17.9) ñòàº äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì, ùî çâîäèòüñÿ äî äâîõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèäó 

),(),,( 21 vuf
dv

du
vuf

dv

du
==  

(çàì³ñòü 
dv

du
 ìîæå ñòîÿòè 

du

dv
 â çàëåæíîñò³ â³ä òîãî, ÿêèé ç äèôå-

ðåíö³àë³â dv  àáî du  íå ïåðåòâîðþºòüñÿ â íóëü). Ç òåîð³¿ äèôåðå-
íö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äîìî, ùî ó âèïàäêó ãëàäêèõ ôóíêö³é ),(1 vuf  

³ ),(2 vuf ÷åðåç êîæíó òî÷êó Φ∈),(0 vuM  ïðîõîäèòü ºäèíà ³íòåã-
ðàëüíà êðèâà ïåðøîãî òà ºäèíà ³íòåãðàëüíà êðèâà äðóãîãî ç öèõ 
ð³âíÿíü. Òàêèì ÷èíîì, ë³í³¿ êðèâèíè ïîâåðõí³ Ô óòâîðþþòü íà 
í³é îðòîãîíàëüíó ñ³òêó, îñê³ëüêè äâ³ ë³í³¿ êðèâèíè, ùî ì³ñòÿòü 
òî÷êó 0M , îðòîãîíàëüí³ â ö³é òî÷ö³. 
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Òåîðåìà 18.1. Äëÿ òîãî, ùîá êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ 
Ô, ÿêà íå ì³ñòèòü îìá³ë³÷íèõ òî÷îê, ñï³âïàäàëà ç ¿¿ ñ³òêîþ ë³-
í³é êðèâèíè, íåáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá êîåô³ö³ºíòè F i M  ïåðøî¿ 
òà äðóãî¿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ö³º¿ ïîâåðõí³ òîòîæíî äîð³âíþ-
âàëè íóëþ.      

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé 0),(),( == vuMvuF . Òîä³ 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ âèäó (17.9) íàáèðàº âèãëÿäó 

( ) .0),(),(),(),( =⋅− dvduvuEvuNvuGvuL  
Îñê³ëüêè âñ³ òðè êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ (17.9) íå ïåðåòâîðþþòüñÿ 
â íóëü îäíî÷àñíî, òî ð³çíèöÿ ),(),(),(),( vuEvuNvuGvuL −  â íóëü 

íå ïåðåòâîðþºòüñÿ, îòæå 0=dudv . 
Ð³âíÿííÿìè 0=du  òà 0=dv  âèçíà÷àºòüñÿ êîîðäèíàòíà ñ³òêà 

ïîâåðõí³ Ô. 

Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé êîîðäèíàòí³ ë³í³¿ ïîâåðõí³ Ô º ¿¿ ë³í³-
ÿìè êðèâèíè. Òîä³ âçäîâæ íèõ òîòîæíî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
(17.9), ÿêà âçäîâæ u-êðèâèõ ìàº âèãëÿä 0=− MELF , à âçäîâæ  
v-êðèâèõ — 0=− NFMG  â³äïîâ³äíî. Äâà îñòàíí³ ð³âíÿííÿ óòâî-
ðþþòü îäíîð³äíó ñèñòåìó â³äíîñíî ),(),,( vuMvuF . Äåòåðì³íàíò 

îñòàííüî¿ äîð³âíþº ),(),(),(),( vuEvuNvuGvuL − . ßêùî ïðèïóñòè-

òè, ùî â äåÿê³é òî÷ö³ ),(  ),( vuFvu  ³ ),( vuM  íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â 
íóëü îäíî÷àñíî, òî â í³é ïîâèíåí ïåðåòâîðþâàòèñÿ â íóëü öåé äåòåð-
ì³íàíò, ùî íåìîæëèâî, áî òîä³ â ö³é òî÷ö³ íóëÿìè º âñ³ òðè êîåô³ö³º-
íòè ð³âíÿííÿ (17.9). Òåîðåìà äîâåäåíà.            

Îçíà÷åííÿ 18.2. Íàïðÿìîê dvdu :  (àáî dudv : ) íà ïîâå-
ðõí³ Ô â òî÷ö³ ),(0 vuM  íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íèì, ÿêùî íîð-
ìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõí³ â öüîìó íàïðÿìêó äîð³âíþº íóëåâ³. 
Êðèâó íà ïîâåðõí³ íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íîþ ë³í³ºþ, ÿêùî íà-
ïðÿìîê ¿¿ äîòè÷íî¿ ó êîæí³é òî÷ö³ º àñèìïòîòè÷íèì äëÿ ö³º¿ 
ïîâåðõí³. 

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åíü 18.2 ³ 17.3 âèïëèâàº, ùî â åë³ïòè÷-
í³é òî÷ö³ ïîâåðõí³ àñèìïòîòè÷íîãî íàïðÿìêó íå ³ñíóº, â ã³ïåðáî-
ë³÷í³é òî÷ö³ ³ñíóº äâà àñèìïòîòè÷íèõ íàïðÿìêè, â ïàðàáîë³÷í³é 
òî÷ö³ — îäèí. Â òî÷ö³ óïëîùåííÿ äîâ³ëüíèé íàïðÿìîê º àñèìïòî-
òè÷íèì. 

Ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (17.1) îäðàçó îäåðæóºìî äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ë³í³é 

.0),(),(2),( 22 =++ dvvuNdudvvuMduvuL    (18.1) 
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Òåîðåìà 18.2. Äëÿ òîãî, ùîá êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ 
Ô, ÿêà íå ì³ñòèòü îìá³ë³÷íèõ òî÷îê, ñï³âïàäàëà ç ñ³òêîþ ¿¿ àñèì-
ïòîòè÷íèõ ë³í³é, íåîáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá êîåô³ö³ºíòè L ³ N ¿¿ 
äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè òîòîæíî äîð³âíþâàëè íóëþ. 

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòí³ñòü. Íåõàé 0),(),( == vuNvuL . Òîä³ 

(18.1) çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ 0),( =dudvvuM . ßêùî á â äåÿê³é 

òî÷ö³ ),( vu  êîåô³ö³ºíò Ì ïåðåòâîðèâñÿ â íóëü, òî â ö³é òî÷ö³ íó-
ëÿìè áóëè á óñ³ êîåô³ö³ºíòè äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè, òîáòî öÿ 
òî÷êà áóëà á îìá³ë³÷íîþ (òî÷êîþ óïëîùåííÿ). Òîä³ .0=dudv  

Необх³дн³сть. Якщо координатн³ крив³ поверхн³ Ô º асимптотич-
ними л³н³ями, то вздовж них виконуºться умова (18.1). Використовуючи 
¿¿ для u-криво¿, одержуºмо 0),( =vuL . Аналог³чно, для v-криво¿ 

0),( =vuN , що завершуº доведення теореми. 

Îçíà÷åííÿ 18.3. Ãåîäåçè÷íîþ êðèâèíîþ gk  êðèâî¿ l íà ïî-

âåðõíi Ô â òî÷ö³ lvuM ∈),(0  íàçèâàþòü êðèâèíó â ö³é òî÷ö³ 

îðòîãîíàëüíî¿ ïðîåêö³¿ gl  ö³º¿ êðèâî¿ íà äîòè÷íó ïëîùèíó α  äî 

ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M . 

Îçíà÷åííÿ 18.4. Êðèâó íà ïîâåðõí³ Ô íàçèâàþòü ãåîäåçè-
÷íîþ ë³í³ºþ, ÿêùî â êîæí³é ¿¿ òî÷ö³ ãåîäåçè÷íà êðèâèíà äîð³â-
íþº íóëþ. 

Ñôîðìóëþºìî ïðîñòó îçíàêó, ÿêà ³íîä³ äàº ìîæëèâ³ñòü ðîç-
ï³çíàòè ãåîäåçè÷íó ë³í³þ íà ïîâåðõí³. 

Òåîðåìà 18.3. Äëÿ òîãî, ùîá êðèâà l áóëà ãåîäåçè÷íîþ ë³-
í³ºþ ïîâåðõí³ Ô, íåîáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá ¿¿ ãîëîâíà íîðìàëü â 
êîæí³é òî÷ö³, äå êðèâèíà êðèâî¿ â³äì³ííà â³ä íóëÿ, ñï³âïàäàëà ç 
íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³ â ö³é òî÷ö³. 

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñò³ ñêîðèñòàºìîñÿ ðèñóíêîì 27, íà 
ÿêîìó øòðèõîâêîþ çîáðàæåíî ïîâåðõíþ Ô*, ùî º ïðîåêòóþ÷îþ 
öèë³íäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ êðèâî¿ l íà ïëîùèíó α  â îêîë³ òî÷êè 

0M , )( 1TT  — äîòè÷íà äî êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M .  
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Íåõàé, äëÿ 
îçíà÷åíîñò³, êóò 
θ  ì³æ îäèíè÷íèì 
âåêòîðîì íîðìàë³ 
äî ïîâåðõí³ â òî-
÷ö³ 0M  ³   
îäèíè÷íèì 
âåêòîðîì n

r
 

ãîëîâíî¿ íîðìàë³ 
êðèâî¿ l â ö³é 
òî÷ö³ ãîñòðèé ³ ³ γC  — öåíòð êðèâèíè êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M . Ñïðîåêòóâàâøè îðòî-

ãîíàëüíî òî÷êó гC  íà ïëîùèíó α , îäåðæèìî òî÷êó G. Â îêîë³ 

òî÷êè 0M  êðèâ³ l òà gl  ëåæàòü íà ïîâåðõí³ Ô* ³ ìàþòü ñï³ëüíó 

äîòè÷íó 1TT  â òî÷ö³ 0M , ïðè÷îìó êðèâà gl  º íîðìàëüíèì ïåðåð³-

çîì  ïîâåðõí³ Ô* â ö³é òî÷ö³ â íàïðÿìêó äîòè÷íî¿ 1TT , à ïðÿìà 

GM0  º íîðìàëëþ äî ö³º¿ ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M . Òîä³ θ⋅ sinlk  — 

íîðìàëüíà êðèâèíà ïîâåðõí³ Ô* â òî÷ö³ 0M  â íàïðÿìêó äîòè÷íî¿ 

1TT , ÿêùî íàïðÿì íà ïðÿì³é GM0  çàäàòè íàïðÿìëåíèì â³äð³çêîì 

GM0 . Çà òåîðåìîþ Ìåíüº  êðèâèíà θ⋅= sinlg kk . Îòæå, ùîá 

êðèâèíà gk  äîð³âíþâàëà íóëåâ³, íåîáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá 

,0sin =θ  òîáòî, ùîá êóò 0=θ , ùî çàê³í÷óº äîâåäåííÿ.  
Çàóâàæèìî, ùî äîâ³ëüíà ïðÿìà, ÿêà ëåæèòü íà ïîâåðõí³ Ô, º 

¿¿ ãåîäåçè÷íîþ ë³í³ºþ. 
Çíàéäåìî ãåîäåçè÷íó êðèâèíó gk  êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M . Ïðè-

ïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî öÿ êðèâà çàäàíà â ïðèðîäí³é ïàðàìåòðèçà-
ö³¿. Òîä³ ϕ= coslg kk , äå ϕ  — êóò ì³æ ãîëîâíèìè íîðìàëÿìè êðè-

âèõ l òà gl  â òî÷ö³ 0M . Íà ðèñ. 27 θ−
π

=ϕ
2

. Çâ³äñè 

( )mrrkg
r&r&&r ,,=        (18.2) 

Ïåðåéäåìî äî äîâ³ëüíî¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ êðèâî¿ l, ââàæàþ÷è, ùî 
âåêòîðè r ′

r
 òà r&

r
 îäíàêîâî íàïðÿìëåí³. Ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
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ç ÿêèõ, âðàõóâàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (18.2), îäåðæóºìî, ùî 

( ),,,
1
3

mrr
r

kg
rrr

r ′′′
′

=      (18.3) 

äå äèôåðåíö³þâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî àðãóìåíòó t.  
Ôîðìóëà (18.3) îäðàçó ïðèâîäèòü äî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-

íÿííÿ ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿: 
[ ]( ) .0))(),(()),(),(()),(),(()),(),(( =′′′ tvturtvturtvturtvtur vu

rrrr
 (18.4) 

Ìîæíà äîâåñòè (äèâ., íàïðèêëàä, [8]), ùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó 
ïîâåðõí³ Ô â äîâ³ëüíîìó íàïðÿìêó ìîæíà ïðîâåñòè ³ äî òîãî æ 
ºäèíó ãåîäåçè÷íó ë³í³þ. 

Îçíà÷åííÿ 18.4. Äâà íàïðÿìêè íà ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 

0M  íàçèâàþòü ñïðÿæåíèìè, ÿêùî ïðÿì³, ÿê³ âèçíà÷àþòü ö³ íà-
ïðÿìêè ³ ïðîõîäÿòü ÷åðåç ïîëþñ Î, º ñïðÿæåíèìè ä³àìåòðàìè 
³íäèêàòðèñè Äþïåíà ö³º¿ ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M . 

Âðàõîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (17.11) òà â³äîìó ç êóðñó àíàë³òè÷íî¿ 
ãåîìåòð³¿ óìîâó ñïðÿæåíîñò³ äâîõ ä³àìåòð³â àëãåáðà¿÷íî¿ êðèâî¿ 
äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ìàþòü íàïðÿìêè dvdu :  òà 11 : dvdu , âèïè-
øåìî íåîáõ³äíó ³ äîñòàòíþ óìîâó ñïðÿæåíîñò³ öèõ íàïðÿìê³â íà 
ïîâåðõí³ Ô â òî÷ö³ 0M :  

0)( 1111 =+++ dvdvdvdududvMLdudu . 

Íåõàé äâ³ ñ³ì’¿ êðèâèõ íà ïîâåðõí³ óòâîðþþòü ñ³òêó, òîáòî 
÷åðåç êîæíó òî÷êó ö³º¿ ïîâåðõí³ ïðîõîäèòü ïî îäí³é êðèâ³é êîæ-
íî¿ ç öèõ ñ³ìåé. 

Öþ ñ³òêó íàçèâàþòü ñïðÿæåíîþ, ÿêùî áóäü-ÿê³ äâ³ ¿¿ êðèâ³, 
ùî íàëåæàòü ð³çíèì ñ³ìåéñòâàì, â êîæí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³ âè-
çíà÷àþòü ñïðÿæåí³ íàïðÿìêè. 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîëè êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ Ô º 
ñïðÿæåíîþ, òî êîåô³ö³ºíò ),( vuM  äðóãî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè ö³º¿ 
ïîâåðõí³ º òîòîæíèé íóëü. 



Òåîð³ÿ åëåìåíòàðíèõ ïîâåðõîíü 

Âïðàâè 

1. Ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè êîîðäèíàòíà ñ³òêà ïîâåðõí³ Ô áåç 
îìá³ë³÷íèõ òî÷îê º ñ³òêîþ ë³í³é êðèâèíè, òî öÿ ñ³òêà îðòîãîíàëüíà 
³ ñïðÿæåíà. 

2. Äîâåñòè, ùî íà ïëîùèí³ òà ñôåð³ äîâ³ëüíà ãëàäêà êðèâà º ë³í³ºþ 
êðèâèíè. 

3. Çíàéòè ë³í³¿ êðèâèíè ïðÿìîãî ãåë³êî¿äà (äèâ. âïðàâó 1 ç § 17). 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèïèñóºìî ð³âíÿííÿ ë³í³é êðèâèíè âèäó (17.9): 

,0)( 2222 =−+ dudvua  

çâ³äêè ìàºìî: cauuv +





 ++±= 22ln , äå ñ — äîâ³ëüíà ñòàëà. 

4. Çíàéòè ë³í³¿ êðèâèíè äîâ³ëüíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³. 

5. Ïîêàçàòè, ùî êîîðäèíàòí³ ë³í³¿ ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ (äèâ. âïðàâó 2 
ç § 15) º ¿¿ ë³í³ÿìè êðèâèíè. 

Âêàç³âêà. Êîåô³ö³ºíòè L ³ M êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ö³º¿ ïîâåðõí³, 
ùî âèçíà÷åíà ð³âíÿííÿì (12.7), â óñ³õ ¿¿ òî÷êàõ äîð³âíþþòü íóëþ. 

6. Äîâåñòè, ùî íà ïîâåðõí³, âñ³ òî÷êè ÿêî¿ ã³ïåðáîë³÷í³, àñèìïòîòè÷í³ 
ë³í³¿ óòâîðþþòü ñ³òêó. 

7. Äëÿ òîãî, ùîá êðèâà íà ïîâåðõí³ áóëà àñèìïòîòè÷íîþ ë³í³ºþ, íå-
îáõ³äíî ³ äîñèòü, ùîá âîíà áóëà àáî ïðÿìîþ, àáî ìàëà â êîæí³é 
òî÷ö³ äîòè÷íó ïëîùèíó äî ïîâåðõí³ ñâîºþ ñòè÷íîþ ïëîùèíîþ. 
Äîâåñòè.   

8. Ñêëàñòè ð³âíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ë³í³é ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ. 

9. Çíàéòè àñèìïòîòè÷í³ ë³í³¿ êàòåíî¿äà (äèâ. âïðàâó 8 ç § 17). 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàïèøåìî âåêòîðíå ð³âíÿííÿ êàòåíî¿äà ó âèãëÿä³ 

ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ: kujvchuivchur
rrrv

++= sincos . Çíàõî-
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Âèïèñóºìî ð³âíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ë³í³é ó âèãëÿä³ (18.1): 

,002 22 =+⋅+− dvdudvdu  çâ³äêè .constvu =±  

10. Ïîêàçàòè, ùî àñèìïòîòè÷íèìè ë³í³ÿìè ïðÿìîãî ãåë³êî¿äà º ïðÿ-
ìîë³í³éí³ òâ³ðí³ òà ¿õ îðòîãîíàëüí³ òðàºêòîð³¿ — ãâèíòîâ³ ë³í³¿. 

11. Ïîêàçàòè, ùî ïîâåðõíÿ, íà ÿê³é äîâ³ëüíà ðåãóëÿðíà êðèâà º àñè-
ìïòîòè÷íîþ ë³í³ºþ, º àáî ïëîùèíà, àáî ÷àñòèíà ïëîùèíè. 

12. Çíàéòè ãåîäåçè÷í³ ë³í³¿ íà ñôåð³. 

13. Ïîêàçàòè, ùî ñ³òêà ë³í³é êðèâèíè íà ïîâåðõí³ º ñïðÿæåíîþ ñ³ò-
êîþ. 

14. Â òî÷ö³ )1,1,1(0M  ïîâåðõí³, ùî âèçíà÷åíà â îðòîíîðìîâàíîìó ðå-

ïåð³ ð³âíÿííÿì ,1=xyz  çíàéòè íàïðÿìîê, ñïðÿæåíèé ç íàïðÿì-

êîì ).1,2,1( −=a
r

 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ìàþòü ì³ñöå ð³âíîñò³: 
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Çíà÷åííÿ ì³øàíèõ äîáóòê³â 

( ) ( ) ( )
3223
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â òî÷ö³ 0M  â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü 2, 1, 2. Óìîâà ñïðÿæåíîñò³ íà-

ïðÿìê³â âèãëÿäàº òàê:  

( ) .022 1111 =+++ dydydydxdxdydxdx  

Äëÿ íàïðÿìêó 2  )1,2,1( −=−=
dx

dy
a
r

, òîáòî ñïðÿæåíèé íàïðÿìîê 
1

1

dx

dy
 

çíàõîäèìî ç ð³âíÿííÿ 
.04)2(2 1111 =−−+ dydxdydx  

Îäåðæóºìî, ùî ,0
1

1 =
dx

dy
 òîáòî äëÿ âåêòîðà ,b

r
 ÿêèé âèçíà÷àº ñïðÿ-

æåíèé íàïðÿìîê, ìîæíà ïîêëàñòè 0,1 == yx , Òðåòþ êîîðäèíàòó 

çíàõîäèìî ç óìîâè ïàðàëåëüíîñò³ âåêòîðà b
r

  äî äîòè÷íî¿ ïëîùèíè 



Òåîð³ÿ åëåìåíòàðíèõ ïîâåðõîíü 

ïîâåðõí³ â òî÷ö³ 0M . Ãðàä³ºíò )1,1,1(
0

=∇
M

F
r

 ïåðïåíäèêóëÿðíèé 

âåêòîðó b
r

, çâ³äêè çíàõîäèìî òðåòþ êîîðäèíàòó 1−=z . Îòæå, âåê-

òîð )1,0,1( −=b
r

 âèçíà÷àº øóêàíèé íàïðÿìîê.        

15. Ñêëàñòè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ñ³ì’¿ êðèâèõ íà ïîâåðõí³ Ô, 
ùî óòâîðþþòü ñïðÿæåíó ñ³òêó ç ñ³ì’ºþ êîîðäèíàòíèõ ë³í³é 

).(  constvconstu ==  

16. Äîâåñòè, ùî êðèâ³, âèçíà÷åí³ ð³âíÿííÿì 2222 dvuduv −  íà ïðÿ-
ìîìó ãåë³êî¿ä³, óòâîðþþòü ñïðÿæåíó ñ³òêó.  

17. Ñêëàñòè äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ñ³ì’¿ êðèâèõ íà ïîâåðõí³ Ô, 
ùî óòâîðþþòü ñïðÿæåíó ñ³òêó ç ñ³ì’ºþ ë³í³é cvu =ϕ ),( . 

Âêàç³âêà. Óìîâó ñïðÿæåíîñò³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
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1

1

1 =+
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1  ³ ï³äñòàâëÿºìî â ïîïåðåäíº ð³âíÿííÿ. 
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§ 19. ÂÍÓÒÐ²ØÍß ÃÅÎÌÅÒÐ²ß ÏÎÂÅÐÕÍ² 

Âíóòð³øíÿ ãåîìåòð³ÿ ïîâåðõí³ âèâ÷àº ò³ âëàñòèâîñò³ ö³º¿ 
ïîâåðõí³, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ¿¿ ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ. 
Ñþäè, ÿê ìè áà÷èëè, íàëåæàòü çàäà÷³ ïðî îá÷èñëåííÿ äîâæèíè 
äóãè êðèâî¿ íà ïîâåðõí³, êóòà ì³æ òàêèìè êðèâèìè, ïëîù³ ÷àñ-
òèíè ïîâåðõí³. Â öüîìó ïàðàãðàô³ ìè ðîçãëÿíåìî ùå äåÿê³ ïî-
íÿòòÿ, ùî íàëåæàòü äî âíóòð³øíüî¿ ãåîìåòð³¿ ïîâåðõí³. 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîâåðõíÿ Ô, ÿêó ìè âèâ÷àëè â ïîïåðå-
äíüîìó ïàðàãðàô³, º ðåãóëÿðíîþ ïîâåðõíåþ òðåòüîãî ïîðÿäêó. 

Äëÿ çðó÷íîñò³ ââåäåìî íîâ³ ïîçíà÷åííÿ êðèâîë³í³éíèõ êî-
îðäèíàò, êîåô³ö³ºíò³â êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òà äåÿêèõ âåêòîð³â: 

.  ,  ,  ,  ,

  ,  ,  ,  ,

  ,  ,  ,  ,

2221121121

2221121122

211211
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rrrrrrrrrrrr
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Â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ êâàäðàòè÷í³ ôîðìè ïîâåðõí³ Ô âè-
ãëÿäàþòü òàê: 

.    ,
2

1

2

1
2

2

1

2

1
1 ∑ ∑∑ ∑

=α =β

βα
αβ

=α =β

βα
αβ == dudubJdudugJ  

Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ïî ³íäåêñàõ α  ³ β , ÿê³ ïðîá³-
ãàþòü çíà÷åííÿ {1,2}, ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ áåç âèïèñóâàííÿ 
çíàêó ñóìè, òîáòî äâ³ îñòàíí³ ð³âíîñò³ íàáèðàþòü âèãëÿäó 

.    , 21
βα

αβ
βα

αβ == dudubJdudugJ  

Âçàãàë³ ó âèïàäêó, êîëè â îäíî÷ëåííîìó âèðàç³ äåÿêèé ³í-
äåêñ ñòî¿òü çíèçó ³ çâåðõó, ââàæàòèìåìî, ùî ïî íüîìó â³äáóâà-
ºòüñÿ ñóìóâàííÿ â ìåæàõ â³ä îäèíèö³ äî äâîõ. 

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â öüîìó ïàðàãðàô³ ìè íå áóäåìî âêà-
çóâàòè ìíîæèíó çíà÷åíü ³íäåêñó, ÿêùî âîíà ñòàíîâèòü {1.2}. 
Òàê, íàïðèêëàä, ôîðìóëè 

mrbrrg ijijjiij
rrrr

==     ,      (19.1) 

âèçíà÷àþòü ø³ñòü êîåô³ö³ºíò³â êâàäðàòè÷íèõ ôîðì 1J  òà 2J . 

Ðîçêëàäåìî êîæíèé âåêòîð ijr
r

 â çàäàí³é òî÷ö³ ïîâåðõí³ Ô 

çà òðüîìà âåêòîðàìè mrr
vrr

,, 21  â ö³é ñàì³é òî÷ö³, äå, ÿê ³ ðàí³øå, 

m
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 — îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ Ô: 
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1
1 marrr ijijijij

rrrr
+Γ+Γ=      (19.2) 



Òåîð³ÿ åëåìåíòàðíèõ ïîâåðõîíü 

Ôàêòè÷íî ôîðìóëà (19.2) ì³ñòèòü â ñîá³ òðè ð³âíîñò³, îñê³ëüêè 

jiij aa = , k
ji

k
ij Γ=Γ . Ï³äðàõóºìî òåïåð êîåô³ö³ºíòè â ð³âíîñò³ 

(19.2). Ïîìíîæèâøè ¿¿ ñêàëÿðíî íà âåêòîð m
r

, îäåðæèìî, ùî 
,ijij amr =

rr
 òîáòî, âðàõîâóþ÷è (19.1), ìàºìî ð³âí³ñòü ijij ba = . 

Òîä³ ðîçêëàä (19.2) íàáèðàº âèãëÿäó 

.2
2

1
1 mbrrr ijijijij

rrrr
+Γ+Γ=      (19.3) 

Çàëèøèëîñÿ çíàéòè ø³ñòü êîåô³ö³ºíò³â k
ijΓ . Ïîçíà÷èìî ñêàëÿðí³ 

äîáóòêè ijkrr
rr

 ÷åðåç kijΓ . Î÷åâèäíî, kjikij Γ=Γ . 

Ïîìíîæèìî ð³âí³ñòü (19.3) ñêàëÿðíî ñïî÷àòêó íà 1r
r

, à ïî-

ò³ì íà 2r
r

. Îäåðæèìî 
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1 gggg ijijijijijij Γ+Γ=ΓΓ+Γ=Γ     (19.4) 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó (19.4) â³äíîñíî 1
ijΓ  òà 2

ijΓ , îòðèìóºìî 
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³ ïîïåðåäí³ ð³âíîñò³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
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Îñòàíí³ äâ³ ôîðìóëè îá’ºäíàºìî â îäíó: 

,ij
kk

ij g α
αΓ=Γ          (19.5) 

äå ñóìóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî ³íäåêñó α . 

Âðàõóâàâøè (19.1), âèïèøåìî ð³âíîñò³ 
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Äîäàâøè ïî÷ëåííî äâ³ îñòàíí³ ð³âíîñò³ ³ â³äíÿâøè â³ä ¿õ ñóìè 
ïåðøó, îäåðæèìî 
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Òàêèì ÷èíîì, 
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Çàì³íèâøè â öèõ ôîðìóëàõ 1 íà 2 ³ íàâïàêè, îäåðæóºìî ùå òðè 
âèðàçè äëÿ kijΓ . Ö³ âèðàçè íàçèâàþòü ñèìâîëàìè Êðèñòîôåëÿ 

ïåðøîãî ðîäó. Âîíè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïîõ³äí³ â³ä êîåô³ö³ºíò³â 

ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè. Ç (19.5) âèïëèâàº, ùî k
ijΓ  âèðà-

æàþòüñÿ ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè ïåðøî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè òà ¿õ 

÷àñòêîâ³ ïîõ³äí³ 
k
ij

u

g

∂

∂
. Âèðàçè k

ijΓ  íàçèâàþòü ñèìâîëàìè Êðèñ-

òîôåëÿ äðóãîãî ðîäó. Ìè ¿õ ÿâíî âèïèñóâàòè íå áóäåìî. 
Â³äì³òèìî, ùî ôîðìóëè (19.3) íîñÿòü íàçâó äåð³âàö³éíèõ 

ôîðìóë Ãàóñà. 

Òåîðåìà 19.1. (Ãàóñà). Ïîâíà êðèâèíà ïîâåðõí³ Ô âè-
çíà÷àºòüñÿ ïåðøîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ö³º¿ ïîâåðõí³, îò-
æå, íàëåæèòü äî ¿¿ âíóòð³øíüî¿ ãåîìåòð³¿. 

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëó (19.6) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ð³âíîñò³ 
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Îñòàííÿ ð³âí³ñòü ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè âñ³õ },2,1{,,, ∈lkji  òîìó â 
í³é ìîæíà ïîì³íÿòè ì³ñöÿìè ³íäåêñè j ³ l: 
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Â³äí³ìàþ÷è ïî÷ëåííî â³ä (19.7) îñòàííþ ð³âí³ñòü, îäåðæèìî 
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Öÿ ôîðìóëà ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ }2,1{,,, ∈lkji  âåäå àáî äî òî-
òîæíîñòåé, àáî äî ð³âíîñò³ 
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Âèïèøåìî òåïåð òðè ôîðìóëè (19.3) 
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Ï³äñòàâëÿþ÷è îäåðæàí³ âèðàçè ó ôîðìóëó (19.8), ìàºìî 

,2
12221112122211 Γ=−+ΓΓ−ΓΓ γδ

δγ
αβ

βα bbbgg  

àáî        .22111212
2
122211 Γ−ΓΓ−ΓΓ=− αβ

βα
γδ

δγ ggbbb  

Îñòàííþ ð³âí³ñòü íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Ãàóñà. Âçÿâøè äî 
óâàãè îçíà÷åííÿ ãàóñîâî¿ êðèâèíè ïîâåðõí³ òà ôîðìóëó äëÿ ¿¿ 
îá÷èñëåííÿ, çàâåðøóºìî äîâåäåííÿ òåîðåìè. 

Òåîðåìà 19.2. Ãåîäåçè÷íà êðèâèíà êðèâî¿ l íà ïîâåðõí³ 
Ô íàëåæèòü äî âíóòð³øíüî¿ ãåîìåòð³¿ ö³º¿ ïîâåðõí³. 

Äîâåäåííÿ.  Ïîâåðíåìîñü äî òåîðåìè 18.3. Î÷åâèäíî, ãåî-
äåçè÷íà êðèâèíà gk  êðèâî¿ l â òî÷ö³ 0M  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ 

GMkg 0= . 

Â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ð³âíÿííÿ êðèâî¿ l çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

( ))(),( 21 susurr
rr

= , äå s — ïðèðîäíèé ïàðàìåòð âçäîâæ íå¿, îòæå 
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Ñêîðèñòàâøèñü äåðèâàö³éíèìè ôîðìóëàìè (19.3), îäåðæèìî 
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( ) ( ) .2
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0 ruuuruuuGM ji
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r&&&&r&&&& Γ++Γ+=      (19.9) 

Çíàéäåìî ìîäóëü öüîãî íàïðÿìëåíîãî â³äð³çêà. Äëÿ öüîãî ð³â-

í³ñòü (19.9) ïîìíîæèìî âåêòîðíî íà âåêòîð 2
2

1
1 ururt &r&rr

+=  ³ îäå-
ðæèìî 

[ ] [ ] ( ) ( )( )ji
ij

ji
ij uuuuuuuurrGMt &&&&&&&&&&rrr 112221

210 ,, Γ++Γ+= . 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî [ ] GMGMt 00, =
r

, ïðèõîäèìî äî ð³âíîñò³ 

( ) ( )ji
ij

ji
ijg uuuuuuuugggk &&&&&&&&&& 1122212

122211 Γ++Γ+−= , 

ÿêà çàâåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè. 
Íà çàê³í÷åííÿ ñôîðìóëþºìî áåç äîâåäåííÿ â³äîìó òåîðåìó 

Ãàóñà-Áîííå. 

Òåîðåìà 19.3. Íåõàé íà ïîâåðõí³ Ô âèçíà÷åíî îáëàñòü 
F, îáìåæåíó êóñêîâî-ãëàäêèì çàìêíóòèì êîíòóðîì γ , ùî 

ñêëàäàºòüñÿ ç äóã ,,...,, 21 nγγγ  ÿê³ óòâîðþþòü â ñï³ëüíèõ ê³í-

öÿõ êóòè nφφφ ,...,, 21 . Ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

( ) ∫∫∑∑ ∫ σ−π=φ−π+
== γ F

n

k
k

n

k
g Kddsk

k

2
11

,        (19.10) 

äå gk  — ãåîäåçè÷íà êðèâèíà êîíòóðó γ , Ê — ãàóñîâà êðèâèíà 

ïîâåðõí³ Ô, σd  — åëåìåíò ïëîù³ ïîâåðõí³. 

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî 3=n , à äóãè 321 ,, γγγ  — ãåîäåçè÷í³ 
ë³í³¿ íà ïîâåðõí³ Ô. Òîä³ ð³âí³ñòü (19.10) íàáèðàº âèãëÿäó 

∫∫ σ+π=φ+φ+φ
F

Kd321 , 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ñóìà âíóòð³øí³õ êóò³â ãåîäåçè÷íîãî òðèêó-
òíèêà: 

à) á³ëüøà π  íà ïîâåðõí³, äå 0>K ; 
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á) ìåíøà π  íà ïîâåðõí³, äå 0<K ; 
в) дор³внюº π  на поверхн³, де 0=K . 

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî íà ñôåð³ ìàº ì³ñöå âèïàäîê à), íà 
ïñåâäîñôåð³ — âèïàäîê á) ³ íà ïëîùèí³ — âèïàäîê â). 

ßê â³äîìî, âëàñòèâ³ñòü á) õàðàêòåðíà äëÿ ïëîùèíè Ëîáà-
÷åâñüêîãî. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïëîùèíà Ëîáà÷åâñüêîãî â ìàëîìó 
äîïóñêàº ³çîìåòðè÷íå â³äîáðàæåííÿ íà ïîâåðõíþ ñòàëî¿ â³ä’ºì-
íî¿ ãàóñîâî¿ êðèâèíè (íàïðèêëàä, ïñåâäîñôåðó). Öåé ôàêò âïå-
ðøå âñòàíîâèâ ³òàë³éñüêèé ìàòåìàòèê Áåëüòðàì³ â 1868 ðîö³, 
ïîáóäóâàâøè òàêèì ÷èíîì ìîäåëü ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî.  

Içîìåòðè÷íèìè íàçèâàþòü òàê³ ïîâåðõí³, ì³æ ÿêèìè ìîæíà 
âñòàíîâèòè á³ºêòèâíó â³äïîâ³äí³ñòü, ÿêà á çáåð³ãàëà äîâæèíè 
â³äïîâ³äíèõ äóã íà öèõ ïîâåðõíÿõ. Öþ â³äïîâ³äí³ñòü ÷àñòî íàçè-
âàþòü âèãèíàííÿì îäí³º¿ ïîâåðõí³ íà äðóãó. Íåâàæêî ïåðåêîíà-
òèñü, ùî âíóòð³øíÿ ãåîìåòð³ÿ ïîâåðõí³ ³íâàð³àíòíà â³äíîñíî ¿¿ 
âèãèíàííÿ. 

Âïðàâè 

1. Äîâåä³òü, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ãàóññà-Áîííå, ùî ñóìà âíóò-
ð³øí³õ êóò³â äîâ³ëüíîãî òðèêóòíèêà íà åâêë³äîâ³é ïëîùèí³ äîð³-
âíþº ðîçãîðíóòîìó êóòó. 

2. Îá÷èñë³òü ïëîùó ñôåðè÷íîãî äâîêóòíèêà íà ñôåð³ ðàä³óñà r ç 
êóòîì A. 

3. Çíàéä³òü ïëîùó äîâ³ëüíîãî ñôåðè÷íîãî òðèêóòíèêà ³ ïîêàæ³òü, 
ùî ñóìà ì³ð éîãî êóò³â á³ëüøà çà р , íå êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 
Ãàóññà-Áîííå. 

4. Íåõàé 3V  — òðüîõâèì³ðíèé åâêë³ä³â âåêòîðíèé ïðîñò³ð íàä ïî-

ëåì 1R . Ìíîæèíó ∅≠E  íàçèâàþòü äâîõâèì³ðíèì åë³ïòè÷íèì 
ïðîñòîðîì (ïëîùèíîþ) Ð³ìàíà, ÿêùî ³ñíóº ñþð’ºêö³ÿ 

,}0{\: 3 EV →π
r

 ùî ìàº âëàñòèâ³ñòü  

( ) yxyx
rrrr

 || )( ⇔π=π . 
Ïîáóäóéòå ìîäåëü Ð³ìàíîâî¿ ïëîùèíè ³ äîâåä³òü, ùî áóäü-ÿê³ 
äâ³ ïðÿì³ ö³º¿ ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ. 

Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî îçíà÷åííÿ Ð³ìàíîâî¿ ïëîùè-
íè â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îçíà÷åííÿ ïðîåêòèâíî¿ ïëîùèíè ëèøå òèì, ùî 

ìíîæèíà 3V  º åâêë³äîâèì ïðîñòîðîì, ùî äàº çìîãó ââåñòè ïîíÿòòÿ 
â³äñòàí³ ),( 21 MMρ  ì³æ òî÷êàìè 1M  òà 2M  ç ìíîæèíè E çà äîïî-
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ìîãîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîð³â ç .3V  Íàïðèêëàä, öå ìîæíà 
çðîáèòè, ïîêëàâøè 

,
),(

cos
21

2121

mm

mm

r

MM
rr
rr

⋅
=

ρ
 

äå ÷èñëî 0>r  íàçèâàþòü ðàä³óñîì êðèâèíè ïðîñòîðó E, 
,)( 11 Mm =π

v
 .)( 22 Mm =π

v
 

Äàë³ ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿêóñü ç ìîäåëåé ïðîåêòèâíî¿ ïëîùè-
íè, íàïðèêëàä, â’ÿçêó ïðÿìèõ â òðüîõâèì³ðíîìó ïðîñòîð³. 
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§ 20. ÏÎÍßÒÒß ÏÎÂÅÐÕÍ² Â ÒÎÏÎËÎÃ²×ÍÈÕ 
ÌÍÎÃÎÂÈÄÀÕ. ÊË²Ò×ÀÑÒ² ÌÍÎÃÎÂÈÄÈ 

Íåõàé G ³ G′  — p-âèì³ðí³ òîïîëîã³÷í³ ìíîãîâèäè â ïðîñòî-

ð³ pR , à nX  — äåÿêèé n -âèì³ðíèé ìíîãîâèä ( pn ≥ ). Ãîâî-

ðÿòü, ùî çàíóðåííÿ f: nXG →  òà g: nXG →′  çíàõîäÿòüñÿ ó 
â³äíîøåíí³ σ , ÿêùî ³ñíóº ãîìåîìîðô³çì h: GG ′→  òàêèé, ùî 
f = gh. Ëåãêî áà÷èòè, ùî σ  º â³äíîøåííÿì åêâ³âàëåíòíîñò³ íà 

ìíîæèí³ P çàíóðåíü  p-âèì³ðíèõ ìíîãîâèä³â ç pR  â nX . 

Îçíà÷åííÿ 20.1. Åëåìåíòè ôàêòîðïðîñòîðó σ/P  íà-
çèâàþòü p-âèì³ðíèìè ïîâåðõíÿìè â òîïîëîã³÷íîìó ìíîãîâèä³ 

nX . 

Ïðèãàäàâøè îçíà÷åííÿ 10.2, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî 

ïîíÿòòÿ îäíîâèì³ðíî¿ ïîâåðõí³ òà êðèâî¿ â ìíîãîâèä³ nX  ñï³â-
ïàäàþòü. 

ßêùî çàíóðåííÿ f ³ g åêâ³âàëåíòí³, òî )()( GgGf ′= . ßêùî f 

º âêëàäåííÿì, òî éîãî çâåäåííÿ )(:1 GfGf →  º ãîìåîìîðô³çì, 

îòæå ìíîæèíà f(G) º òîïîëîã³÷íèì ìíîãîâèäîì â nX . Â öüîìó 
âèïàäêó äîñèòü ÷àñòî ïîâåðõíþ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ â³äîáðàæåí-
íÿì f, óòîòîæíþþòü ç ìíîãîâèäîì f(G) ³ íàçèâàþòü åëåìåíòàð-
íîþ ïîâåðõíåþ.  

Â ïðîñòîð³ 3E  çàäàìî îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð ³ ðîçãëÿíåìî 

çàíóðåííÿ 3: EGf → , äå G — îáëàñòü, ùî ãîìåîìîðôíà 2R  

(åëåìåíòàðíà îáëàñòü), ÿêå òî÷êó Guu ∈),( 21  ïåðåâîäèòü â òî÷-

êó 3EM ∈  ç êîîðäèíàòàìè 

x = x ( )21,uu , y = y ( )21,uu , z = z ( )21,uu   (20.1) 
â îáðàíîìó ðåïåð³. Îñòàíí³ ð³âíîñò³ º ïàðàìåòðè÷íèìè ð³âíÿí-
íÿìè ö³º¿ ïîâåðõí³.  

ßêùî íàïåðåä âèïèñàòè ð³âíÿííÿ âèäó (20.1), äå ôóíêö³¿  
x, y, z íåïåðåðâí³ â îáëàñò³ G, òî â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 20.1 ìîæíà 
âçàãàë³ íå âèçíà÷èòè í³ÿêî¿ ïîâåðõí³, õî÷à â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 
12.2 ö³ ð³âíÿííÿ âèçíà÷àòèìóòü ö³ëêîì ïåâíó ïîâåðõíþ. Á³ëüøå 

òîãî, ð³âíÿííÿ (20.1) îäíî÷àñíî âèçíà÷àþòü ³ êðèâó â 3E , ÿêùî 
êîðèñòóâàòèñü îçíà÷åííÿì êðèâî¿ ç ïàðàãðàôó 2. Òîáòî äîâ³ëüíó 
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íåïîðîæíþ ìíîæèíó òî÷îê ç 3E  â ñåíñ³ öüîãî îçíà÷åííÿ êðèâî¿ 
òà îçíà÷åííÿ 12.2 ìîæíà íàçèâàòè ÿê êðèâîþ, òàê ³ ïîâåðõíåþ, 
ïîêè íå âêàçàíî âåêòîð-ôóíêö³¿, ãîäîãðàôîì ÿêî¿ º öÿ ìíîæèíà. 
Çâè÷àéíî, â ñåíñ³ öèõ îçíà÷åíü æîäíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç 

3E  íå ìîæå áóòè åëåìåíòàðíîþ êðèâîþ ³ åëåìåíòàðíîþ ïîâåðõ-
íåþ îäíî÷àñíî. 

  Îçíà÷åííÿ 20.2. Êë³òêîþ íàçâåìî äîâ³ëüíèé òîïîëîã³-
÷íèé ìíîãîâèä, ãîìåîìîðôíèé ïðîñòîìó ìíîãîêóòíèêó. Ïðè 
öüîìó îáðàç âåðøèíè ìíîãîêóòíèêà íàçâåìî âåðøèíîþ êë³òêè, 
à îáðàç ñòîðîíè — ñòîðîíîþ êë³òêè. 

  Îçíà÷åííÿ 20.3. Äâîâèì³ðíèé òîïîëîã³÷íèé ìíîãîâèä 
íàçâåìî êë³ò÷àñòèì, ÿêùî â³í äîïóñêàº êë³ò÷àñòå ïîêðèòòÿ, 
òîáòî éîãî ìîæíà ïîêðèòè ñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ êë³òîê òàê, 
ùî äâ³ äîâ³ëüí³ ð³çí³ êë³òêè àáî íå ìàþòü ñï³ëüíèõ òî÷îê, àáî 
ìàþòü ñï³ëüíó âåðøèíó ÷è ñï³ëüíó ñòîðîíó. 

  Ê³ëüê³ñòü âåðøèí êë³ò÷àñòîãî ìíîãîâèäó Ô ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç a, ê³ëüê³ñòü ñòîð³í — ÷åðåç  b ³ ê³ëüê³ñòü êë³òîê — ÷åðåç c. 
×èñëî a + c – b íàçèâàþòü åéëåðîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìíîãî-
âèäó Ô. Ìîæíà äîâåñòè, ùî åéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå çàëå-
æèòü â³ä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ ìíîãîâèäó Ô íà êë³òêè. Çîâñ³ì î÷å-
âèäíî, ùî åéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîâèäó íå çì³íþºòüñÿ 
ïðè ãîìåîìîðô³çì³, òîáòî º òîïîëîã³÷íèì ³íâàð³àíòîì. 

Òåîðåìà 20.1 (òåîðåìà Åéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèê³â). 
Åéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äîâ³ëüíîãî îïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà 
äîð³âíþº äâîì. 

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäí³ì ï³äðàõóíêîì ïåðåêîíóºìîñü, ùî 
òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ òåòðàåäðà. Íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñü, ùî òåòðàåäð, ÿê ³ äîâ³ëüíèé îïóêëèé ìíîãîãðàííèê, 
ãîìåîìîðôíèé ñôåð³ (ïåðåêîíàéòåñü!), îòæå, äîâ³ëüíèé îïóêëèé 
ìíîãîãðàííèê ãîìåîìîðôíèé òåòðàåäðó. Îñòàíí³é ôàêò îçíà÷àº, 
ùî åéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äîâ³ëüíîãî îïóêëîãî ìíîãîãðàííè-
êà òàêà æ ñàìà, ÿê ó òåòðàåäðà, òîáòî äâà. 

ßêùî áåðåòüñÿ äî óâàãè ïîðÿäîê, ó ÿêîìó âêàçóþòüñÿ ê³íö³ 
ñòîðîíè êë³òêè, òî öÿ ñòîðîíà ââàæàºòüñÿ îð³ºíòîâàíîþ. Ñòîðî-
íè ÀÂ ³ ÂÀ êë³òêè ââàæàþòüñÿ îð³ºíòîâàíèìè ïðîòèëåæíî. ßê-
ùî ââàæàòè ñòîðîíó ÀÂ îð³ºíòîâàíîþ, òî ìîæíà ââåñòè óçãî-
äæåíó îð³ºíòàö³þ âñ³º¿ êë³òêè, òîáòî âñ³õ ¿¿ ñòîð³í. Ä³éñíî, ê³-
íåöü Â ñòîðîíè ÀÂ ââàæàòèìåìî ïî÷àòêîì ñòîðîíè ÂÑ, ÿêà òåæ 
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ñòàº îð³ºíòîâàíîþ. Ê³íåöü Ñ ñòîðîíè ÂÑ ââàæàòèìåìî ïî÷àòêîì 
ñòîðîíè ÑD ³ òàê äàë³. Çðîçóì³ëî, ùî êîæíó êë³òêó ìîæíà îð³-
ºíòóâàòè äâîìà ñïîñîáàìè (äðóãèé ñïîñ³á îäåðæèìî, âçÿâøè çà 
îñíîâó íå ñòîðîíó ÀÂ, à ñòîðîíó ÂÀ). 

Íåõàé êë³òêè 1Φ  ³ 2Φ  ìàþòü ñï³ëüíó ñòîðîíó. Ââàæàþòü, 
ùî ö³ êë³òêè îð³ºíòîâàí³ îäíàêîâî, ÿêùî â îð³ºíòàö³ÿõ öèõ êë³-
òîê ñï³ëüíà ñòîðîíà îð³ºíòîâàíà ïðîòèëåæíî. 

Îçíà÷åííÿ 20.4. Êë³ò÷àñòèé ìíîãîâèä íàçèâàþòü îð³º-
íòîâàíèì, ÿêùî ³ñíóº òàêå éîãî êë³ò÷àñòå ïîêðèòòÿ, â ÿêîìó 
êë³òêè ìîæíà îð³ºíòóâàòè òàê, ùî êîæí³ äâ³ ç íèõ, ÿê³ ìà-
þòü ñï³ëüíó ñòîðîíó, áóäóòü îð³ºíòîâàíèìè îäíàêîâî. Â ïðî-
òèëåæíîìó âèïàäêó êë³ò÷àñòèé ìíîãîâèä íàçèâàþòü íåîð³ºí-
òîâàíèì. 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî îð³ºíòîâàí³ñòü ìíîãîâèäó º òîïîëîã³÷-
íèì ³íâàð³àíòîì, òîáòî çáåð³ãàºòüñÿ ïðè ãîìåîìîðô³çì³. Áåçïîñåðå-
äíüî ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî òåòðàåäð ÿâëÿº ñîáîþ îð³ºíòîâàíèé 
ìíîãîâèä. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî îð³ºíòîâàíèìè ìíîãîâèäàìè º ñôå-
ðà òà äîâ³ëüíèé îïóêëèé ìíîãîãðàííèê. Ïðèêëàäîì íåîð³ºíòîâàíî-
ãî ìíîãîâèäó º òàê çâàíèé ëèñòîê Ìüîá³óñà. Â³í îäåðæóºòüñÿ ç 
ïðÿìîêóòíèêà ÀÂÑD øëÿõîì óòîòîæíåííÿ (ñêëåþâàííÿ) òî÷îê 
â³äð³çê³â ÂÑ ³ DÀ, ñèìåòðè÷íèõ â³äíîñíî öåíòðà ñèìåòð³¿ öüîãî 
ïðÿìîêóòíèêà. Ïåðåêîíàéòåñü ñàìîñò³éíî, ùî ëèñòîê Ìüîá³óñà º 
íåîð³ºíòîâàíèì ìíîãîâèäîì. 

Ìîæíà äîâåñòè, ùî êë³ò÷àñòèé ìíîãîâèä íå ìîæå áóòè îð³ºí-
òîâàíèì ³ íåîð³ºíòîâàíèì îäíî÷àñíî, òîáòî, öþ âëàñòèâ³ñòü ìîæíà 
âñòàíîâèòè, ñêîðèñòóâàâøèñü áóäü-ÿêèì éîãî êë³ò÷àñòèì ïîêðèò-
òÿì, ùî ðîáèòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ êîíñòðóêòèâíèì. 

Âïðàâè 

1. Ïîêàçàòè, ùî åâêë³äîâà ïëîùèíà º åëåìåíòàðíîþ ïîâåðõíåþ. 

2. Âèçíà÷èòè öèë³íäðè÷íó ïîâåðõíþ â ïðîñòîð³ 3E . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé 2),{( RvuG ∈= | }20 π≤≤ u  — ñìóãà â 
2R . Â ïðîñòîð³ 3E  çàäàìî îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð i ðîçãëÿíåìî 

â³äîáðàæåííÿ f: G 3E→ , ùî ä³º çà çàêîíîì ),,(),( zyxMvuf = , äå 

vzuyux === ,sin,cos . Öå â³äîáðàæåííÿ º çàíóðåííÿì, àëå íå º 
âêëàäåííÿì, îñê³ëüêè âîíî íå ³í’ºêòèâíå. Êëàñ åêâ³âàëåíòíèõ çàíó-
ðåíü, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ âêàçàíèì â³äîáðàæåííÿì, ³ º öèë³íäðè÷-



Ðîçä³ë 2 

íîþ ïîâåðõíåþ â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 20.1, ïðè÷îìó îáðàç f(G) º öèë³-

íäðîì, ùî â îáðàíîìó ðåïåð³ âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì 122 =+ yx  . 
3. Âèçíà÷èòè êîí³÷íó ïîâåðõíþ â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 20.1. 

4. Äîâåñòè, ùî åë³ïñî¿ä ãîìåîìîðôíèé ñôåð³, ã³ïåðáîë³÷íèé ïàðà-
áîëî¿ä ãîìåîìîðôíèé â³äêðèòîìó êðóãó, îäíîïîëîðîæíèííèé 
ã³ïåðáîëî¿ä  ãîìåîìîðôíèé â³äêðèòîìó ê³ëüöþ. 

5. Çíàéòè åéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó çàìêíóòîãî ê³ëüöÿ. 

6. Çíàéòè åéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó òîðà. 

7. Äîâåñòè, ùî ïðîåêòèâíà ïëîùèíà º äâîâèì³ðíèì íåîð³ºíòîâàíèì 
òîïîëîã³÷íèì ìíîãîâèäîì. 
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