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ВСТУП 

 

Гіпотеза Сеймура – одна з найвідоміших у теорії графів невирішених 

математичних проблем, яку сформулював Пол Сеймур у 1990 році. Ця проблема 

також відома під назвою “задача другої околиці”. 

Розглянемо соціальну мережу, у якій жодні дві людини одночасно не знають 

один одного, як орієнтований граф. Ця гіпотеза стверджує, що знайдеться хоча б 

одна людина, для якої знайомих знайомих буде не менше, ніж знайомих. 

Означення та базові теореми теорії графів описані в [1–4]. 

Для довільного графа гіпотеза Сеймура залишається невирішеною, проте вже 

існують доведення для часткових випадків та для деяких видів графів, які наведені у 

[5–7]. 

Деякі властивості можливих мінімальних контрприкладів представлені у [8]. 

Актуальність обраної теми дослідження визначається стрімкими темпами 

розвитку сучасної теорії графів, які пов’язані із розширенням її сфери використання: 

бізнес, логістика, туризм і, головне, створення комп’ютерних програм. Окрім цього, 

теорія графів і досі залишається малодослідженою, особливо в Україні.  

Метою наукової роботи є оцінка значень діаметрів та щільностей можливих 

контрприкладів до гіпотези Сеймура, застосування штрафної функції при 

дослідженні таких контрприкладів та порівняння звичайної гіпотези Сеймура з її 

узагальненою версією на вершинно-зважених графах. 

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі завдання: 

-    проаналізувати сучасний стан дослідженості гіпотези Сеймура; 

- оцінити діапазон значень діаметрів та щільностей –  величин, що 

характеризують можливі контрприклади; 

- з використанням штрафної функції довести, що графи з певними 

властивостями не можуть бути контрприкладами до гіпотези Сеймура з найменшою 

кількістю вершин; 
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- встановити зв’язок між гіпотезою Сеймура та її вершинно-зваженою 

варіацією. 

Об’єктом дослідження є математична проблема теорії графів – гіпотеза 

Сеймура. 

Предметом дослідження є можливі контрприклади до гіпотези Сеймура.  

Наукова новизна основних результатів роботи: 

- побудовано нову функцію для орієнтованих графів та розглянуто її основні 

властивості; 

- сформульовано нову гіпотезу, яка стверджує, що для довільної кількості 

вершин n ≥ 5 у кожному орієнтованому сильнозв'язному графі D сума штрафів усіх 

вершини є не меншою певного значення; 

- доведено гіпотезу Сеймура для певних видів графів, а саме: для графа 

діаметра два, для графа-кактуса, для лінійно впорядкованого, а також для 

двочасткового та планарного графів; 

- розроблено новий вид графа – майже лінійно впорядкований, для якого було 

доведено існування вершини Сеймура; 

- доведено нову достатню умову справедливості гіпотези Сеймура.  

- доведено, що з існування хоча б одного контрприкладу випливає існування 

контрприкладів зі щільностями, близькими до 0 і до 1, а також випливає існування 

контрприкладів із довільним діаметром, не меншим за 3; 

- показано, що для доведення гіпотези Сеймура достатньо довести її лише для 

орієнтованого графа діаметра 3; 

- використано штрафну функцію для доведення того, що деякі графи не 

можуть бути вершинно-мінімальними контрприкладами до досліджуваної гіпотези; 

- доведено еквівалентність вершинно-зваженої гіпотези Сеймура та звичайної 

гіпотези Сеймура. 

Практичне значення цієї роботи полягає в тому, що проведені в ній 

дослідження можуть використовувати учні, які готуються до різних математичних 

конкурсів, учителі математики та математики, які цікавляться теорією графів. 



5 

 

 
 

Основні твердження цього дослідження є ефективними доповненнями відомої 

гіпотези, оскільки вони визначають важливі властивості можливих контрприкладів, 

що може допомогти в остаточному розв’язанні поставленої проблеми. 

Створена штрафна функція може бути застосована в задачах криптографії. 

Розглянуті та доведені у роботі твердження сприятимуть розвитку сучасної теорії 

графів. 

Під час дослідження використовувалися комбінаторні методи дослідження та 

методи теорії графів.  
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ВИСНОВКИ 

 

Робота присвячена вивченню гіпотези Сеймура та дослідженню властивостей 

можливих контрприкладів до цієї гіпотези.  

У роботі розглянуто формулювання гіпотези, а також охарактеризовано рівень 

дослідженості проблеми шляхом аналізу вже доведених тверджень для графів з 

різними властивостями. 

В роботі розроблено штрафну функцію для орієнтовних графів, яка показує 

наскільки граф є віддаленим від контрприкладу до гіпотези Сеймура, пояснено 

зв’язок функції із цією гіпотезою. Визначено значення штрафної функції для 

невеликих сильнозв’язних графів. 

Сформульовано нову гіпотезу, яка стверджує, що для довільної кількості 

вершин n ≥ 5 у кожному орієнтованому сильнозв'язному графі D сума штрафів усіх 

вершини є не меншою певного значення. 

Наведено алгоритм побудови орієнтованого сильнозв'язного графа з 

довільною кількістю вершин, для якого нижня межа висунутої гіпотези є досяжною.  

Доведено гіпотезу Сеймура для різних видів графів, а саме для графа діаметра 

два, для  графа-кактуса, для лінійно впорядкованого, а також для двочасткового та 

планарного графів.  

Сформульовано та доведено нову достатню умову справедливості гіпотези 

Сеймура. 

Встановлено діапазон значень діаметрів та щільностей –  величин, що 

характеризують можливі контрприклади. 

Доведено, що якщо існує хоча б один контрприклад до гіпотези Сеймура, то 

існують контрприклади з довільним діаметром, що більший або рівний 3, та існують 

контрприклади як з великою (близькою до 1), так із малою (близькою до 0) 

щільністю. 

Обґрунтовано, що з доведення гіпотези Сеймура лише для графа діаметра 3 

випливає доведення гіпотези Сеймура загалом. 
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З використанням штрафної функції було доведено, що графи із певними 

властивостями не можуть бути контрприкладами до гіпотези Сеймура з найменшою 

кількістю вершин. 

Доведено, що при додаванні однієї дуги загальний штраф графа може 

зменшитись не більше, ніж на 2. 

Розглянуто узагальнену варіацію гіпотези Сеймура, у якій кожна вершина має 

певну додатню вагу. 

Доведено еквівалентність початкової гіпотези Сеймура вершинно-зваженій 

гіпотезі Сеймура. 

Ця дипломна робота може бути корисною всім, хто цікавиться сучасною 

математикою та теорією графів. Представлені у ній твердження можуть бути 

використані для подальшого просування у бік вирішення розглянутої проблеми.  
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