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Вступ 

Основна задача теорії наближень полягає в тому, щоб, грунтуючись на 

досліджуваних властивостях даної функції, встановити властивості її 

апроксимаційних характеристик. 

Коли можна проаналізувати, як ведуть себе послідовності  𝐸𝑛(𝑓) 

найкращих наближень функції 𝑓  деякими поліномами  𝑃𝑛,  виходячи з 

інформації про поведінку узагальненої похідної даної функції, то тоді кажуть про 

постановку і доведення прямих теорем  теорії наближень. 

 Якщо ж навпаки – аналізуючи швидкість спадання послідовності 𝐸𝑛(𝑓), 

досліджувати властивості самої функції  𝑓  ∈ 𝐵  і її узагальнених похідних, то 

тоді мова йде про доведення обернених теорем теорії наближень, тобто, про 

встановлення диференціально-різницевих характеристик функції  𝑓 на основі 

вивчення поведінки послідовності її найкращих наближень. 

Вперше обернені теореми розглядав С. Н. Бернштейн [7]  на початку 20 ст. 

Їх доведення грунтується на використанні нерівностей між нормами самих 

поліномів та їх похідних. Ці нерівності відтоді називають нерівностями  

Бернштейна. Як частковий випадок, вони можуть бути отримані з теореми, 

розглянутої в даній роботі. В цьому напрямку також проводили дослідження Б. 

Надь  [12],  М. П. Корнійчук [4] , В. М. Тихоміров [2] , О. І. Степанець [9,10], О. 

К. Кушпель  [3] та інші. 

У банаховому просторі 𝐵 були  досліджені фундаментальні поняття 

повноти цього простору,  найкращого наближення  𝐸𝑛(𝑓)  деякого елемента    

 𝑓  ∈ 𝐵,   узагальненої похідної  ( ) .,
1

*

m
m

mm
ff 

 


=

=   цього елемента    𝑓  ∈ 𝐵   

та інше.  

Банахові простори названі на честь польського математика Стефана 

Банаха, який запровадив це поняття та систематично вивчав його у 1920–1922 

роках разом з Гансом Ганом та Едуардом Хеллі. Моріс Рене Фреше був першим, 

хто використав термін "простір Банаха", а Банах, у свою чергу, потім ввів термін 
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" простір Фреше ".   Банахові простори відіграють центральну роль у 

функціональному аналізі. В інших областях аналізу, досліджувані простори 

також часто є просторами Банаха. 

За визначенням, нормований простір є банаховим простором тоді і тільки 

тоді, коли є повним метричним простором, або тільки тоді, коли канонічна 

метрика є повною метрикою.  

Метою дипломної роботи є розгляд обернених теорем для деякого 

елемента f  банахового простору B .  

Об’єктом дослідження є поведінка найкращих наближень деякого 

елемента f  банахового простору B . 

Завданням дипломної роботи є дослідження  диференціально-

різницевих характеристик функції  𝑓 на основі вивчення поведінки послідовності 

її найкращих наближень. 
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Висновок 

Дипломна робота складається з двох розділів. Перший розділ містить 4 

пункти. У них вводяться основні поняття та твердження, які використовують при 

дослідженні даної теми. У першому пункті розділу І «Лінійні простори» 

розглядаються означення та приклади лінійних просторів, лінійну залежність, 

підпростори, приклади власних підпросторів, фактор-простори, лінійні 

функціонали, приклади лінійних функціоналів. У другому пункті «Опуклі 

множини. Теорема Гана-Банаха» розглядаються опуклі множини та опуклі тіла, 

теорема Гана-Банаха, віддільність опуклих множин у лінійному просторі, 

означення та приклади нормованих просторів, приклади нормованих множин, 

підпростори нормованого простору. У третьому пункті «Класи 

диференційованих функцій» розглядаються суми Фур'є, їх ядра Діріхле, 

спряжені частинні суми Фур'є, знаходяться формули для величин 

1( , ) ( ) ( , ),n nf x f x S f x −= −  вводяться класи функцій, що допускають звичайне 

диференціювання в розумінні Вейля. У четвертому пункті «Пряма та обернена 

теорема в просторі 2L » розглядаються наближення індивідуальних функцій з 

множин 2L L
 , де 1 2( , )  =  - пара довільних систем чисел 

1 2( ), ( ), 0,1,...,k k k  =  1 2(0) 1, (0) 0. = =   

Другий розділ містить 3 пункти. У першому пункті «Поширення на 

випадок повних ортонормованих систем», розглядається  ,n n N =   - 

ортонормована система комплексних функцій, заданих на проміжку  ;а b , ряди 

Фур’є функції f L  по системі  n , також  із твердження 1 даного пункту 

другої частини випливає, що 2f L   її  - похідна при ( ) ( )
2kk E f =  не може 

належати до 2L . У другому пункті «Нерівності Джексона в просторі 2L », 

розглядаються нерівності (або теореми) Джексона про оцінку швидкості 

збіжності до нуля наближень поліномами в залежності від диференціально-
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різницевих властивостей функції, які характеризуються її модулем 

неперервності або модулем неперервності її деякої похідної. 

Такі твердження отримали назву в честь Д. Джексона, який ще в 1911 році 

довів, що коли
( ) ( ) ( )0( ) , 0,1,...,

df
rf C r f f = = , то 

 ( ) ( )( )1;
r

n rC
E f C f n

− ,  

де rC  -  величина, рівномірно обмежена по n . У третьому пункті 

«Обернені теореми», розглядається обернена теорема для функції   𝑓 – 

використовуючи властивості послідовності найкращих наближень ( )fE
n ,   

встановлюються диференціально-різницеві характеристики функції  𝑓.  

Результатом дипломної роботи є: 

Теорема 1.  Нехай  ряд ( ) ( )


=


+

1

,
1

l
nn

fE
ll

 

   збігається.  Тоді  f   V (



 )   і 

                    ( ) ( ) ( )


=


+

jl
nnn

fEfE
llj

 






,2,

1
.  

Наслідок 1.  Нехай 𝑓 належить  𝐿𝑃[0; 2𝜋],   1 ≤ 𝑝 < ∞  і 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 – найкращі 

наближення тригонометричними поліномами степеня не вище 𝑛 − 1. Тоді, якщо 

пара  (𝜓; 𝛽) ∈ 𝐵𝑝 і ряд   ∑ 𝐸𝑚(𝑓)𝑝(𝜓(𝑚))−1  ∞
𝑚=1  збігається, то для функції  

𝑓 існує (𝜓; 𝛽) -  похідна  𝑓𝛽
𝜓

,   яка належить 𝐿𝑃 і для якої виконується нерівність:  

𝐸𝑛(𝑓𝛽
𝜓

)𝑝 ≤ 𝐾 ∑ 𝐸𝑚(𝑓)𝑝(𝜓(𝑚))−1∞
𝑚=𝑛 ,   𝑛 ∈ 𝑁, 

 де  𝐾  - величина, що може залежати від 𝜓(∙).  
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