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Інститут проблем моделювання в енергетиці  

імені Г. Є. Пухова НАН України, м. Київ 

ІНВЕРСНО-ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ПІДХІД У ЗАДАЧІ 
ДИНАМІЧНОЇ КОРЕКЦІЇ ВИМІРЮВАЛЬНИХ СИСТЕМ  

ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ІНТЕГРАЛЬНИХ МОДЕЛЕЙ 

Розвиток сучасних систем вимірювання, контролю, управлін-

ня і діагностики характеризується підвищенням вимог до якісних 

показників, розширенням функціональних можливостей, зрос-

танням складності дослідних і проектних задач при їх створенні. 

Як правило, основою функціонування зазначених систем є мето-

ди і засоби обробки експериментальних даних і комп'ютерної ре-

алізації математичних моделей. У багатьох практично важливих 

задачах оперативна оцінка досліджуваних процесів і явищ за по-

казаннями вимірювальних приладів має першорядне значення. 

Подібні задачі на практиці відомі як задачі відновлення сигналів. 

Застосування засобів обчислювальної техніки для віднов-

лення сигналів дає принципову можливість використання в сис-

темах вимірювання та контролю маловитратних первинних ви-

мірювальних перетворювачів з невисокою роздільною здатніс-

тю. Ефективність застосування обчислювальних пристроїв в си-

стемах вимірювання та контролю обумовлюється насамперед 

низькими витратами на їх розробку в порівнянні з вдосконален-

ням фізичної конструкції певних елементів цих систем. Більш 

того, в деяких випадках така можливість виявляється обмеже-

ною не так економічними, скільки фізичними межами. 

Розвиток методів оперативної обробки інформації характери-

зується збільшенням частки обернених задач в загальному пере-

ліку вирішуваних задач системами даного класу. При цьому ма-

ється на увазі, що принципово всі задачі математичного моделю-

вання можна розділити на дві групи: прямі задачі, тобто задачі 

аналізу, коли відомі причини певних процесів і необхідно знайти 

слідства, а також зворотні задачі, коли відомі слідства і потрібно 

знайти причини. Однією з найважливіших задач відновлення сиг-

налів є задача структурної корекції характеристик динамічних си-

стем, яка полягає в побудові і використанні в перетворюючому 

каналі або контурі системи такого блоку, який завдяки своїм спе-

ціально сформованим динамічним властивостям перетворює не-

обхідним чином загальні динамічні властивості системи. 

Ключові слова: вимірювальна система, відновлення сигналу, 

структурна корекція, динамічні вимірювання, інверсний підхід. 

© А. Ф. Верлань, 2019 
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Вступ. Розвиток сучасних систем вимірювання, контролю, уп-

равління і діагностики характеризується підвищенням вимог до якіс-

них показників, розширенням функціональних можливостей, зрос-

танням складності дослідних і проектних задач при їх створенні. Як 

правило, основою функціонування зазначених систем є методи і за-

соби обробки експериментальних даних і комп'ютерної реалізації 

математичних моделей [13]. Зазначені типи технічних систем відно-

сяться до класу комп'ютерно-інтегрованих систем, що включають в 

себе спільно функціонуючі об'єкти довільної фізичної природи і об-

числювальні пристрої. Характерною особливістю даного виду систем 

є необхідність роботи в реальному часі і жорсткі вимоги до конструк-

тивного виконання [17]. У підсумку це свідчить про те, що комп'юте-

рна частина системи повинна задовольняти вимогам до необхідної 

швидкодії і обмеженому ресурсу пам'яті. Звідси випливають відпові-

дні вимоги до чисельних алгоритмів і програмних засобів, що забез-

печують функціонування комп'ютерних засобів систем. 

Задача динамічної корекції вимірювальних систем. У бага-

тьох практично важливих задачах оперативна оцінка досліджуваних 

процесів і явищ за показаннями вимірювальних приладів має першо-

рядне значення [14]. Подібні задачі на практиці відомі як задачі від-

новлення сигналів. Під відновленням сигналу мається на увазі така 

обробка вихідного сигналу вимірювального перетворювача з викори-

станням відомостей про його динамічні характеристики, яка дозволяє 

отримати сигнал якомога ближчий до істинного вхідного сигналу. 

При виготовленні первинних вимірювальних перетворювачів і вико-

навчих елементів систем автоматичного керування [15] необхідні 

характеристики міцності, як правило, можна отримати виключно за 

рахунок погіршення якості їх динамічних характеристик, зокрема 

підвищення їх інерційності щодо сприйняття реєстрованих або керу-

ючих сигналів, що зумовлює низьку точність таких систем. До речі, 

застосування засобів обчислювальної техніки для відновлення сигна-

лів дає принципову можливість використання в системах вимірюван-

ня та контролю маловитратних первинних вимірювальних перетво-

рювачів з невисокою роздільною здатністю. 

Ефективність застосування обчислювальних пристроїв в систе-

мах вимірювання та контролю обумовлюється насамперед низькими 

витратами на їх розробку в порівнянні з вдосконаленням фізичної 

конструкції певних елементів цих систем. Більш того, в деяких випа-

дках така можливість виявляється обмеженою не так економічними, 

скільки фізичними межами. Так, наприклад, знижувати інерційність 

датчика теплового потоку за рахунок зниження його теплоємності 

безмежно неможливо, тому що він просто згорить в потужному теп-
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ловому потоці, особливо коли мова йде про роботу в агресивних се-

редовищах, зокрема, при управлінні процесом спалювання палива в 

топках котлоагрегатів теплових електростанцій. 

Розвиток методів оперативної обробки інформації характеризу-

ється збільшенням частки обернених задач в загальному переліку ви-

рішуваних задач системами даного класу. При цьому мається на увазі, 

що принципово всі задачі математичного моделювання можна розділи-

ти на дві групи: прямі задачі, тобто задачі аналізу, коли відомі причини 

певних процесів і необхідно знайти слідства, а також зворотні задачі, 

коли відомі слідства і потрібно знайти причини. Теоретичний і практи-

чний інтерес до створення, дослідження і застосування методів і засо-

бів розв'язання обернених задач визначається необхідністю в розроб-

ках нових методів обробки сигналів, а також підвищеної, по відношен-

ню до прямих задач, складністю обернених задач, оскільки останні не є 

коректними з математичної точки зору і володіють рядом особливос-

тей. Труднощі, зокрема, полягають в необхідності вжиття заходів для 

забезпечення умов існування і єдиності розв’язку, також потрібно вра-

ховувати відсутність безперервної (регулярної) залежності розв’язку 

від вихідних даних, оскільки вхідною інформацією в зворотних зада-

чах є експериментальні дані, які визначаються з деякою погрішністю, і 

одержуваний розв’язок може сильно відрізнятися від точного. 

Однією з найважливіших задач відновлення сигналів є задача 

структурної корекції характеристик динамічних систем, яка полягає в 

побудові і використанні в перетворюючому каналі або контурі систе-

ми такого блоку, який завдяки своїм спеціально сформованим дина-

мічним властивостям перетворює необхідним чином загальні динамі-

чні властивості системи. 

При організації системи управління досліджуваними процесами 

вимоги до продуктивності такого блоку за обсягом і швидкістю об-

робки інформації істотно ускладнюють або просто виключають мож-

ливість використання універсальних комп'ютерних засобів. Виникає 

необхідність побудови спеціалізованих обчислювальних пристроїв, 

що володіють високою швидкодією. 

Інерційність вимірювальних каналів систем вимірювання приз-

водить до динамічних помилок. Таким чином, використання засобів 

технологічного та прецизійного виготовлення вимірювальних перет-

ворювачів (ВП), принципово не може привести до ідеальних перет-

ворювачів з малою динамічною похибкою [1; 2]. 

Найбільш ефективним в цьому випадку підходом до підвищення 

динамічної точності як ВП, так і систем вимірювання в цілому, полягає в 

застосуванні принципу структурної корекції [16], коли вимірювальний 

канал доповнюється пристроєм вторинної обробки одержуваного сигна-
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лу від ВП і шляхом математичної обробки вирішується задача віднов-

лення вхідного сигналу з мінімальною динамічною похибкою [12]. 

Типовою системою з елементами структурної корекції є вимі-

рювальний канал (ВК), структура якого наведена на рис. 1, де ВП — 

вимірювальний перетворювач, КП — коригуючий пристрій, РП — 

реєструючий прилад. 

 
ВП КП РП

Вхід Вихід

 
Рис. 1. Вимірювальний канал 

Інерційними властивостями можуть володіти як ВП, так і РП. 

Так, наприклад, в задачі реєстрації теплового потоку основним інер-

ційним (створюючим) елементом є ВП, а інерційністю РП можна 

знехтувати через малість значення. І, навпаки, в системі управління 

інерційним виконавчим механізмом (нагрівальним пристроєм) осно-

вна інерційність зосереджена в елементі типу РП (рис. 3, 4). В систе-

мі типу лінії зв'язку можливе використання двох КП як до, так і після 

спотворюючого елемента (рис. 2). Якщо всі елементи системи ліній-

ні, то в силу принципу комутативності послідовно з'єднаних елемен-

тів КП можна міняти місцями з іншими елементами, а два послідовно 

з'єднаних КП об'єднати в один КП, в зв'язку з чим всі наведені прик-

лади можна звести до першої типової системи. 

 
КП джерело 

живлення
нагрівач

Вхід Вихід

 
Рис. 2. Реєструючий прилад 

 

КП джерело 
живлення

двигун

вхІд-н
xH(t)

вихідреальна 
частота 

обертання

еталонна 
частота 

обертання

навантаження

нев’язка
вхід-э
xЭ(t)

 
Рис. 3. Схема автоматичного регулювання частоти обертання двигуна 

 КП лінія 
зв’язку

передавач КП приймач

 
Рис. 4. Система типу лінії зв'язку 
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Задача структурної корекції (в лінійному випадку) полягає в то-

му, щоб побудувати КУ з такою функцією передачі WКУ(p), щоб пе-

редавальна функція всього вимірювального каналу була максимально 

близькою до одиниці (WКУ(p)  1), що відповідає мінімальному рівню 

динамічних спотворень реєстрованого сигналу. Передавальна функ-

ція послідовно з'єднаних динамічних ланок дорівнює добутку пере-

даточних функцій кожного з них: 

WВК(p) = WВП(p) WКП(p) WРП(p), 

звідки 

 
( )

( )
( ) ( )

ВК
КП

ВП РП

W p
W p

W p W p
 . (1) 

В безінерційній системі WВП(p) = 1, WРП(p) = 1, згідно (1) WКП(p) = 1, 

що виключає необхідність застосування динамічного коригуючого  

пристрою. 

Для типового вимірювального каналу WВП(p) ≠ 1, WРП(p) = 1, і 

відповідно до (1) 
1

( ) ( )КП ВПW p W p


 , тобто для синтезу КП необхідно 

знати математичну модель ВП. Однак не у всіх випадках така інфор-

мація є достатньою. Так, якщо функція WВП(p) є дробово-раціональ-

ною, і порядок полінома чисельника менше порядку полінома зна-

менника, то 
1

( )ВПW p


 фізично не реалізовується. Точного розв’язку в 

цьому випадку задача не має. Але це не означає, що задача нерозв'яз-

на, оскільки достатньо отримати наближений розв’язок з похибкою, 

що не перевищує похибки вихідних даних. 

На рис. 3 представлена схема системи автоматичного регулю-

вання частоти обертання двигуна. Коригуючий пристрій в даному 

випадку використовується в якості регулятора і є узагальненням по-

няття пропорційно-інтегрально-диференціального регулятора (ПІД-

регулятора). Застосування такого універсального регулятора дозволяє 

реалізувати більш складні закони управління в порівнянні з ПІД за-

коном управління. І в даному випадку забезпечити потрібну точність 

стабілізації частоти обертання при швидкоплинних навантаженнях 

або швидкість стеження за швидкозмінних еталоном [9]. 

Динамічні вимірювання. Динамічні вимірювання отримують 

все більше поширення в техніці і наукових дослідженнях [3–6]. 

Роль динамічних вимірювань особливо велика, по-перше, в облас-

тях науки, пов'язаних з дослідженням структури матерії, аналізом і 

синтезом нових речовин і матеріалів, вивченням об'єктів в екстре-

мальних умовах, і, по-друге, в галузях техніки і виробництва, для 

яких характерне створення нових технологічних процесів і техніч-
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них об'єктів, зокрема, для технологічного контролю параметрів ви-

робів в процесі виготовлення, для експлуатаційного контролю тех-

нічних пристроїв в процесі їх роботи, для випробування зразків но-

вої техніки, в тому числі в нестаціонарних режимах, для досліджен-

ня нових фізичних об'єктів і явищ, для вивчення поведінки об'єктів 

в екстремальних умовах [8; 10; 11]. Друга тенденція — розвиток 

«вглиб», тобто підвищення точності вимірювань, обумовлене праг-

ненням досліджувати все більш тонкі явища природи і створювати 

все більш досконалі технічні пристрої. 

При проведенні динамічних вимірювань найбільший практич-

ний інтерес представляє випадок, коли значну частину основної по-

хибки становить динамічна похибка. Внаслідок цього в теорії дина-

мічних вимірювань найбільше значення має проблема відновлення 

вимірюваного сигналу. Виділення статичної та динамічної похибок 

засобів вимірювань, як адитивних складових, допустимо в разі, коли 

засіб вимірювання являє собою лінійну динамічну ланку або сукуп-

ність лінійних динамічних ланок. Тоді приведена до виходу похибка 

первинного перетворювача при впливі на його вхід мінливого сигна-

лу набуде вигляду: 

 ,вих ст дин      (2) 

де ст  — статична, а дин  — динамічна похибка перетворювача. 

Основною частиною структури вимірювальної системи, в якій 

виникає динамічна похибка, є первинний вимірювальний перетворю-

вач, в якості якого може бути датчик, випробувальний стенд з датчи-

ковою апаратурою або випробувані пристрій. Первинний вимірюва-

льний перетворювач, доповнений коригуючих пристроєм або алгори-

тмом обробки інформації динамічних вимірювань, утворює найбільш 

важливу функціональну частину вимірювальної системи. 

Будь-яка інформаційно-вимірювальна система (ІВС), незалежно 

від конкретного призначення, структурно складається з трьох основ-

них частин: первинного пристрою, призначеного для збору, підготов-

ки і передачі вимірювальної інформації; ліній зв'язку — дротових або 

бездротових; комплексу агрегатних засобів. На рис. 5 зображена ти-

пова структура ІВС, в якій блок обробки даних включає в себе кому-

татор імпульсних сигналів, обчислювач, накопичувача даних, алго-

ритм обробки динамічних вимірювань. На малюнку вказані сигнали: 

x(t) — вимірюваний сигнал, e(t) — похибка відновлення вимірювано-

го сигналу, обумовлена вхідними перешкодами первинного датчика, 

похибка взаємодії первинного перетворювача з об'єктом вимірювань, 

адитивними похибками вимірювальної системи, інерційністю пер-

винного датчика. 
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первичное преобразование

ДУА ЛС БОД І ОД

первинне перетворення

ДУА ЛЗ

проміжне перетворення

ПАЛ АЦП

y(t)y(t)

e(t)

x(t)

 
Рис. 5. Типова структура одноканальної інформаційно-вимірювальної  
системи: ДУА — аналоговий датчик з уніфікованим вхідним сигналом  

напруги або струму; ЛЗ — лінії зв'язку; ПАЛ — перетворювач уніфікованих 
сигналів аналогового безперервного в аналоговий безперервний;  

АЦП — аналого-цифровий перетворювач напруги, струму, періоду, частоти, 
інтервалу часу в код; БОД -блок обробки даних; ОД — засоби відображення; 

І — засіб узгодження; x(t) — вимірюваний сигнал,  
e(t) — похибка відновлення вимірюваного сигналу 

Якщо об'єднати в поняття «датчик» всі засоби первинного і про-
міжного перетворення, аж до аналого-цифрового перетворювача, то 
розглянуту вимірювальну систему можна представити у вигляді рис. 6. 
При цьому вхідні перешкоди і шуми приведені до виходу датчика. 

 

БОД І ОД

y(t)y(t)

e(t)

x(t)
Д

γ(t)

 
Рис. 6. Спрощена структура одноканальної ІВС 

Вимірювальні функції ІВС — вимірювання значень фізичних 
величин, що впливають на вхід системи і характеризують окремі вла-
стивості об'єктів. 

Визначення вхідного сигналу, динамічно спотвореного засобом 
вимірювань, розглядається в загальному випадку як зворотна задача 
вимірювальної техніки. Термін «зворотна задача» з'явився в матема-
тичній фізиці і відноситься до задачі відновлення вхідного сигналу за 
відомою інформацією про оператор фізичного приладу, що відобра-
жає відгук цього приладу на вхідний сигнал. Зворотна задача є харак-
терною і традиційною задачею вимірювальної техніки. Ще в 
1871 році Релей формулював цю задачу як «редукцію до ідеального 
приладу». У різних роботах зворотну задачу визначають як корекцію 
частотних характеристик засобів вимірювання, відновлення вхідного 
сигналу, корекцію сигналів, компенсацію динамічних похибок. 

Задача визначення миттєвих значень вхідного сигналу засобів ви-
мірювання може бути проілюстрована ланцюжком перетворень, зобра-
жених на рис. 1.7. На виході засобу вимірювання спостерігається процес: 

           ,y t A x t t t t         (3) 
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де x (t) — вхідний вимірюваний сигнал; (t) — завада, джерелом якої 

є об'єкт вимірювань; (t) — завада, викликана взаємодією засобів 

вимірювання з об'єктом вимірювання; (t) — адитивні похибки засо-
бу вимірювання. 

Задачею вимірювання є визначення невідомого процесу x(t) за 
вихідним сигналом y(t) і оператором А. 
 

Ĥ M
y(t)

e(t)

x(t)
A

η(t)
Z(t) ẋ(t)

об’єкт 
вимірювання

ε(t) ξ(t)

 

Рис. 7. Схема розв'язання оберненої задачі: (t) — завади, джерелом яких  

є об'єкт вимірювань; (t) — завада, викликана взаємодією засоби вимірювання 

з об'єктом вимірювання; (t) — адитивні похибки засобу вимірювання; 
А — оператор перетворення процесу x(t); y(t) — вихідний сигнал;  

М — операція порівняння з одиницею виміру;  x t  — оцінка процесу x(t); 

е(t) — похибка розв'язання оберненої задачі 

Розбіжність зворотного для A оператора Ĥ  з точним зворотним 

оператором відбувається з наступних причин: наявність похибок (t), 

(t), (t) змушує надавати оператору Ĥ  фільтруючі властивості; опе-
ратор, точно зворотний, фізично не реалізується. Якщо прямий опе-
ратор — це оператор з післядією, тобто з пам'яттю, то зворотний йо-
му повинен бути оператором з прогнозом, що фізично реалізувати 
неможливо. Прямий оператор є цілком безперервним, отже, зворот-
ний оператор не є безперервним і обмеженим. У цьому полягає неко-
ректність оберненої задачі. Якщо прямий оператор засобів вимірю-
вання є добре згладжуваним оператором, то зворотний оператор по-
винен володіти зворотними властивостями — посилювати всі най-
менші швидкі процеси, наявні у відновленому сигналі, в тому числі і 
адитивні похибки, властиві вживаному засобу вимірювання. 

Наведемо вхідні завади до виходу засобу вимірювання і пред-
ставимо схему рис. 7 в спрощеному вигляді (рис. 8). Наведені похиб-
ки будуть мати вигляд: 

         .y t A t t t        (4) 

 

Ĥ 
y(t)

e(t)

x(t)
A

γ(t)

ẋ(t)

 
Рис. 8. Спрощена схема розв'язання оберненої задачі 
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Іншими словами, обернена задача зводиться до вирішення опе-
раторного рівняння 
 Ax(t) = y(t) (5) 
з неточно заданою правою частиною. 

Розв’язок відшукується за критерієм мінімуму похибки або за 
критерієм мінімуму нев'язки. Оскільки точний зворотний оператор 
необмежений і втрачає безперервність, для розв'язання оберненої 
задачі застосовують спеціальні методи регуляризації. 

Інверсний (інверсно-обчислювальний) підхід до організації проце-
сів динамічної корекції вимірювальних систем, заснований на алгорит-
мічній інтерпретації результатів вимірювань, знаходиться на стадії акти-
вного розвитку. До появи цього підходу розглянута задача динамічних 
вимірювань вирішувалася на основі схемно-параметричного підходу для 
наступних двох випадків побудови вимірювального каналу. 

У першому випадку розглядається канал, який представляє собою 
електричний ланцюг (однорідну фізичну систему). Для досягнення ефе-
кту «ідеального вимірника» схема доповнюється елементами, що забез-
печують відновлення вхідного сигналу на виході приладу, а параметри 
доповнюючої частини визначаються з умов виконання вимог до стійкос-
ті і максимально допустимої точності каналу. При цьому фактично ви-
рішується задача синтезу електричного кола за заданими критеріями. 

У другому випадку розглядається вимірювальний канал, що 
складається з фізично різнорідних блоків, об'єднаних в структуру, 
подібну структурі системи управління, яка синтезується як система 
моніторингу, що забезпечує як можна більш точне відтворення вхід-
ного сигналу на виході з дотриманням необхідних умов стійкості. 

Як видно, даний підхід має на увазі застосування методів синтезу, 
що відносяться або до теорії електричних ланцюгів, або до теорії управ-
ління. При цьому процес побудови вимірювального каналу супроводжу-
ється відомими труднощами і обмеженнями, що приводять до складних 
процедур проектування та принциповим проблемам досягнення необ-
хідної якості, чого можна уникнути в рамках інверсного підходу. Про-
міжним між інверсним і схемно-параметричним підходами є застосу-
вання в якості коригуючого ланки аналогових обчислювальних блоків. 
Аналоговий підхід цілком реалізуємий і отримав певний розвиток, однак 
специфіка його застосування вимагає оцінки якісних і конструкторських 
рішень. Крім того, його структурна реалізація можлива в цифровому 
виконанні, наприклад, в системі Matlab/Simulink. 

Як вже зазначалося, з математичної точки зору постановка оберне-
ної задачі (рис. 8) є некоректною. Тому практичне розв’язування задачі 
відбувається з трансформацією її до коректної постановки та знаходже-
нню регулярних (стійких до перешкод) розв’язків. При цьому більшість 
регуляризованих розв’язків отримано на основі методу регуляризації 
А. Н. Тихонова, що використовує мінімізацію регуляризуючої добавки. 
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Висновки. Інверсно-обчислювальний підхід, заснований на ви-

користанні інтегральних рівнянь, залишається менш дослідженим і, 

судячи з деякого досвіду розв’язання практичних задач [7], є досить 

ефективним і перспективним, тим паче, що цей підхід ґрунтується на 

реалізації детермінованих алгоритмів і потребує мінімального обсягу 

апріорної інформації. 
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INVERSE-COMPUTATIONAL APPROACH IN THE PROBLEM  
OF DYNAMIC CORRECTION OF MEASUREMENT SYSTEMS 

WITH APPLICATION OF INTEGRAL MODELS 

The development of modern systems of measurement, control, man-
agement and diagnostics is characterized by an increase in requirements for 
quality indicators, an increase in functionality, an increase in the complexi-
ty of research and design tasks in their creation. As a rule, the basis for the 
functioning of these systems are the methods and means of processing ex-
perimental data and computer implementation of mathematical models. In 
many practically important tasks, prompt assessment of the processes and 
phenomena under testimony of measuring instruments is of paramount im-
portance. Similar tasks are known in practice as signal recovery tasks 

The use of computer equipment for signal recovery makes it possible to use 
low-cost primary measuring transducers with low resolution in systems of 
measurement and control. The efficiency of the use of computing devices in 
measurement and control systems is primarily due to the low cost of their de-
velopment in comparison with the improvement of the physical design of cer-
tain elements of these systems. Moreover, in some cases, such a possibility is 
limited not just by physical boundaries, but more so by economic factors. 

The development of methods of operational processing of information is 
characterized by an increase in the proportion of inverted tasks in the total list 
of solved problems by systems of this class. This implies that in principle, all 
the problems of mathematical modeling can be divided into two groups: di-
rect problems, i.e. problems of analysis, when the known causes of certain 
processes and one has to find the consequences, and inverse problems, when 
the consequences are by physical boundaries and one has to find the reasons. 
One of the most important tasks of signal recovery is the task of structural 
correction of the characteristics of dynamic systems, which is constructing 
and using in the conversion channel or circuit of the system such blocks, 
which, due to their specially formed dynamic properties, transform in a nec-
essary way the general dynamic properties of the system. 

Key words: measuring system, signal recovery, structural correction, 
dynamic measurements, inverse approach. 

Отримано: 15.08.2019 
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METHODS OF COMPLEX DYNAMIC SYSTEMS’  
MODELS’ EQUIVALENT CONVERSION 

Proposed and considered the formal description of equivalent 
conversions which can be applied to obtain the various models of 
different kinds of complex dynamic systems (including electrical 

systems, power installations, etc.), as well as for transition from 
one representation to another. The set of basic operations which re-
alize elementary conversions of models is described. The methods 
and algorithms for conversion of differential equations into integral 
or integro-differential are considered. 

Key words: Dynamic systems, model conversion, integral 
equations. 

Introduction. For investigation of dynamic systems their modeling 
on the base of differential equations is used in most cases. Appropriate 

models and methods of their solution are well known and widely applied 
in practice. At the same time, it is not always evident what kind of model 
is better to use for a particular system. Selection of the adequate and at the 
same time enough simple model is actually an art from many points of 

view. Besides differential equations, there are many other means for de-
scription of dynamic systems. Those are, primarily, integral and integro-
differential equations. For many problems integral equations are preferable 
than differential ones. Thus, it is obviously important to create and devel-
op mathematical methods and computer tools which would allow to con-

vert one model description to another. 
Formalization of equivalent conversions’ description. Let us consider 

the formalized description of equivalent conversions which can be applied 
to obtain the various models of the researched dynamic system and for 

transition from one representation to another. 
Let we have an operator model defined by the equation 

1(u) = 2(u). The basic operations realizing elementary conversions of 
the model are: 

 the additive conversion 

1(u) = 2(u)  1(u)+3(u) = 2(u)+3(u); 

 the multiplicative conversion 

1(u) = 2(u)  1(u) 3(u) = 2(u) 3(u); 

© А. Verlan, Jo Sterten, 2019 
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 the additive splitting 

1(u) = 2(u)  11(u) + 12(u) = 2(u); 

 the multiplicative splitting 

1(u) = 2(u)  11(u) 12(u) = 2(u); 

 the partial additive inversion 

1(u) = 2(u)  u = –1
11(u) (2(u) – 12(u)); 

 the partial multiplicative inversion 

1(u) = 2(u)  12(u) = –1
11(u) (2(u)). 

Combining these basic operations, we can obtain more complex con-

versions of mathematical models. 

Let's consider some realizations of algorithms of equivalent convert-

ing differential equations to integral or integro-differential ones [1, 2, 4]. 

In general case, it should be noted that precise reverse transition from in-

tegral to differential form of mathematical model is not always possible. 

The integral form of mathematical models representation is more universal 

than the differential one. It allows to describe much more physical objects, 

both with lumped and distributed parameters. 

Method of analytical inversion with operator splitting. Let a model of 

the object is given in a form of the ordinary differential equation (ODE) 

            
1

[ ] , 0 , 0, 1,
n

n i in
i i

i

D y y t a y t f t y C i n




       (1) 

or, in the functional form, 

 [ ] .D y f  (2) 

To obtain a series of equivalent integral dynamic models [3, 5, 6], 

i. e. relations containing integral operators, rather general method based on 

different versions of splitting the initial differential operator can be ap-

plied. Indeed, splitting the operator D into two operators, i. e. putting 

D = D1 + D2, we obtain the following differential equation 

 1[ ] ,D y   (3) 

where (t) = f(t) – D2[y]. Choosing such form of decomposition which 

admits analytical solution (3) is available, can allow us to get the equation 

  1
1 ,y D 


  (4) 

The operator 
1

1D


 which is inverse to D1 is in integral operator, 

therefore (4) is the integral or integro-differential equation. 

The considered method of equivalent conversion can be applied both 

to linear and nonlinear problems. If for example the nonlinear differential 

equation Dn[y] = f with a given nonlinear operator Dn, then for its decom-

position it is reasonable to separate its linear part, i. e. to use the represen-

tation Dn = D1 + D2n, where D1 is a linear operator. Then the initial equa-
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tion is reduced to the form (4), which is generally the nonlinear integro-

differential equation. 

Let's consider this method in more details on the example of the 

equation (1), which can be rewritten as 

              
1 1

.
m n

n n i n i

i i

i i m

y t a y t f t a y t
 

  

     (5) 

After the substitution of variables 

                  
1

, ,..., ,
n m n m m n

u t y t u t y t u t y t
  

    (6) 

we obtain the m-th order equation 

          
1

1

,
m

m i

i

i

u t a u t t




   (7) 

where  

        
1

.
n

n i

i

i m

t f t a y t


 

    (8) 

Converting the equation (7) to an equivalent the 1st order ODEs sys-

tem and building its solution, e. g. using fundamental solutions of this sys-

tem, we obtain the equation with exponential kernel: 

    0

0

, , ,

t
At At

u t e u e a u     (9) 

where 

u(t) = [u'(t), u''(t), …, u(m)(t)], u0(t)=[u'(0), u''(0), …, u(m)(0)], 

(a, u, t)=[0, 0, …, (t)],  

and we get the following m-th order matrix A: 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0
.

m m m

A

a a a a 

 
 
 
 
 
    

  

The unknown variables in the equations (1) and (9) are connected by 

the relation 

    
 

 
 

1

0 0 0

... .
1 !

n mt t t

n m

t s
y t u s ds u s ds

n m

 




 

 
    (10) 

The transition from one form of a model to another is carried by 

modifying value of m from 1 to n. 

The method of sequential integration. If we put m = n in the regarded 

method, decomposition of the operator D is reduced to solution of the ini-
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tial equation with respect to the higher derivative. In this case the solution 

of the equation (3) is carried out by n sequential integrations. As the result 

we get the following integral equation: 

        
0

,

t

y t K t s y s ds F t    (11) 

where 

 

 
 

 

 
 

 
 

   

1

1

1 1 1

0

1 10

1 12

1 2

1

,
1 !

...
1 ! ! !

...
1 ! 1 !

in

i

i

nt i in n

i i

i i

i nn

i n

i

t s
K t s q

i

t s t t
F t f s ds C C q

n i i

t t
C q C

i n





  

 

 






 




    



  
 



 



 (12) 

The method of higher derivative. This method is usually considered 
in the literature. It represents a special case of the splitting method based 
on the substitution 

           
1

1

0

, , ...

t
n n

u t y t u s ds c y t


    

It allows to obtain the equivalent integral equation with respect to the 
higher derivative of the initial equation (1): 

 

   
 

 
     

     

 

1

10

1 1 1 2 2

1

1 1 0

,
1 !

...

... .
1 !

kt n
n n

k

k

n n n

n

n n

t s
y t a y s ds t

k

t f t C a C t C a

t
C C t C a

n









  






 



     

 
      



 (14) 

The analytical methods of equivalent transition from the ordinary dif-
ferential equations to integral ones can be effectively implemented using 
the packages oriented to analytical conversions (Mathematica, Maple etc.). 

The structure of the algorithm which allows to carry out the most general 
method of analytical inversion with operator splitting is shown in the Fig. 1. 

This method at m = n is reduced to the sequential integration method, 
and at m = 0 — to the higher derivative method. In general case it allows 
us to obtain an integro-differential equation, and in the two last special 
cases we obtain pure integral equations. 

It is useful to develop intelligent program environments for selecting 
appropriate models oriented to simulation and modeling of dynamic sys-
tems. Some approaches to solving this problem were discussed in [3]. 
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Fig. 1. Algorithm of analytical inversion with operator splitting 

Comparing the sequential integration method and the higher deriva-

tive method, we have to note that only in the first respect to the required 

function u(t) = y(t) is obtained. In the rest cases (at m < n) we obtain the 

equation with respect to derivative of required function, and obtained solu-

tion should be integrated m – n times. 

Continuing a comparison of the methods of transition from differen-

tial to integral form of mathematical models, we have to note that for the 

sequential integration method in algorithm in the Fig. 1 the item 6, and in 

the higher derivative method the item 4 are omitted. Anyway the problem 

of numerical integration remains. In the sequential integration method we 

have to integrate the right hand side of the differential equation, and in the 

higher derivative method — the obtained solution.  

For an investigation of dynamic models with approximate initial data 

(for example, obtained by measurements) the sequential integration meth-
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od is preferable. In this case approximate initial data are integrated on the 

first step of algorithm. In this case the influence of errors in initial data 

(especially if errors look like a white noise) can be considerably reduced. 

Conversion of nonlinear models. Let’s consider a possibility to ob-
tain the equivalent integral equations for nonlinear object in the case when 
one of derivative is included into the initial differential equation under the 
sign of continuous nonlinear function, i. e. when the nonlinear differential 
equation has the form 

             
0

,
n

i m

i

i

a t y t F y t f t



   (15) 

with the initial conditions y(i)(t0) = Ci , and continuous variable coefficients 
ai (t), i = 0, …, n – 1. 

We suppose that an = 1, am = 0 and m  n. 
An integral equation with respect to the m-th derivative can be ob-

tained integrating the equation (15) n – m times. 
Let's consider at first the case of m = 0. Integrating the equation (15) 

n + 1 times, we reduce it to the following form that does not contain de-
rivatives: 

    
 

    
0 0 0

1 , .
!

nt t t t

n n

t s t t

t s
M s d y s ds F y s ds s ds

n
 

  
    

  
     (16) 

Here 

   
 

 
 

 

11

1 1

, 1 ,
1 !

i jn n
i jj

n n i n i

i j

s
M s C a s

i j




 

 

 


 

 
    

 
 

 
   

0

1

,
1 !

nt

n n

t

t s
t f s ds P t

n




  


   

   
   

 

11
0

1

1 0 1

1 ,
1 !

i jn k k i
i i i

n j k jk

k i j

t t
P t a C C

i j

  

 

  




 
    

 
 

 

!
, .

! !

i
i m

k nk i

t s

d n
a a t C

m n mdt


 


  

In a special case when the higher derivative is included into the equa-
tion under the sign of continuous nonlinear function F, i. e. when the non-
linear differential equation has the form 

 
            

1

0

,
n

n i

i

i

F y t a t y t f t




    (17) 

with the initial conditions y(i)(t0) = Ci and continuous variable coefficients 
ai(t), i = 0,…, n – 1, the equivalent integral equation can be written as 
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         
0

, ,

t

n n n n

t

F Z t K t s Z s ds t   (18) 

where 

 
 

 
 

     
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 

11
0

1

11 1
0

1

0 1
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n j


 



  

 

 


 

 




 

 





  

The equation (18) is obtained by substituting the derivatives y(i)(t), 
expressed in terms of y(n)(t), into (17): 

   
 

 
 

 

 
0

1

0

1

1

.
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In the case m  0 the equation (15) can be represented as 
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Taking into account (18) it can be written in the following form: 
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Sequentially integrating (19) and considering (16), we obtain the 
nonlinear integral equation 
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 
 

 
   

0 0

1

1 ,
1 !

n mt t

m

t t

t s
t s ds Pn n t dt

n m
 

  
    

  
 
    

In–m–1[Km(t, s)] means the application of the operator 

   , ,

t

m m

s

I K t s K s d       

n – m – 1 times. The operator I arises when the integration limits are 
changed: 
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Thus, the integral equation equivalent to (15) has the following form 
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It follows from the formulas (16), (18), (20), that the left-hand side of 

the integral equation, equivalent to the given nonlinear differential equa-

tion, in which one of derivatives is included nonlinearly, consists of two 

components. One of these components is the nonlinear with respect to the 

function y(m)(t), and the second one is an application of integral operator 

with the kernel Q(t – s) to y(m)(t). 

If a model is represented by a system of differential equations, we 

have more wide opportunities to transform it to integral or integro-

differential form then in the case of a single equation. Every equation in 

the system can be transformed in different way, equations can be com-

bined etc. We can also reduce the model dimension decreasing the number 

of governing equations. This can be done more flexible than if we use the 

differential approach: the higher derivatives demanding special treatment 

at numerical solution do not appear, and resulting integral equations are 

solved in usual way. 

To illustrate these opportunities, we consider the following example. 

The simple quarter car model of automotive suspension (Fig. 2) is de-

scribed by following system of ODEs: 

 
 
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1 2
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,

b b s b w s b
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m x C x x x C x x x x m g

    

       
 (21) 

where mb and mw are masses of the body and the wheel, xb, xw are their 

displacements, xs2 is a displacement in the second section used as the lam-

inated spring model, Ci, i are stiffnesses and viscosities in the models of 

the spring and the tire, Ffr is the friction force in the spring model. 

Instead of the last equation in the system (21), on the stage when the 

second element of spring model is deformed we can use a differential 

equation with respect to the spring tension Fs = Cs1(xb – xw – xs2): 
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where 
1 2

s

s s

n
C C





 is a characteristic relaxation time [1], and 

b wx x x   is the spring deformation. 

 
Fig. 2. Automotive suspension 

Solving this equation analytically, we obtain the following relation 

which includes integral operators with the relaxation kernel 
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(23) 

The substitution of (23) into the dynamic equations (the first two ones in 
the system (21) leads to a system of integro-differential equations. Integrating 
them twice, we obtain two Volterra integral equations of the 2nd kind [4]. 

Conclusions. Using the proposed approach, we can obtain integral 
equations for each of the variables xb, xw and xs2 or Fs by the sequential 
integration method. Also, we can obtain the simple system of integral 
equations (but with larger number of equations) by transition from (21) to 
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the 1st order ODEs system and integrating it. One integral equation with 
respect to a single governing function (e. g. the car's body displacement or 
acceleration) can be obtained instead of two dynamic equations. 

Thus, the obtained equivalent conversions’ formalized description along 
with the proposed conversion algorithms provide the possibility to create vari-
ous models of different kind of complex dynamic systems and make conven-
ient and effective conversion of the models from one representation to another, 
i.e. from differential equations to integral or integro-differential. 
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МЕТОДИ ЕКВІВАЛЕНТНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ  
МОДЕЛЕЙ СКЛАДНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

Запропоновано та розглянуто формальний опис еквівалентних пе-
ретворень, які можна застосувати для отримання різних моделей 
складних динамічних систем (включаючи електричні системи, енер-
гоустановки тощо), а також для переходу від одного представлення до 
іншого. Описано набір основних операцій, які реалізують перетво-
рення моделей. Розглянуто методи та алгоритми перетворення дифе-
ренціальних рівнянь в інтегральні та інтегро-диференціальні. 

Ключові слова: динамічні системи, перетворення моделі, інтег-
ральні рівняння. 

Отримано: 21.08.2019 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ КОЛИВНИХ ПРОЦЕСІВ  
У НЕОБМЕЖЕНОМУ КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ 
КЛИНОВИДНОМУ ПОРОЖНИСТОМУ ЦИЛІНДРІ 

Актуальність теорії крайових задач для диференціальних рів-

нянь з частинними похідними, яка інтенсивно розвивається, обу-
мовлена як значимістю її результатів для розвитку багатьох розді-
лів математики, так і численними застосуваннями її досягнень 
при математичному моделюванні різних процесів і явищ фізики, 
механіки, біології, медицини, економіки, техніки. 

Добре відомо, що складність досліджуваних крайових задач 
суттєво залежить від коефіцієнтів рівнянь та геометрії області в 
якій розглядається задача. На цей час досить детально вивчено 
властивості розв’язків крайових задач для лінійних, квазілінійних 
та певних класів нелінійних рівнянь в однозв’язних областях. 

Водночас багато важливих прикладних задач теплофізики, 
термомеханіки, теорії пружності, теорії електричних кіл, теорії 
коливань приводять до крайових задач для диференціальних 
рівнянь з частинними похідними не тільки в однорідних обла-
стях, коли коефіцієнти рівнянь є неперервними, але й в куско-
во-однорідних та неоднорідних областях, коли коефіцієнти рі-
вняння є кусково-неперервними. 

У пропонованій роботі методом інтегральних і гібридних 
інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних 
розв’язків (матриць впливу та матриць Гріна) за найбільш за-
гальних припущень побудовано точні аналітичні розв’язки ма-
тематичних моделей коливних процесів (гіперболічних почат-
ково-крайових задач спряження) в необмеженому кусково-
однорідному клиновидному порожнистому циліндрі.  

Одержані розв’язки мають алгоритмічний характер, непере-

рвно залежать від параметрів і даних задачі та можуть бути 
використані як в подальших теоретичних дослідженнях, так і в 
практиці інженерних розрахунків реальних еволюційних про-
цесів, які моделюються гіперболічними крайовими задачами 
(задачі акустики, гідродинаміки, теорії коливань механічних 
систем), які описуються циліндричною системою координат. 

Ключові слова: математичне моделювання, коливний 
процес, гіперболічне рівняння, початкові та крайові умови, 
умови спряження, інтегральні та гібридні інтегральні перет-
ворення, матриця впливу, матриця Гріна. 
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Вступ. Коливні процеси відіграють важливу роль у сучасній віб-
раційній техніці, новітніх технологіях, суттєво впливають на міцність і 
довговічність деталей машин і механізмів, будівельних конструкцій 
при врахуванні механічних і технологічних умов їх експлуатації. 
Найпростішою математичною моделлю такого процесу є добре і дав-
но відоме лінійне диференціальне рівняння коливань (хвильове рів-
няння, рівняння Д’аламбера) гіперболічного типу 2-го порядку 

 
2

2
32

, ,
u

a u f t P
t


  


 

де 3  — тривимірний оператор Лапласа у відповідній системі коор-

динат (декартовій, циліндричній, сферичній тощо) тривимірного евк-

лідового простору, ,a const f  — деяка наперед задана функція, 

Р  — точка простору. 
Зрозуміло, що для адекватного моделювання коливного процесу до 

складу математичної моделі крім хвильового рівняння потрібно долучи-
ти ще певні початкові та крайові умови, а у випадку кусково-однорідних 
середовищ — умови контакту на поверхнях спряження. Таким чином, 
математичною моделлю коливного процесу є гіперболічна крайова зада-
ча математичної фізики [1]. На цей час досить детально вивчено одно-
вимірні, двовимірні та тривимірні гіперболічні крайові задачі математи-
чної фізики однорідних середовищ. Але у зв’язку з широким застосуван-
ням композитних матеріалів (найпростіший композит має дві точки 
спряження) у будівництві, техніці, сучасних технологіях як математичні 
моделі певних процесів виникають крайові задачі для диференціальних 
рівнянь з частинними похідними різних типів (еліптичних, параболіч-
них, гіперболічних) не тільки в однорідних областях, коли коефіцієнти 
модельних рівнянь є неперервними, але й в неоднорідних і кусково-
однорідних сердовищах, коли коефіцієнти рівнянь є кусково-неперерв-
ними, чи, зокрема, кусково-сталими [2–4]. 

Крім методу відокремлення змінних [1, 6] та його узагальнень [5], 
одним з важливих і ефективних методів дослідження лінійних матема-
тичних моделей (лінійних крайових задач математичної фізики) є метод 
інтегральних перетворень [6], який дає можливість будувати в аналітич-
ному вигляді розв’язки тих чи інших математичних моделей (крайових 
задач) через їх інтегральне зображення у випадку однорідних середовищ. 
У той же час, для досить широкого класу задач у кусково-однорідних 
середовищах ефективним методом їх дослідження виявився метод гіб-
ридних інтегральних перетворень, які породжені відповідними гібрид-
ними диференціальними операторами, коли на кожній компоненті 
зв’язності кусково-однорідного середовища розглядаються або ж різні 
диференціальні оператори, або ж диференціальні оператори того ж са-
мого вигляду, але з різними наборами коефіцієнтів [7–11]. 
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У цій статті, яка є логічним продовженням [12-14], ми пропону-
ємо точний аналітичний розв’язок узагальненої математичної моделі 
коливного процесу в необмеженому кусково-однорідному клиновид-
ному порожнистому циліндрі, побудований методом інтегральних і 
гібридних інтегральних перетворень при найбільш загальних обме-
женнях на вихідні дані задачі. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу побудови обмеженого на 
множині  
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класичного розв’язку лінійних диференціальних рівнянь з частинни-
ми похідними гіперболічного типу 2-го порядку [1, 6] 
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з початковими умовами 
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одними з крайових умов на гранях клина [7] 

 
0

1 1
=0 =

= ( , , ); = ( , , ); = 1, 1,j j j ju g t r z u t r z j n
  

   (5) 

 

0

2 2
=0

=

= ( , , ); = ( , , ); = 1, 1,
j

j j j

u
u g t r z t r z j n


 





 


 (6) 

 
0

3 3
=

=0

= ( , , ); = ( , , ); = 1, 1,
j

j j j

u
g t r z u t r z j n

 









 (7) 

 

0

4 4

=0 =

= ( , , ); = ( , , ); = 1, 1
j j

j j

u u
g t r z t r z j n

  


 

 
 

 
 (8) 



Серія: Технічні науки. Випуск 20 

29 

та умовами спряження [12] 

 
1 1 2 2 1 0; 1, 2; 1, ,

k

k k k k
j j k j j k

r R

u u j k n
r r

    



      
         

     
 (9) 

де 

rja , ja , zja , j , k
js , k

js  — деякі сталі; 

2 1 1 2 0;
k k k k

jk j j j jc        1 2 0;k kc c   

 1 2 1( , , , ) = ( , , , ), ( , , , ), ..., ( , , , ) ,nf t r z f t r z f t r z f t r z      

 1 1 1 1
1 2 1( , , ) = ( , , ); ( , , ),..., ( , , ) ;ng r z g r z g r z g r z     

 2 2 2 2
1 2 1( , , ) = ( , , ); ( , , ),..., ( , , ) ;ng r z g r z g r z g r z     

( , , ),pjg t r z  ( , , );pj t r z    0= 1, 4; = 1, 1 , ( , , ), ( , , )p j n g t z g t z   — 

задані дійсні обмежені неперервні функції; 

 1 2 1( , , , ) = ( , , , ); ( , , , ), ..., ( , , , )nu t r z u t r z u t r z u t r z     —  

шукана дійсна двічі неперервно диференційовна функція. 
Зауважимо, що: 

1) у випадку 0j   рівняння (1) є класичним тривимірним неодно-

рідним рівнянням коливань (хвильовим рівнянням, рівнянням Д’а-
ламбера) для ортотропного середовища у циліндричній системі 
координат;  

2) якщо 11 11 12 12 21 1 21 22 20, 1; 0, 1; , 0; ,
k k k k k k k k k

E E              22 0,
k

   

де 1 2,
k k

E E  — модулі Юнга ( 1, )k n , то умови спряження (9) збіга-

ються з класичними умовами ідеального механічного контакту. 

Отже, гіперболічні початково-крайові задачі спряження (1)–(4), 
(5), (9); (1)–(4), (6), (9); (1)–(4), (7), (9); (1)–(4), (8), (9) можна розгля-
дати як узагальнені математичні моделі коливних процесів у необме-
женому кусково-однорідному клиновидному порожнистому циліндрі. 

Основна частина. Припустимо, що розв’язки задач (1)–(4), (5), 
(9); (1)–(4), (6), (9); (1)–(4), (7), (9); (1)–(4), (8), (9) існують і задані й 
шукані функції задовольняють умови застосовності залучених нижче 
прямих та обернених інтегральних і гібридних інтегральних перетво-
рень [11, 15, 16].  

Визначимо скінченні пряме ,m ikF  та обернене 1
,m ikF
  інтегральні 

перетворення Фур’є щодо кутової змінної  00;   за формулами [15]: 

      
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,m ik m ik m ikF f f U d f
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         (10) 
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де 
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22 22
0

1
, 1

2
m    при 1, 2,3,..... .m   

Безпосередньо (інтегруванням частинами) перевіряється, що для 

оператора ,m ikF  виконується основна тотожність інтегрального пере-

творення диференціального перетворення Фур’є: 
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Інтегральний оператор ,m ikF , який діє за формулою (10) внаслі-

док тотожності (12) тривимірним початково-крайовим задачам спря-

ження (1)–(4), (5), (9); (1)–(4), (6), (9); (1)–(4), (7), (9); (1)–(4), (8), (9) 

ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на множині 

   , , 0; , ;nD t r z t r z
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розв’язку двовимірних диференціальних рівнянь 
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 (13) 

з початковими умовами 
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крайовими умовами 
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та умовами спряження 
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де 
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 
     

До двовимірної початково-крайової задачі спряження (13)–(17) 

застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на декартовій осі 

 ;   щодо змінної z  [16]: 
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Інтегральний оператор F, який діє за формулою (18), внаслідок 

тотожності (20), задачі (13)–(17) ставить у відповідність задачу побу-

дови обмеженого на множині   , 0; nD t r t r
      розв’язку одно-

вимірних диференціальних рівнянь В-гіперболічного типу 
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з початковими умовами 
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 (23) 

та умовами спряження 
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

 
  


 — класичний диференціальний опера-

тор Бесселя. 

До одновимірної початково-крайової задачі спряження (21)–(24) 

застосуємо скінченне гібридне інтегральне перетворення типу Ганке-

ля 2-го роду на кусково-однорідному сегменті nI


 з n  точками спря-

ження щодо радіальної змінної r  [11]: 
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 (27) 

У формулах (25)–(27) беруть участь величини і функції, випи-

сані в [11], 
,

1
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( , ) 1

1

( ) ( )
jm ik
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m ik j j j
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B a r R R r B







      — гібридний ди-

ференціальний оператор Бесселя,  х  — одинична функція Геві-

сайда [17]. 

Запишемо диференціальні рівняння (21) та початкові умови (22) 

у матричній формі 
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t
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 













  
  
      
  
     

 
 

   
 
 
  

2
1 ,

2
2 ,

2
1, ,

( , )

( , )
,

( , )

m ik

m ik

n m ik

r

g r

g r







 
 
 
 
 
 
 

 (29) 

де 
2 2 2 2
( ) ;j zj jq a     1, 1.j n   

Інтегральний оператор snM , який діє за формулою (25), зобра-

зимо у вигляді операторної матриці-рядка 

 

 
1 2

0 1

1

1 1 2 2

1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

n

n n

R R

sn s s

R R

R R

n s n n s n

R R

M V r rdr V r rdr

V r rdr V r rdr

   

   



 







  



 

 

 (30) 

і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (28), (29). Вна-
слідок тотожності (27) одержуємо задачу Коші для звичайних дифе-
ренціальних рівнянь 2-го порядку  

  

 

21
2 2 2

,2
1

21
1 0 1

, 1 0 0 ,0
1 11

2
1 1

1 ,1
22

( ) ( , , )

( , , ) ( , ) ,

( , ) , ,

n

s j j jm ik s

j

n

jm ik s s m ik

j

n n
n s m ikn

d
q u t

dt

a R
G t V R g t

a R
V R g t

    


   




 











 


 
     

 

 
    

 
 





  (31) 
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1 1
1

, ,
0

1 1

1 1
2

, ,
0

1 1

( , , ) ( , );

( , , ) ( , ),

n n

jm ik s jm ik s
t

j j

n n

jm ik s jm ik s
t

j j

u t g

d
u t g

dt

   

   

 


 

 


 





 

 

 (32) 

де 

1

, ,( , , ) ( , , ) ( , ) ; 1, 1,

j

j

R

jm ik s jm ik j s j

R

u t u t r V r rdr j n    



    

1

, ,( , , ) ( , , ) ( , ) , 1, 1,

j

j

R

jm ik s jm ik j s j

R

G t G t r V r rdr j n    



    

1

, ,
( , ) ( , ) ( , ) ; 1, 1, 1, 2.

j

j

R

p p
s j s jjm ik jm ik

R

g g r V r rdr j n p    



     

Припустимо, не зменшуючи загальності розв’язку задачі, що 

        2 2 2 2
1 2 1 1max , , ... , nq q q q      і покладемо всюди 

   2 2 2
1 ; 1, 1.j jq q j n       Задача Коші (31), (32) набуває вигляду 

   

2
, 2

, ,2

2 2
1 1 0 1 1

1 0 0 , 1 ,0 0
11 11

( , ) ( , , )

( , ) , ( , ) , ,

m ik

s m ik m ik s

n n
s m ik n s m ik

d u
u G t

dt

a R a R
V R g t V R g t

   

 
   

 

 


   

 
   
 
 

 (33) 

1
, ,

0
( , , ) ( , );m ik s m ik s

t
u t g   


    2

, ,

0

, , ( , ),m ik s m ik s

t

d
u t g

dt
   



  (34) 

де 
1

, ,

1

( , , ) ( , , );
n

m ik s jm ik s

j

u t u t   




  
1

, ,

1

( , , ) ( , , ),
n

m ik s jm ik s

j

G t G t   




  

1

, ,

1

( , ) ( , );
n

s s
m ik s jm ik s

j

g g   




  
2 2 2 2 2

1 1( , ) ; 1, 2.s s za s          

Відомо [11], що єдиним розв’язком задачі (33), (34) є функція 

   2 1
, , ,( , , ) , , ( , ) , , ( , )m ik s s m ik s s m ik s

d
u t N t g N t g

dt
             

   
2
1 1 0

, 1 0 0 ,0
110

, , ( , , ) ( , ) ,

t

s m ik s s m ik

a R
N t G V R g t


       



  
      

 
  

 (35) 
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 
2

1 1
1 ,1

22

( , ) , ,n n
n s m ikn

a R
V R g t d


  



 



 



 

де функція Коші (розв’язуюча функція)  
sin( ( , ) )

, , .
( , )

s
s

s

t
N t

 
 

 





 

Оскільки суперпозиція операторів snM  та 
1

snM


 є одиничним опе-

ратором  1 1
I ,sn sn sn snM M M M

 
   то оператор 1

snM
 , як обернений 

до оператора (30), зобразимо у вигляді операторної матриці-стовпця 

  
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,
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 
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 
 







 (36) 

і застосуємо за правилом множення матриць до матриці-елемента 

, ( , , ) ,m ik su t   
   де функція , ( , , )m ik su t    визначена формулою (35). 

Одержуємо єдиний розв’язок одновимірної гіперболічної початково-

крайової задачі спряження (21)-(24): 
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Застосувавши послідовно до функцій , ( , , )jm iku t r  , визначених 

формулами (37), обернені оператори 
1

F
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, ,m ikF
  і виконавши не-

складні перетворення, одержуємо функції 
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
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 (38) 

які визначають єдині розв’язки гіперболічних початково-крайових 
задач (1)–(4), (5), (9); (1)–(4), (6), (9); (1)–(4), (7), (9); (1)–(4), (8), (9) 

при відповідних значеннях ik  (11, 12, 21, 22). 

У формулах (38) застосовано компоненти  
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лівої радіальної матриці Гріна (ліві радіальні функції Гріна) та ком-
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правої радіальної матриці Гріна (праві радіальні функції Гріна) від-
повідних початково-крайових задач спряження, де 
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     
   

 

,

2
1 0

, ,
, , , , , cos .

,

t
j s p sm ik

jp s

s
j s

V r V
P t r z N t z d

V r

  
    







   

Зауваження 1. Аналіз розв’язків (38) в залежності від типу кра-

йових умов на гранях клина 0   та 0   повторює відповідний 

аналіз в [12]. 

Зауваження 2. У випадку 0rj j zj ja a a a     формули (38) ви-

значають структури розв’язків розглянутих задач в ізотропному необ-

меженому кусково-однорідному клиновидному порожнистому циліндрі. 

Зауваження 3. Випадок зміни   в межах 1 2     зводиться 

до розглянутого нами заміною  1 0 2 1 .            

Зауваження 4. Параметри 
0 0 1 1
11 11 22 22, ; ,

n n
   

 
 дозволяють виді-

ляти з формул (38) розв’язки крайових задач у випадках задання на 

радіальних поверхнях крайових умов 1-го, 2-го й 3-го роду та їх мож-

ливих комбінацій (1-1, 1-2, 1-3, 2-1, … ,3-3). 

Зауваження 5. Аналіз розв’язків (38) в залежності від аналітич-

ного виду функцій ( , , , ),jf t r z  ( , , ),
s
jg r z  ( , , ),kjg t r z  ( , , ),kj t r z  

01, 1, 1, 2; 1, 4, ( , , ), ( , , )j n s k g t z g t z      проводиться безпосе-

редньо із загальних структур. 

Висновки. Методом інтегральних і гібридних інтегральних пе-

ретворень у поєднанні з методом головних розв’язків (функцій впли-

ву та функцій Гріна) вперше побудовано єдині точні аналітичні 

розв’язки узагальнених математичних моделей коливних процесів у 

необмеженому кусково-однорідному клиновидному порожнистому 

циліндрі. Одержані розв’язки носять алгоритмічний характер, непе-

рервно залежить від параметрів і даних задачі й можуть бути викори-

стані як в теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних 

розрахунків з використанням чисельних методів. 
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MATHEMATICAL MODELING OF OSCILLATING  
PROCESSES IN UNLIMITED PIECEWISE-HOMOGENEOUS 

WEDGE-SHAPED HOLLOW CYLINDER 

The theory of boundary value problems for differential equations with 

partial derivatives develops intensively and its results are important for the 

development of many sections of mathematics. Its achievements are ap-

plied in the mathematical modeling of various processes and phenomenon 

of physics, mechanics, biology, medicine, economics, engineering. 

It is well known that the complexity of a boundary-value problem signifi-

cantly depends on the coefficients of equations and the geometry of domain in 

which the problem is considered. Properties of solutions of boundary value 

problems for linear, quasilinear, and some classes of nonlinear equations in sin-

gle-connected domains have been studied in enough detail. 

However, many important applied problems of thermal physics, thermo-

mechanics, theory of elasticity, theory of electrical circuits, theory of vibrations 

lead to boundary value problems for differential equations with partial deriva-

tives not only in homogeneous domains when the coefficients of the equations 

are continuous, but also in piecewise homogeneous and inhomogeneous do-

mains when the coefficients of the equations are piecewise continuous. 

In this article the exact analytical solutions of mathematical models of 

oscillating processes (hyperbolic initial-boundary problem of conjugation) 

for unlimited piecewise-homogeneous wedge-shaped hollow cylinder are 

obtained by means of the method of integral and hybrid integral trans-

forms, in combination with the method of main solutions (influence matri-

ces and Green's matrices). 

The obtained solutions are of algorithmic character, continuously de-

pend on the parameters and data of problem and can be used in further the-

oretical research and in practical engineering calculations of real processes 

which are modeled by hyperbolic boundary-value problems that are de-

scribed by a cylindrical coordinate system (problems of acoustics, hydro-

dynamics, the theory of vibrations of mechanical systems). 

Keywords: modelling, oscillating, hyperbolic equation, initial and 

boundary conditions, conditions of conjugation, integral transformation, 

the influence matrix, Green’s matrix. 

Отримано: 7.08.2019 
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VECTOR-MATRIX METHOD OF NUMERICAL 
IMPLEMENTATION OF THE POLYNOMIAL INTEGRAL 

VOLTERRA OPERATORS 

The article deals with the quadrature method for the numerical im-

plementation of polynomial integral operators. With the computer im-

plementation of Volterra-type integral models, the typical problem is 

the accumulation of calculations at each step of the computational pro-

cess. For its acceleration it is suggested to apply the vector-matrix ap-

proach. The suggested approach is based on quadrature methods: rec-

tangles, trapezoids, and Simpson's. For homogeneous polynomial inte-

gral Volterra operators of the first-, second- and third-degree, respec-

tively, the objects in the form of vectors, matrices, and three-

dimensional structures containing the coefficients of the corresponding 

quadrature formulas have been constructed. The suggested vector-

matrix approach involves the reduction of computational operations to 

the elementary multiplication of elements of the corresponding struc-

tures and allows efficient use of parallel algorithms, which significantly 

accelerates the execution of computational tasks for the implementa-

tion of integral operators. In the research work the complexity of im-

plementation is estimated depending on the number of possible parallel 

flows. The estimation of the suggested approximations of integral rep-

resentations is researched by model examples, in which there are mod-

els in the form of second- and third-degree polynomial integrals of 

Volterra. The results of computational experiments showed that among 

the considered quadrature methods, the trapezoidal method is optimal 

in terms of «precision — complexity of implementation». The accura-

cy of the numerical implementation of integral models depends on the 

chosen method, the simulation step, the type of kernel, and does not 

depend on the dimensionality of the operator. The vector-matrix ap-

proach allows building of efficient algorithms for the numerical im-

plementation of integral models and greatly simplifies their software 

implementation, as it allows easy scaling to a multidimensional case. 

Such representation allows to use advantages of matrix-oriented pack-

ages of applications (Matlab, Octave, Scilab), the peculiarity of which 

is the high speed of execution of matrix operations.  

Key words: polynomial Volterra integral operators, quadra-

ture method, vector-matrix method. 
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Introduction. The constant extension of the scope of integrated 

models stimulates the development of methods and means of their numeri-

cal implementation [1, 3–8]. Moreover, depending on the objects studied 

and the tasks, the basic ones for modeling linear dynamic systems based 

on integral models are Volterra operators, and for nonlinear dynamic sys-

tems, polynomial Voltaire operators [4, 7, 8]. 

One of the effective methods of numerical implementation of integral 

models is the method of quadrature formulas, which includes replacing of 

the integral by an approximating system of algebraic representations with 

respect to the discrete values of the desired function [2, 6, 9]. At the same 

time, the upper bound of the integration is fixed in the Volterra models, and 

formulas are used for approximate calculation of the integral. There are 

many quadrature formulas. They include the formulas of Newton-Cotes (in-

cluding rectangles, trapezoids, Simpson), Gauss, Chebyshev, and others. 

This gives rise to many approaches and methods for applying the quadrature 

method. Cubature formulas [2] are applied to approximate polynomial inte-

gral models, but there is no general approach and definite recommendations 

for their application, depending on the form of the integral model. 

The key problem of applying the algorithms of the quadrature meth-

od in the numerical implementation of Volterra integral models with an 

arbitrary kernel is the accumulation of the number of calculations at each 

step of the computational process [2]. This especially becomes apparent in 

the numerical implementation of polynomial integral operators. Therefore, 

developing new approaches to the numerical implementation of Volterra 

polynomial integral models that will accelerate the execution of necessary 

operations at each step of the numerical implementation is an urgent task. 

Algorithms for numerical implementation of the integral poly-

nomial Volterra operator. Consider the possibility of using quadrature 

formulas of rectangles, trapezoids and Simpson for the numerical realiza-

tion of a nonhomogeneous Volterra integral polynomial operator of the 

third degree 

 

   

     

       

1

0

2 1 2 1 2 1 2

0 0

3 1 2 2 1 2 3 1 2 3

0 0 0

( )

,

, , .

t

t t

t t t

y t K s x t s ds

K s s x t s x t s ds ds

K s s s x t s x t s x t s ds ds ds

  

   

   



 

  

 (1) 

By entering a sustainable breaking down and replacing the inte-

grals (1) by quadratic sums, we obtain [2, 9]: 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

42 

 

1, 1

1

2, 2

1 1

3, 3

1 1 1

( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ), 1, .

i

i j j i j

j

i i

jg j g i j i g

j g

i i i

jgl j g l i j i g i l

j g l

y t A K t x t t

A K t t x t t x t t

A K t t t x t t x t t x t t i n



 

  

  

   

    







 (2) 

In this formulation, the problem of numerical implementation arises 

because of the complexity of describing multidimensional approximation 

representations of integral operators and the considerable number of com-

putational actions. It is suggested to apply a vector-matrix approach with 

the reduction of all operations to elementwise multiplication. 

Consider separately homogeneous operators of the first, second and 

third degrees. The coefficients 1А , 2А , 3А are represented in vector-

matrix form. In the case of a one-dimensional operator of the coefficient 

1А  is determined by a vector that has a different view, depending on the 

method used: 

 rectangles: 

 п
1 1 1 1 1 1 0hА  ; 

 trapeze: 

т
1

1 1
1 1 1 1

2 2
hА
 

  
 

; 

 Simpson: 

с
1

1 4 2 2 4 1

3 3 3 3 3 3
hА
 

  
 

. 

When approximating a two-dimensional operator, we obtain matrices 

that determine the coefficient 2А : 

 for the method of rectangles: 

2п
2

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0

А h

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

; 
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 for the method of trapeze: 

2т
2

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

hА

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

; 

 for the Simpson method: 

2с
2

1 9 4 9 2 9 2 9 4 9 1 9

4 9 16 9 8 9 8 9 16 9 4 9

2 9 8 9 4 9 4 9 8 9 2 9

2 9 8 9 4 9 4 9 8 9 2 9

4 9 16 9 8 9 8 9 16 9 4 9

1 9 4 9 2 9 2 9 4 9 1 9

hА

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 

Replacing the triple integral with (1), we obtain a three-dimensional 

structure containing the coefficients of quadrature formulas. It can be rep-

resented as a cube (Fig. 1). This structure can be determine as following:  

  м,1 м,2 м,3 м, 2 м, 1 м,
3 3 3 3 33 3; ; ; ; ;

n n n
А A A A A A A

 
 , (3) 

where 
м,1
3 ;A  

м,2
3 ;A  

м,3
3 ;A  ... 

м, 2
3 ;

n
A


 

м, 1
3 ;

n
A


 

м,
3

n
A   — matrices of coeffi-

cient, which determined by the basic quadrature methods applied to each 

dimension 3, jA , 3,gA , 3,lA . 

Using the rectangles method, we get the following matrices: 
п,1 п,2 п, 2 1
3

3

п,
3 3 3

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

;

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0

n n
А А

h

А А
 

   

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 


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3п,
3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n
hА

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 

3, jA

3,gA 3,lA

м ,1

3
A

м , 2

2
A

м ,3

2
A

м, 2

2

n
A



м , 1

2

n
A



м ,

2

n
A

 
Fig. 1. Graphic representation of the structure (3) 

Applying of the trapezoid method results in matrices: 
т,1 т,
3 3

3

1 8 1 4 1 4 1 4 1 4 1 8

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 8 1 4 1 4 1 4 1 4 1 8

n
А

h

А 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 



; 
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т,2 т,3 т, 2 т, 1
3 3 3 3

3

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2

1 4 1 2 1 2 1 2 1 2 1 4

n n
А hА А А

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 





  



. 

Applying the Simpson method, we have: 

с,1 с,2 1 3
3 3

1 27 4 27 2 27 2 27 4 27 1 27

4 27 16 27 8 27 8 27 16 27 4 27

2 27 8 27 4 27 4 27 8 27 2 27

2 27 8 27 4 27 4 27 8 27 2 27

4 27 16 27 8 27 8 27 16 27 4 27

1 27 4 27 2 27 2 27 4 27 1 27

m
hА А



 
 
 
 
 

  
 
 
 
 






; 

с,2 с,4 с,2m
3 3 3

3

4 27 16 27 8 27 8 27 16 27 4 27

16 27 64 27 32 27 32 27 64 27 16 27

8 27 32 27 16 27 16 27 32 27 8 27

8 27 32 27 16 27 16 27 32 27 8 27

16 27 64 27 32 27 32 27 64 27 16 27

4 27 16 27 8 27 8 27 16 27 4 27

А А А

h

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   



 
 

; 

с,3 с,5
3 3

3

с,2 1
3

2 27 8 27 4 27 4 27 8 27 2 27

8 27 32 27 16 27 8 27 32 27 8 27

4 27 8 27 8 27 8 27 8 27 4 27

4 27 8 27 8 27 8 27 8 27 4 27

8 27 32 27 8 27 8 27 32 27 8 27

2 27 8 27 4 27 4 27 8 27 2 27

m

h

А А А


   

 
 
 
 
 
 
 


 
 






. 

Fig. 2 shows the structural representation of the specified operations 

for different homogeneous operators and their programmatic analogy in 

the Matlab environment. 
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Structural representation and program implementation 

Operator of the first degree 

   A K X1
 

sum(A.*K(1:j).*X1); 

Operator of the second degree 

 
  A K X1  X2

 
sum(sum(A.*K(1:j,1:j).*X1.*X2)); 

Operator of the third degree 

 
      A K X1 X2 X3

 
sum(sum(sum(A.*K(1:j,1:j,1:j).*X1.*X2.*X3))); 

Operator of the n-th degree 

sum(...(sum(A.*K(1:j,...,1:j).*X1.*....*Xn))); 

Fig. 2. Structural representation and program implementation  

of the vector-matrix approach 

When implementing a first-degree operator: A — vector that defines 

the coefficients of the quadrature formula in accordance with the shown 

above; К — vector of kernel values according to the entered time variable 

partition; X1 — vector of values of input influence. The programmatic 

analogy of such representation is: sum(A.*K(1:j).*X1). When the 

implementation of operator of the second degree: А and К are matrices, X1 

is a matrix consisting of identical rows of vector x; X2 is a matrix consist-

ing of identical columns of vector x. Elementwise operations are used in 

software implementation. The general expression for calculating an opera-

tor is sum(sum(A.*K(1:j,1:j).*X1.*X2)). Similarly, when im-

plementing an operator of the third degree, everything is reduced to ele-

ment-by-element operations, but already of three-dimensional structures. 

This approach greatly simplifies the software implementation of pol-

ynomial operators because it allows easy scaling to a multidimensional 

case, as shown in fig. 2. 

Model experiments. The estimation of the suggested approximations 

of integral representations was investigated on model examples. 

Consider the model in the form: 

 
   

1 2

1

2
1 2 1 2 1 2

0 0

1 2 2
( ) sin sin .

2 2 2

t t
s s

y t e s s x t s x t s ds ds
      

        
   

  (4) 

Figure 3 shows graphs of the transient characteristic of an object, de-

scribed by model (4), using the method of rectangles, trapezoids, Simpson, 

and exact transient characteristics. Figure 4 shows the calculation errors. 



Серія: Технічні науки. Випуск 20 

47 

To analyze the numerical implementation of polynomial homogene-

ous Volterra operator of the third degree, consider the model 

 

     

1 2 3

1

2
1 2 3

0 0 0

1 2 3 1 2 3

2 2 2 2
( ) sin sin sin

4 2 2 2

.

t t t
s s s

y t e s s s

x t s x t s x t s ds ds ds

          
           

     

   

    (5) 

The transient characteristic obtained by the considered methods and 

its exact value are presented in Fig. 5, calculation errors — in Fig. 6. 

 
Fig. 3. Graphs of the transient characteristic (4) obtained by different methods 

 
Fig. 4. Absolute errors of the calculation of transient characteristic for the model (4) 
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Fig. 5. Graphs of the transient characteristics (5) obtained by different methods 

 
Fig. 6. Absolute errors of the calculation of transient characteristic for a model (5) 

The obtained results of the computational experiments showed the ef-
fectiveness of the suggested methods, with the Simpsons method being the 
most accurate among the considered methods but applying of this method 
requires more computations that are associated with additional partitioning 
to find intermediate values at interpolation points. Optimal in terms of 
«accuracy — complexity of implementation» is the method of trapezoids, 
which allows obtaining solutions with a relative error of less than 1%, 
which is enough for engineering calculations. 

It is important to note that the accuracy of implementation of integral 
models depends on the method chosen, the simulation step, and the type of 
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kernel and does not depend on the dimensionality of the operator. There-
fore, the choice of the «best» method should be based, first, on the analysis 
of the kernel of the integral inhomogeneous polynomial Volterra operator. 

Depending on the type of kernel, computational algorithms can be de-
veloped based on the use of different quadrature methods that are applied sep-
arately to each dimension. Moreover, not only the considered methods (of 
rectangles, trapezoids, Simpsons), but also methods based on the combination 
of Newton-Cotes quadrature formulas of higher order can be applied. Such 
approach will allow obtaining different cubature formulas and will expand the 
set of algorithms for approximation of integral models with finite sums and 
will allow choosing the best method depending on the set initial problem. 

The suggested approach makes it possible to accomplish natural par-
allelism of computational algorithms, which greatly accelerates the numer-
ical implementation of integral operators. Table 1 shows the complexity of 
the numerical implementation of polynomial integral operators depending 
on the number of possible parallel threads. 

Table 1 

The degree of complexity of the numerical  
implementation of polynomial integral operators 

 Operator  
of the first degree 

Operator  
of the second degree 

Operator  
of the third degree 

Usual approach  O n   2
O n   3

O n  

Vector-matrix  O n

kp
 

 2
O n

kp
 

 3
O n

kp
 

n — number of partition points, kp — number of parallel threads 
 

Conclusions. Thus, the representation of quadrature and cubature formu-
las in vector-matrix form allows developing of effective algorithms and software 
means for numerical implementation of integral models. This representation 
allows taking advantages of matrix-oriented application packages (Matlab, 
Octave, Scilab), the peculiarity of which is a high speed of matrix operations. 
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ВЕКТОРНО-МАТРИЧНИЙ МЕТОД ЧИСЛОВОЇ РЕАЛІЗАЦІЇ 
ПОЛІНОМІАЛЬНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРІВ ВОЛЬТЕРРИ 

У статті розглядається метод квадратур для числової реалізації полі-
номіальних інтегральних операторів. При комп’ютерній реалізації інтег-
ральних моделей типу Вольтерри характерною проблемою є накопичення 
кількості обчислень на кожному кроці обчислювального процесу. Для йо-
го пришвидшення пропонується застосовувати векторно-матричний під-
хід. В основі запропонованого підходу лежать методи квадратур: прямо-
кутників, трапецій, Сімпсона. Для однорідних поліноміальних інтеграль-
них операторів Вольтерри першого, другого та третього степеня побудо-
вано, відповідно, у вигляді векторів, матриць та тривимірних структур 
об’єкти, які містять коефіцієнти відповідних квадратурних формул. За-
пропонований векторно-матричний підхід передбачає зведення обчислю-
вальних операцій до поелементного множення елементів відповідних 
структур та дозволяє ефективно використовувати паралельні алгоритми, 
що значно пришвидшує виконання обчислювальних задач реалізації інте-
гральних операторів. В роботі оцінено складність реалізації в залежності 
від кількості можливих паралельних потоків. Оцінку запропонованих ап-
роксимацій інтегральних представлень досліджено на модельних прикла-
дах, в яких присутні моделі у вигляді поліноміальних інтегральних опе-
раторів Вольтерри другого та третього степеня. Результати обчислюваль-
них експериментів показали, що серед розглянутих квадратурних методів 
оптимальним у відношенні «точність — складність реалізації» є метод 
трапецій. Точність числової реалізації інтегральних моделей залежить від 
вибраного методу, кроку моделювання, виду ядра, і не залежить від роз-
мірності оператора. Векторно-матричний підхід дозволяє будувати ефек-
тивні алгоритми для числової реалізації інтегральних моделей та значно 
спрощує їх програмну реалізацію, оскільки дозволяє легке масштабуван-
ня до багатовимірного випадку. Таке представлення дає змогу використо-
вувати переваги матрично-орієнтованих пакетів прикладних програм 
(Matlab, Octave, Scilab), особливістю яких є висока швидкість виконання 
матричних операцій. 

Ключові слова: поліноміальні інтегральні оператори Вольтерри, 
метод квадратур, векторно-матричний метод. 
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КОМП’ЮТЕРНЕ ПРОГНОЗУВАННЯ АДСОРБЦІЙНОЇ 
ДООЧИСТКИ ВОДИ ВІД ДОМІШОК У ШВИДКИХ 

БАГАТОШАРОВИХ ФІЛЬТРАХ КОНУСОПОДІБНОЇ ФОРМИ 

У статі сформовано математичну модель для комп’ютерного 
прогнозування процесу адсорбційної доочистки води від домі-
шок у швидких багатошарових фільтрах при додержанні сталої 
швидкості фільтрування з урахуванням зворотного впливу хара-
ктеристик процесу (концентрацій домішок відповідно у фільт-
раційному потоці і на поверхні адсорбенту завантаження, тем-
ператури фільтраційного потоку) на характеристики заванта-
ження (коефіцієнти фільтрації, активної пористості, адсорбції, 
десорбції). Відповідна модельна задача містить рівняння руху 
фільтраційного потоку згідно із законом Дарсі, рівняння нероз-
ривності, рівняння балансу маси та тепла і рівняння для дослі-
дження зміни характеристик кусково-однорідних пористих за-
вантажень (коефіцієнтів фільтрації та активної пористості). За 
умови, що конвективні складові тепло- і масоперенесення й ад-
сорбція переважають над вкладом дифузії й десорбції, отримано 
алгоритм числово-асимптотичного наближення розв’язку відпо-
відної нелінійної сингулярно-збуреної крайової задачі для моде-
льної області конусоподібної форми, обмеженої двома еквіпо-
тенціальними поверхнями і поверхнею течії та розділеної де-
якими заданими еквіпотенціальними поверхнями на кілька пі-
добластей. Запропонована модель дозволяє шляхом проведення 
комп’ютерних експериментів дослідити зміну характеристик 
кусково-однорідних пористих завантажень (коефіцієнтів фільт-

рації і активної пористості фільтрувальних матеріалів у кожно-
му шарі), спрогнозувати оптимальні варіанти використання ад-
сорбентів і збільшення тривалості роботи фільтрів за рахунок 
вибору їх форми та висоти шарів з урахуванням впливу на про-
цес адсорбційної доочистки води не лише зміни швидкості фі-
льтраційного потоку вздовж висоти фільтру, але й температури. 

Ключові слова: математична модель, комп’ютерне про-
гнозування, процес доочистки води, домішка, адсорбція, тем-
пература, кусково-однорідне пористе завантаження, швидкий 
багатошаровий фільтр, конусоподібна форма. 
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Вступ. Адсорбцію широко застосовують для глибокої очистки 

води від різних домішок [1, 2]. Швидкі фільтри або колони для адсорб-

ційної доочистки питної води зазвичай використовують на заключній 

стадії водопідготовки, коли з неї відстоюванням, фільтрацією, коагу-

ляцією вже видалена основна частина домішок [3–7]. Принцип роботи 

швидких фільтрів заснований на напірній фільтрації води через один 

або кілька шарів зернистих матеріалів — адсорбентів, які служать для 

видалення як механічних домішок за рахунок сил адгезії–суфозії і іне-

рційної взаємодії, так і розчинених домішок за рахунок адсорбції. Як 

адсорбенти використовують природні (бентоніт, монтморилоніт, торф), 

штучні (активоване вугілля, штучні цеоліти, полісорби) та синтетичні 

матеріали (наноструктуровані вуглецеві сорбенти) [8]. Безперервне 

регулювання швидкості фільтрування є основою для досягнення опти-

мального технологічного режиму роботи фільтрів. Підтримка постійної 

заданої швидкості фільтрування може бути досягнуто лише за допомо-

гою автоматичного регулювання. Постійна швидкість фільтрування 

досягається збільшенням відкриття засувки на трубопроводі фільтрату 

в міру збільшення опору завантаження фільтра через накопичення в 

ньому частинок домішок. Коли засувка відкрита повністю, фільтр ви-

микається з роботи для промивання. Імпульсом для збільшення відк-

риття засувки на трубопроводі фільтрату служить зміна рівня води на 

фільтрі (контролюється поплавковим пристроєм) або витрати води в 

трубопроводі фільтрату (контролюється за допомогою дроселюючого 

пристрою і дифманометра) [9]. 

Постійно зростаючі потреби у господарстві в очищеній воді та зро-

стання вартості фільтрувальних матеріалів (адсорбентів) вимагають про-

ведення досліджень їх більш оптимального використання і збільшення 

тривалості роботи фільтрів за рахунок вибору їх форми та висоти шарів, 

зокрема, з урахуванням впливу на процес адсорбційної доочистки води 

зміни температури фільтраційного потоку вздовж висоти фільтру. 

Аналіз останніх досліджень. Швидкість процесу адсорбції зале-

жить від концентрації, природи і структури домішок, швидкості фільт-

рування та температури фільтраційного потоку, виду і властивостей 

адсорбенту [10, 11]. У загальному випадку процес адсорбції складаєть-

ся з трьох стадій: переносу домішок до поверхні зерен адсорбенту (зо-

внішньо-дифузійна область), власне адсорбційного процесу, переносу 

домішок всередині зерен адсорбенту (внутрішньо-дифузійна область). 

Прийнято вважати, що швидкість власне адсорбції велика і не лімітує 

загальної швидкості процесу. Отже, лімітуючою стадією може бути 

зовнішня або внутрішня дифузія. У деяких випадках процес лімітуєть-

ся обома цими стадіями. У зовнішньо-дифузійній області швидкість 

масопереносу переважно визначається інтенсивністю фільтраційного 
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потоку, що передусім залежить від швидкості фільтрації води. У сере-

дньо-дифузійній області інтенсивність масопереносу залежить від виду 

і розмірів пор адсорбенту, форм і розмірів його зерен, розміру молекул 

адсорбуючих речовин, коефіцієнта масопровідності. 

Адсорбція — процес оборотний, тобто адсорбована домішка 

(адсорбат) може переходити з адсорбенту назад у фільтраційний по-

тік. За інших рівних умов швидкості протікання прямого (сорбція) і 

зворотного (десорбція) процесів пропорційні концентрації домішок у 

фільтраційному потоці і на поверхні зерен адсорбенту. 

Адсорбція — процес екзотермічний і, отже, зниження температури 

має сприяти швидкості його протікання. Підвищення температури спри-

яє десорбції, внаслідок чого кількість адсорбованої домішки зменшуєть-

ся. У процесі фізичної адсорбції зазвичай виділяється 8–40 кДж теплоти 

на 1 моль адсорбованої домішки. Теплота хемосорбції, як правило, пере-

вищує 80 кДж / моль. Для кожної температури існує свій стан рівноваги. 

Чим вища концентрація адсорбата, тим більша адсорбція, а чим вища 

температура, тим менша фізична адсорбція.  

Як показує аналіз літературних джерел, зокрема [12–19], суттє-

вий вклад у розробку теоретичних основ доочистки рідин від домі-

шок шляхом їх фільтрування через пористі завантаження зробило 

багато як вітчизняних, так і зарубіжних вчених. Відмітимо, що в яко-

сті математичної моделі процесу доочистки рідини від домішок віт-

чизняними дослідниками найчастіше використовується модель 

Д. М. Мінца [13] при сталій швидкості фільтрування та температурі 

або деяка її модифікація (вдосконалена модель).  

У [20] запропоновано її просторове узагальнення для прогнозу-

вання процесу доочистки води від домішок у швидких багатошарових 

криволінійних фільтрах при додержанні сталої швидкості фільтрування, 

яка є більш ефективною для проведення теоретичних досліджень, наці-

лених на оптимізацію параметрів процесу фільтрування (тривалості 

роботи, форми, розмірів фільтра, висоти шарів тощо) за рахунок вве-

дення додаткового рівняння для визначення зміни активної пористості 

завантаження вздовж висоти фільтру, врахування дифузії у фільтрацій-

ному потоці і на поверхні зерен завантаження. У [21] вона вдосконалена 

шляхом введення додаткового рівняння для визначення зміни коефіціє-

нта фільтрації завантаження вздовж висоти фільтру, зокрема, отримані 

у роботі результати числових експериментів підтвердили необхідність 

врахування у моделях зміни характеристик кусково-однорідних порис-

тих завантажень. У [22] запропоновано просторове узагальнення моделі 

Д. М. Мінца для прогнозування процесу доочистки води від домішок у 

швидких фільтрах конусоподібної форми при додержанні сталої швид-

кості фільтрування. Актуальною задачею є узагальнення відповідної 
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моделі для комп’ютерного прогнозування процесу адсорбційної доочи-

стки води від домішок у швидких багатошарових фільтрах з урахуван-

ням зміни температури фільтраційного потоку вздовж висоти фільтру 

при додержанні сталої швидкості фільтрації, оскільки дозволить шля-

хом проведення комп’ютерних експериментів дослідити зміну характе-

ристик кусково-однорідних пористих завантажень (коефіцієнтів фільт-

рації та активної пористості фільтрувальних матеріалів у кожному ша-

рі), спрогнозувати оптимальні варіанти використання адсорбентів і збі-

льшення тривалості роботи фільтрів за рахунок вибору їх форми та ви-

соти шарів з урахуванням не лише зміни швидкості фільтраційного по-

току вздовж висоти фільтру, але й температури. 

Математична модель. Змоделюємо процес адсорбційної доочис-

тки води від домішок у швидкому багатошаровому фільтрі конусопо-

дібної форми із кусково-однорідним пористим завантаженням — прос-

торовій однозв’язній області Gz
 ( z ( , , )x y z ), обмеженій гладкими, 

ортогональними між собою по ребрах, двома еквіпотенціальними по-

верхнями S , S
 . і поверхнею течії S

  та розділеній деякими задани-

ми 1p   еквіпотенціальними поверхнями rS

  ( 1, 1r p  ) на p  підо-

бластей 
r

Gz  ( 1,r p ) (рис. 1, а). Вважаємо, що конвективні складові 

масоперенесення й адсорбція переважають над вкладом дифузії й де-

сорбції. Крім того, у зв’язку зі зміною температури фільтраційного 

потоку за рахунок адсорбційних і десорбційних процесів враховується 

вплив температурних ефектів на внутрішню кінетику масопереносу. 

Таким чином, для області (0, )G G  z
 відповідна просторова моде-

льна задача з урахуванням зворотного впливу характеристик процесу 

(концентрацій домішок відповідно у фільтраційному потоці і на повер-

хні адсорбенту завантаження, температури фільтраційного потоку) на 

характеристики завантаження (коефіцієнти фільтрації, пористості, ад-

сорбції, десорбції) складатиметься з систем рівнянь: 

  0
0 , 0, ( , , ) , 1, ,

r
v grad div v x y z G r p     z

 (1) 

 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ),

, , ( , , ) , 1, ,

t

t

t

r
t t

C div D grad C v grad C C U

U div D grad U C U

T div D grad T v grad T C U

U U x y z G r p

  

  

   

   





         


       


         


         z

 (2) 

які доповнюються наступними крайовими умовами: 

  , , 0,nS S S
     






    (3) 
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  , 0, 0 ,
n nS S S

C c C C
 






     (4) 

  , 0, 0,
n nS S S

U u U U
 






     (5) 

  , 0, 0,
n nS S S

T T T T
 






     (6) 

початковими умовами: 

  0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0 0

, , , ,
t t t t t

C c U u T T    
    

      (7) 

та умов узгодженості на поверхнях розділу rS

  ( 1, 1r p  ): 

  0 0
, , 1, 1,

r r
r r

r r n r nS S S S
r p      

 
 




         (8) 

0 0
1

1

0 0
1

1, 1

, ,

, ,

, ,

,

( (

r r
r r

r r
r r

r r
r r

r r

r n r n r n r nS S S S

r j n r j nS S S S

r n r n r n r nS S S S

r n r n r n r j j n r n j r n
S S

C C D C v C D C v C

U U D U D U

T T D T v T D T v T

D C v C D U D C v C D U

C

 
 

 
 

 
 

 



 




 
 

        

    

        

             

  )) ( ( )) , 1, 1,
r r

t tS S
U C U r p

 










      


 (9) 

де ( , , )x y z   і ( , , )x y zv v v v v  — відповідно потенціал і вектор 

швидкості фільтрації, *
* 0 1 10 ... p p     

   
             ,   

і 


 — задані дійсні числа, 1

 , 2


 , …, ( 1)p


   — невідомі значення 

потенціалу, 2 2 2
( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z      , 

0
0  — 

початковий коефіцієнт фільтрації, 
0 0
0 z{ , ( , , ) , 1, }

r
r x y z G r p    , 

0
0r   ( 1,r p ), n  — зовнішня нормаль до відповідної поверхні, 

( , , , )C C x y z t  і ( , , , )U U x y z t  — концентрації домішок відповідно 

у фільтраційному потоці і на поверхні адсорбенту завантаження, 

( , , , )T T x y z t  — температура фільтраційного потоку в точці ( , , )x y z  

у момент часу t , ( , , , )x y z t   — коефіцієнт фільтрації, 

( , , , )x y z t   — активна пористість, D  і D


 — коефіцієнти дифу-

зії домішок відповідно у фільтраційному потоці і на поверхні адсор-

бенту завантаження, { , ( , , ) , 1, }
r

rD D x y z G r p  z , ,0r rD d  , 

,0 0rd   ( 1,r p ), { , ( , , ) , 1, }
r

rD D x y z G r p
 
  z , ,0r rD d

 
  , 
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,0 0rd


  ( 1,r p ), D


 — коефіцієнт температуропровідності фільт-

раційного потоку, { , ( , , ) , 1, }
r

rD D x y z G r p
 
  z , rD



,0rd


  , 

,0 0rd


  ( 1,r p ),   і   — коефіцієнти, що характеризують відпо-

відно обсяги домішок, адсорбованих на поверхні адсорбенту заван-
таження та десорбованих з поверхні адсорбенту у фільтраційний по-

тік за одиницю часу, { , ( , , ) , 1, }
r

r x y z G r p   z ,  

2 2
,0,0 ,1,0 ,2,0

2 2 2
,0,1 ,0,2 ,2,2 ,

r r r r

r r r

v v

T T v T

     

     

       

         
  

1 2
, , Rr s s   ( 1,r p , 1 0, 2s  , 2 0, 2s  ),  

{ , ( , , ) ,
r

r x y z G   z  1, }r p , r r    , 

2 2
,0,0 ,1,0 ,2,0 ,0,1r r r r rv v T                   

2 2 2
,0,2 ,2,2r rT v T          , 

1 2
, , Rr s s    

( 1,r p , 1 0, 2s  , 2 0, 2s  ),  

  — коефіцієнт, що характеризує швидкість зміни температури фі-

льтраційного потоку за рахунок протікання адсорбційних і десорб-

ційних процесів, { , ( , , ) , 1, }
r

r x y z G r p   z , r r     ( 1,r p ), 

  і   — коефіцієнти, що характеризують відповідно швидкість змі-

ни коефіцієнта фільтрації й активної пористості завантаження за ра-

хунок адсорбції домішок, { , ( , , ) ,
r

r x y z G   z  1, }r p , r r    , 

2 2
,0 ,1 ,2r r r rT T            , , Rr s   ( 1,r p , 0, 2s  ), 

{ , ( , , ) , 1, }
r

r x y z G r p   z , r r     ( 1,r p ), r ( , , , )r x y z t , 

( , , , )r r x y z t  , ( , , , )r r x y z t  , ( , , , )r r x y z t  , ( , , , )r r x y z t   — 

неперервні обмежені функції ( 1,r p ),   — малий параметр ( 0  ),  

0 0
0 { , ( , , ) , 1, }

r
rc c x y z G r p  z , 

0 0
0 { , ( , , )ru u x y z , 1, }

r
G r p z , 

0 0
0 { , ( , , ) , 1, }

r
rT T x y z G r p  z , 

0 0
0 { , ( , , ) ,

r
r x y z G   z  1, }r p , 

( , )c c M t
 
  , 

0 0
( , , )r rc c x y z , ( , )u u M t

 
  , 

0 0
( , , )r ru u x y z , 

( , )T T M t
 
  , 

0 0
( , , )r rT T x y z , 

0 0
( , , )r r x y z   ( 1,r p ) —  

достатньо гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах області G  

[23], M S , 0
r nv  і r nv  ( 1, 1r p  ) — відповідно початкові і поточні 

нормальні складові швидкості на поверхнях розділу rS

  ( 1, 1r p  ). 
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Рис. 1. Просторова двошарова модельна область:  

а — область фільтрації 
z

G  з умовним розрізом   (конусоподібний фільтр);  

б — область комплексного потенціалу 
w

G   

Аналогічно [23] шляхом фіксації на поверхні S  деякої точки A  

( A B ) та послідовного виконання умовних розрізів 1 ALMDBLMC   

і 2 ADD A BCC B      вздовж відповідних поверхонь течії (для зручно-

сті позначимо 1 2    ) задача (1) — (9) зводиться до розв’язання в 

однозв’язній кусково-однорідній області z \G   — криволінійному па-

ралелепіпеді ABCDA B C D    , обмеженому двома еквіпотенціальними 

поверхнями ABB A  , CDD C   і чотирма поверхнями течії 

ABCD ALMD BLMC  , A B C D    , ADD A BCC B     та розділе-

ному еквіпотенціальними поверхнями r r r rE F F E   ( 1, 1r p  ) на деякі 

p  підобластей 

1 1
1 1 1 1\G ABF E A B F E    z

, …, 

1 1 ( 1) ( 1)\
pp

p p p pG E F CDE F C D        z   

(
1

1 1 1 1AE E A BF F B     , …, 1 ( 1) 1 ( 1)
p

p p p pE DD E F CC F         )  

(рис. 1, а), які є гладкими і ортогональними між собою в кутових точ-

ках та вздовж ребер, з додаванням умови непроникності 0n 
   

вздовж розрізу   задачі, що описується системами рівнянь (1), (2) з 
наступними крайовими умовами: 

 
, ,

0,

ABB A CDD C

n ABCD A B C D ADD A BCC B

   



   

       




  

  


 

 (10) 

 
, 0,

0,

ABB A n CDD C

n ADD A BCC B ABCD A B C D

C c C

C

   

       




  

  


 

 (11) 
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, 0,

0,

ABB A n CDD C

n ADD A BCC B ABCD A B C D

U u U

U

   

       




  

  


 

 (12) 

 
, 0,

0,

ABB A n CDD C

n ADD A BCC B ABCD A B C D

T T T

T

   

       




  

  


 

 (13) 

початковими умовами (7), умовами узгодженості на поверхнях розді-

лу r r r rE F F E   ( 1, 1r p  ): 

 
0 0

1

,

, 1, 1,

r r r r r r r r

r r r r r r r r

rE F F E E F F E

r n E F F E r n E F F E r p

  

   

     
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




  


     

 (14) 
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*

*
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,
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











   


      


      


       

 (15) 

і подальшого «склеювання» берегів умовного розрізу   із викорис-

танням умов: 

 
, ,

,

ALMD BLMC n ALMD n BLMC

ADD A BCC B n ADD A n BCC B

   

   
       

   


  

 (16) 

та узгодженості величин концентрацій домішки у фільтраційному 

потоці і на поверхні адсорбенту завантаження, значень температури 

на умовних поверхнях розрізу із використанням умов: 

 
, ,

, ,

ALMD BLMC n ALMD n BLMC

ADD A BCC B n ADD A n BCC B

C C C C

C C C C
       

   


  

 (17) 

 
, ,

, ,

ALMD BLMC n ALMD n BLMC

ADD A BCC B n ADD A n BCC B

U U U U

U U U U
       

   


  

 (18) 
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, ,

, .

ALMD BLMC n ALMD n BLMC

ADD A BCC B n ADD A n BCC B

T T T T

T T T T
       

   


  

 (19) 

Аналогічно [20–22] шляхом введення пари функцій ( , , )x y z  , 

( , , )x y z   (просторово комплексно спряжених із функцією 

( , , )x y z ) таких, що 
0
0 grad grad grad       [24] i заміною остан-

ніх чотирьох з граничних умов (10) на умови: 0ADD A
 

 , 

BCC B Q
 

 , 0ABCD  , A B C D Q
   


 , задача (1), (10), (14), (16) 

замінюється більш загальною прямою задачею на знаходження просто-

рового аналогу кусково-конформного відображення однозв’язної області 

\G z
 на відповідну область комплексного потенціалу — прямокутний 

паралелепіпед G A B C D A B C D   
       w , який розділений поверхнями 

r r r rE F E F 
     ( 1,r p ) на деякі p  підобластей  

1
1 1 1 1G A B E F A B E F   

       w , 1 1 1 1
r

r r r r r r r rG E F F E E F F E       
       w  

( 2, 2r p  ), 1 1 1 1
p

p p p pG E F C D E F C D       
       w

  

(рис. 1, б), де { ( , , ) :
r

G    w w  ( 1)r r  
 
    , 0 Q   , 

0 }Q


   ( 1,r p ), r

  ( 1, 1r p  ), Q , Q


 — невідомі параметри, 

Q Q Q


   — повна фільтраційна витрата, і наступного «склеювання» 

берегів умовного розрізу  . Алгоритм розв’язання цієї задачі отримано 

в [25], зокрема, знайдено поле швидкостей v , параметри Q , 
*

Q , Q  та 

ряд інших величин. Здійснивши заміну змінних  , ,x x    , 

 , ,y y    ,  , ,z z     у рівнянні (2) та умовах (11)–(13), (7), 

(15), (17)–(19) отримаємо відповідну задачу для області w (0, )G   : 

2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( )

t

t

t

v
c D b c b c b c b c b c c c u

u D b u b u b u b u b u c u

T D b T b T b T b T b T

     

    

    

  


  







                       

                    

                 

2

( ),

, , ( , , ) , 1, ,
r

t t

v
T c u

u u G r p

   


      









       

         


w

 (20) 
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 0 0, 0, 0,Q Q
c c c c c c c            

 


     

          (21) 

 0 0, 0, 0,Q Q
u u u u u u u            

 


     

           (22) 

 0 0, 0, 0,Q Q
T T T T T T T            

 


     

           (23) 

  0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , ,t t t t tc c u u T T              (24) 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0
1 1

1

lim lim , lim ( ) lim ( ) ,

lim lim , lim lim ,

lim lim , lim (

r r r r

r r r r

r r r

r r r r

r r

r r

c c D c c D c c

u u D u D u

T T D T

 
       

 
       


     

 



   

       

   

       

  

     

 
   

 


   



  

        

    

  
0

0 0

0 0

0 0
1 1

* *
1 1 1

) lim ( ) ,

lim ( ) lim ( ),

lim ( ( )) lim ( ( )) , 1, 1,

r

r r

r r

r r

r r r r r r

t t

T D T T

D c c D u D c c D u

c u c u r p


 

   
   

   



 

 



 

 

   

 

   


 



  
 

 








    

              

        



 (25) 

 
0, 0, 0, 0,

0 0

, ,

, ,

Q n n Q

Q n n Q

c c c c

c c c c

           

   

 

 

         

   

   


  

 (26) 

 
0, 0, 0, 0,

0 0

, ,

, ,

Q n n Q

Q n n Q

u u u u

u u u u

           

   

 

 

         

   

   


  

 (27) 

 
0, 0, 0, 0,

0 0

, ,

, ,

Q n n Q

Q n n Q

T T T T

T T T T

           

   

 

 

         

   

   


  

 (28) 

де  

( , , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ), )c c t C x y z t             , ( , , , )u u t   , 

( , , , )T T t   , ( , , , )t     , ( , , , )t     , ( , , )c c t 
 
  , 

( , , )u u t 
 
  , ( , , )T T t 

 
  , 

0 0
0 { , ( , , ) , 1, }

r
rc c G r p    w ,  

0
0u

0
{ , ( , , ) , 1, }

r
ru G r p    w , 

0 0
0 { , ( , , ) , 1, }

r
rT T G r p    w ,  

0
0

0
{ , ( , , ) , 1, }

r
r G r p     w , { , ( , , ) , 1, }

r
r G r p      w , 

{ ,r   ( , , ) , 1, }
r

G r p    w , { , ( , , ) , 1, }
r

r G r p      w , 

{ , ( , , )r       , 1, }
r

G r p w , { , ( , , ) , 1, }
r

r G r p      w , 

{ , ( , , ) ,
r

rv v G    w  1, }r p , ,{ , ( , , ) , 1, }
r

s r sb b G r p    w
 

( 1,5s  ), 2 2
,0,0 ,1,0 ,2,0r r r rv v              
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2 2 2
,0,1 ,0,2 ,0,2r r rT T v T               , r r    , 

2 2 2 2
,0.0 ,1,0 ,2,0 ,0,1 ,0,2r r r r r rv v T T                        

2
,2,2r v T     , r r    , r r    , 

2 2
,0 ,1 ,2r r r rT T            , r r    , 

0 0
( , , )r rc c    , 

0 0
( , , )r ru u    , 

0 0
( , , )r rT T    , 

0
r

0
( , , )r    , ( , , , )r r t     , 

( , , , )r r t     , ( , , , )r r t     , ( , , , )r r t     , 

( , , , )r r t     , ( , , )r rv v     ( 1,r p ), , , ( , , )r s r sb b     

( 1,r p , 1,5s  ), 2 2 2 2 0 2
,1 ( )r x y z r rb v         , 

2 2 2
,2r x y zb        , 2 2 2

,3r x y zb        , ,4r xx yy zzb        ,  

,5rb xx yy zz       , [0, ]
2

Q
  . 

Розв’язання задачі. Аналогічно до [19–23] знайдено числово-

асимптотичне наближення розв’язку { , ( , , ) , 1, }
r

rc c G r p    w , 

{ , ( , , ) , 1, }
r

ru u G r p    w , { , ( , , ) , 1, }
r

rT T G r p    w ,    

{ , ( , , ) , 1, }
r

r G r p     w , { , ( , , ) , 1, }
r

r G r p      w  задачі 

(20)–(28) з точністю 
1

( )
n

O 


 у вигляді таких рядів: 

1 2 1
/2

, , , , , , , , 1

0 0 0

( ) ( )
n n n

i i i
r r i r i r i r i r i r i r i r n

i i i

c c P P P P P P R  
 



  

             , 

1 2 1
/2

, , , , , , , , 1

0 0 0

( ) ( )
n n n

i i i
r r i r i r i r i r i r i r i r n

i i i

u u H H H H H H R  
 



  

             , 

1 2 1
/2

, , , , , , , , 1

0 0 0

( ) ( )
n n n

i i i
r r i r i r i r i r i r i r i r n

i i i

T T B B B B B B R  
 



  

             , 

1 2 1
/2

, , , , , , , , 1

0 0 0

( ) ( )
n n n

i i i
r r i r i r i r i r i r i r i r n

i i i

q q q q q q R    
 



  

             , 

1 2 1
/2

, , , , , , , , 1

0 0 0

( ) ( )
n n n

i i i
r r i r i r i r i r i r i r i r n

i i i

h h h h h h R    
 



  

             , 

де , , ( , , , )r i r ic c t   , , , ( , , , )r i r iu u t   , , , ( , , , )r i r iT T t   , 

, , ( , , , )r i r i t     , , , ( , , , )r i r i t      ( 1,r p , 0,i n ) — члени 

регулярних частин асимптотик,  
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, , 1( , , , )r i r i rP P t   , , , 1( , , , )r i r i rH H t   , , , 1( , , , )r i r i rB B t   , 

, , 1( , , , )r i r i rq q t   , , , 1( , , , )r i r i rh h t   , , , ( , , , )r i r i rP P t   , 

, , ( , , , )r i r i rH H t   , , , ( , , , )r i r i rB B t   , , ( , , , )r i r i rq q t   , 

, , ( , , , )r i r i rh h t    ( 1,r p , 0, 1i n  ) —  

функції типу примежового шару відповідно в околах r 

  

( 0,r p ) (поправки на вході, виході і в околі поверхонь розділу ша-

рів фільтру),  

, , ( , , , )r i r iP P t   , , , ( , , , )r i r iH H t   , , , ( , , , )r i r iB B t   , 

, , ( , , , )r i r iq q t   , , , ( , , , )r i r ih h t   , ,r iP , ( , , , )r iP t   , 

, , ( , , , )r i r iH H t   , , , ( , , , )r i r iB B t   , ,r iq , ( , , , )r iq t   , 

, , ( , , , )r i r ih h t   , , , ( , , , )r i r iP P t   , ,r iH , ( , , , )r iH t   , 

, , ( , , , )r i r iB B t   , , , ( , , , )r i r iq q t   , ,r ih , ( , , , )r ih t   , 

, , ( , , , )r i r iP P t   , , , ( , , , )r i r iH H t   , ,r iB , ( , , , )r iB t   , 

, , ( , , , )r i r iq q t   , , , ( , , , )r i r ih h t    ( 1,r p , 0, 2 1i n  ) —  

функції типу примежового шару відповідно в околах 0  , Q  , 
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
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
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
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, 1( , , , , )r nR t    , , 1( , , , , )r nR t    , , 1( , , , , )r nR t     ( 1,r p ) — 

залишкові члени. Зокрема, для знаходження ,r ic , ,r iu , ,r iT , ,r i , ,r i  
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0

( , , , )

t

r i r ig t dt      ( 1,r p , 1,i n ), 

де 
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     

  
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Висновки. Сформовано математичну модель для прогнозування 
процесу адсорбційної доочистки води від домішок у швидких багатоша-
рових фільтрах конусоподібної форми з кусково-однорідними пористи-
ми завантаженнями з урахуванням зміни температури фільтраційного 
потоку вздовж висоти фільтру при додержанні сталої швидкості фільт-
рації. За умови, що конвективні складові тепло- і масоперенесення й ад-
сорбція переважають над вкладом дифузії й десорбції, отримано алго-
ритм числово-асимптотичного наближення розв’язку відповідної нелі-
нійної сингулярно-збуреної крайової задачі для модельної області кону-
соподібної форми, обмеженої двома еквіпотенціальними поверхнями і 
поверхнею течії та розділеної деякими заданими еквіпотенціальними 
поверхнями на кілька підобластей. Запропонована модель аналогічно 
[20, 21] для заданої сталої швидкості фільтрації дозволяє шляхом прове-
дення комп’ютерних експериментів спрогнозувати не лише зміну харак-
теристик кусково-однорідних пористих завантажень (коефіцієнтів філь-
трації й активної пористості), але й визначити оптимальні варіанти вико-
ристання адсорбентів і збільшення тривалості роботи фільтрів за раху-
нок вибору їх форми та висоти шарів з урахуванням як зміни швидкості 
фільтраційного потоку вздовж висоти фільтру, так і температури. 
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COMPUTER PREDICTION OF ADSORPTION PURIFICATION  
OF WATER FROM IMPURITIES IN RAPID MULTILAYER 

FILTERS OF CONE-SHAPED FORM 

In the paper а mathematical model for computer predicting of the pro-

cess of adsorption purification of water from impurities in rapid multilayer 

filters while maintaining a constant filtration rate, taking into account the 

reverse influence of process characteristics (the concentrations of impuri-

ties respectively in the filtration flow stream and on the surface of the ad-

sorbent load, the temperature of the filtration flow) on characteristics load 

(coefficients of filtration, active porosity, adsorption, desorption) is formu-

lated. The corresponding model problem contains the equation of motion 

of the filtration flow according to Darcy's law, the continuity equation, the 

equation of mass and heat balance, and the equation to study the change in 

the characteristics of piecewise-homogeneous porous loads (filtration coef-

ficients and active porosity). Provided that the convective components of 

heat and mass transfer and adsorption predominate over the contribution of 

diffusion and desorption, an algorithm for numerically-asymptotic approx-

imation of solution of the corresponding nonlinear singularly perturbed 
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boundary value problem for a model region of a conical shape, bounded 

two equipotential surfaces and a surface flow, separated by some given 

specified of the equipotential surfaces on several subdomains, is devel-

oped. The proposed model allows through computer experiments to inves-

tigate changes in the characteristics of piecewise homogeneous porous 

loads (coefficients of filtration and active porosity of filter materials in 

each layer), to predict the optimal use of adsorbents and increase the dura-

tion of operation of filters by selecting their shape and height influence on 

the process of adsorption purification of water not only changes in the fil-

tration flow rate along the height of the filter, but also the temperature. 

Key words: mathematical model, computer prediction, process of wa-

ter purification, impurity, adsorption, temperature, piecewise-homoge-

neous porous load, rapid multilayer filter, cone-shaped form. 
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REFINING THE TYPICAL SCENARIOS BY ADDITIONAL FACTORS 

The problems in the quality assessment modeling scenarios 

collecting information flow on an extensive network of the exam-

ple of the problem of building and further optimization scenarios to 

analyze the budget process on an extensive network. Shown use 

structured approach to the ontology as considered most appropriate 

to the task of presenting the structure as a graph. Moved assess-

ment of the effect of the use of partial information previously ob-

tained by constructing scenarios collecting information flow on the 

network, described the count, with further refinement information. 

An formalized description of the hierarchical structure of the sys-

tem. An example of the structure of the interaction of ontology el-

ements for the problem of budget analysis is presented. 

The use of an integrated approach based on finding the shortest 

path in the graph and model ontology as a graph that realizes the 

possibility of using algorithms based on traversing vertices in lay-

ers of hierarchy. 

An approach to building breadth-first search algorithm that 

significantly reduces the time to find ways of building scenarios 

collect information on streaming extensive network. Described in 
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the article approach to building quality assessment algorithm simu-

lation scenarios collect information on flow tested an extensive 

network in the development of pilot systems, financial analysis of 

regional budgets. The algorithm allows to develop a set of software 

tools that provides plenty full and holistic problem solving refine-

ment and optimization scenarios searching and collecting infor-

mation flow on an extensive network. One of the promising areas 

of application of this approach to assessing the quality of the simu-

lation scenarios are used to build its capacity information and ana-

lytical systems. This will significantly reduce the time and improve 

the quality of finding the necessary flow of information.  

Key words: quality assessment, modeling, data collection, on-
tology graph analysis, budget analysis. 

Introduction. Today many methods to select the appropriate quality 
and efficiency of the plurality of possible scenarios or acceptable scenarios 
based on analysis of the nature and the factors that affect the planning sce-
nario. In practice, the planning situation stands, different number of factors 
on which the decision and determine the fundamental differences between 
the procedures necessary formation scenarios. One of the very complex 
and pressing problems today that require building effective scenarios for 
its decision, the task of building and further optimization scenarios to ana-
lyze the budget process on an branched network. The problem of optimiza-
tion scenarios collect information on streaming branched network is one of 
the most important tasks of handling large amounts of data [1, p. 29–30; 2, 
p. 78–80; 3, p. 29; 4, p. 20–25]. 

The most important tool to address the budget process is the financial 
analysis of regional budgets. In the conditions of crisis of the economy and 
regions of the country, strengthening the role of regions and regional 
budgets in solving economic and social problems, problems of stability of 
regional budgets are very relevant [5, p. 103; 6, p.39–45]. 

Financial analysis allows the state budget to sum up over time, to de-
termine the effectiveness of budget spending, predict the state budget for 
the next quarter or year and make decisions that will improve the financial 
condition of the state budget. One measure of financial condition is con-
sidered to be the level of financial stability budget. Resistance budget al-
lows conclusions about the possibility of the normal functioning of public 
power and the strength of its financial base of operations. 

The main result of the analysis of financial stability is to get the 
budget estimates of stability analysis for each subject over time and opin-
ion on the state budget stability for this subject. Based on these results, 
you can make general conclusions about the financial condition of the 
state budget, to make predictions about the state forward and decide on 
actions to improve the economic situation to achieve stability and inde-
pendence of the state budget [7, p. 103]. 
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Software development for financial analysis of the state budget and de-
termine the stability of the budget can significantly reduce the time of analysis 
and facilitates the work of state institutions and authorities [8, p. 300]. 

The overall structure of the network, determines the ontological 
analysis features for solving the problem of the budget process on an 
branched network rather complicated structure and a large number of ele-
ments for which it includes. 

One of the most common solutions to such problems is characterized 
in that at build script based on a particular ontology that describes the 
space provided in determining benefits when evaluating the quality and 
effectiveness of scenarios considered only one factor. However, other fac-
tors are not taken into account. Another common approach is determined 
that the required scenario is determined taking into account two or more 
factors may be taken into account in varying degrees. 

Determining the required quality and performance scenarios for situ-
ations where the planning is based on one factor may be using these strat-
egies, using hierarchical graph describing the relevant ontology. 

You can select the following basic quality assessment scenarios: 

 on the vector of priorities, according to the hierarchy of the ontology; 

 assessment of income and expenses from the sale of each scenario; 

 subject to peer review; 

 the results of the impact of implementation scenarios. 

Determining the necessary quality and effectiveness of scenarios in 
accordance with the second situation where planning controls a number of 
factors, a number of features that require the selection of two different 
planning procedures in hierarchical systems of several factors.  

An important element of consideration of the impact of a number of fac-
tors to determine the necessary quality and effectiveness of scenarios is a 
method taking into account the benefits of the effects of certain factors on the 
value assessment scenario. The choice can be built as one of the strengths of 
the factors and on the basis of the trade-offs between several or all factors 

Automation solve such problems needs to build algorithms that can 
enable unambiguous choice scenario based on a hierarchical structure de-
scribing ontology data on which to construct scenarios [9, p. 29–35; 10, 
p. 260–262; 11, p. 262–265]. 

The purpose is to develop models and algorithms determine on the 
basis of the constructed ontology defined some real hierarchical storage 
network and the formation of the current data. This problem concerns the 
choice of the most efficient scenarios by identifying and using the most 
appropriate scenarios to the terms of a specific request. 

Constructing scenarios based on ontology network storage. There 

are many models for solving the problem of constructing scenarios based 

on ontologies describe the subject area, which are based on various math-
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ematical methods. Among them are fairly common model for constructing 

scenarios based on the structure data storage on an branched network, 

which is typical analysis problems of regional budgets. Based on these 

models and their various modifications built modern information-

analytical and information retrieval systems [12, p. 504]. 
This notion of ontology is considered as follows and defined as: 

 { , , , }O T A R D , (1) 

T — set of terms that denotes objects and concepts of a domain, A — set 
of attributes of concepts, R — set of relationships (links) between terms, 
D — set of concepts and relationships. 

In ontology graphically represented as a network, which peaks labeled 
domain concepts, and edges indicate the connection between them. The base 
is such hierarchical relationships of the «class — the class» and «part — 
whole» that define the structure of the branched structure of the network stor-
age. Thus, ontology is a description of the structure of the subject area, provid-
ing insight together concepts and relationships between them. 

To describe ontologies for tasks to select the appropriate quality and effi-
ciency of the plurality of possible scenarios or acceptable scenarios widely 
used methods for describing and mapping are based on graph theory. The 
most widely descriptions in a hierarchical graph tend to estimate both the 
weight and the number included in the scenario description edges of the graph. 

There are many methods to assess the number of ontology, but there is 
no comprehensive approach to this issue. These methods examine some spe-
cific aspects, but most do so incompletely. An important factor for assessing 
ontology is perspective from which it is viewed. It depends on which domain 
it is applied and that is a priority for the user. It is therefore necessary to de-
termine which of the methods is most appropriate for a particular case. 

Today has models which were to quantitative and qualitative advantages 
of one over the other. Therefore, the development of new algorithms and 
methods based on the combination of the advantages of different approaches 
in building models is very relevant and needs to develop new solutions.  

Evaluation of scenario models based on network storage 
ontology. The structural approach to the ontology is most appropriate to 
the task, because the presentation as a graph structure makes it possible to 
measure its properties using the metrics by which you can determine its 
quality and form recommendations for its improvement. 

An important aspect of the structural approach is the need to assess the 
effectiveness of building ontological model-based estimation cost reduction 
finder graph describing ontology, compared with non-directional search path, 
which corresponds to a script that is based on ontology described as a graph. 

To estimate the reduction of search costs by the graph describing the 

ontology, one can conduct an assessment of the effectiveness based on 

assumptions, which is quite simple and can accurately assess the value 
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selected for comparison characteristics. These estimates can be built on the 

difference between full and partial passage through the column, which is a 

graphical representation of ontology analyzed in describing the scenario. 
The basis for such procedures can be obtained before passing on in-

formation about the count in the implementation of other requests that 
overlap with current that the information obtained in the previous passage 
through the column. This information is stored in the appropriate 
knowledge base for each ontology, and hence for a the corresponding 
graph. In addition, for the measurement of the efficiency of the approach 
as a whole, reducing the degree of generality, we can consider some typi-
cal types of graphs for describing ontologies. This makes it possible to 
determine the boundary for efficiency assessment approach in general. 

In general, this situation can be seen that search query data for ontol-
ogy that consists of n levels already known based on the analysis of previ-
ous requests stored in the knowledge base, the results of the passage (ie, 
partial search) form levels where 
 m < n. (2) 

Then the effect of using previously obtained information for this case 
will be 

  
min

2 / 2 2
n n n m

E


   (3) 

Thus the number of inspections during the passage of the count be 
reduced to E again.  

As shown in the Miller ontology evaluation suggest that the number 
of ties in one concept in fully connected graph describing ontology should 
not exceed 9 [13, p. 81–90]. Thus, we can assume that in most cases the 
actual total number of incoming and outgoing edges do not exceed 9. 

Based on this assumption the maximum benefit from the use of pre-
viously received information possible way to construct a scenario for this 
case can reach 

  max 9 / 9 9
n n n m

E


   (4) 

To assess the effectiveness of building ontology model can be used 
methods are based on finding the shortest path in the graph that describes 
it. 

In general, we can write that implementation choices to count the 
ways to achieve the goal T according to the request: 

   T x A x ,  (5) 

x — where all possible avenues on the graph.  A x  — the characteristic fea-

ture that captures the essence of a specific request and will lead to results. 
Then  

 
( )a x c c x c a      ,  (6) 
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с — all paths in the graph leading to the goal, a — the minimum distance 

on the column corresponding to the target. 
Thus, there is always a minimum distance on the column correspond-

ing to the goals that demand, then there is always 

  min minT a  (7) 

Problem finding the shortest path in the graph (Single Source Short-
est Path — SSSP) [14, p. 370–385] are formed based on common charac-
teristics graph model describing ontology. 

Let a given graph with weights arcs and dedicated source of top — u. 
The sequence of arcs called by that goes from the top u to the top v. 

It is necessary for each vertex v, accessible from the top source u, 

specify the path that has the smallest possible total weight:  *
,P u v  

        * *
, min ,f v f P u v f P u v  . (8) 

Objectives can be set for both targeted and for an undirected graph. This 
kind of problem can apply in both cases. The problem satisfies the principle of 
optimality if the path is part of the shortest path, that is the shortest path from 
the source to the top u w. The principle of optimality means that for each ver-
tex v shortest path instead of just enough to keep it past the arc. 

Consider the weighted graph with n vertices and m arcs with weights. 
For it is necessary to construct the shortest path from vertex u (initial) to 
top v (final). 

The shortest path from u to v can be restored if the time starting from 
the top v, place ribs in the opposite direction until, until the top has u. Ribs 
can be restored bust curves for each vertex: 

 
* * *

{( , ) | ( ) ( ) ( , )}ve u v E f v f u f u v      (9) 

To find the shortest distance (v) on a set of curves, it is necessary to 
build a tree on which to search with the ability to parallelize. The most 
common processing tasks to streaming information on the network is 
branched breadth-first search algorithm [15, p. 285–292; 16, p. 350–360]. 

This algorithm can be used to solve the problem of finding the shortest 
path for all pairs of vertices. For this algorithm should run for each vertex. 

For optimization problem scenario analysis of the budget process on an 
branched network based ontologies describe the structure of storing data in a 
hierarchical graph search algorithm in width allows us to calculate the short-
est distance from the selected vertex directed graph all the other nodes. In 
addition, the breadth-first search can solve the problem of checking range, 
ie, whether there are ways between the top of the source and the other verti-
ces of the graph. The algorithm is based on the vertices traversing the levels 
of hierarchy. The idea of breadth-first search algorithm allows to develop 
different versions of the algorithm according to the specific tasks to be 
solved with desired properties and actions that it should include. 
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To solve the problem of optimization scenarios analysis of the budget 
process on an branched network based ontologies describe the structure of 
storing data in a hierarchical graph, offered the following modified breadth-
first search algorithm that significantly reduces the time to find ways of build-
ing scenarios collect information on streaming branched network. 

Let a given graph without weights with a dedicated source of top u. 

In this way  ,P u v  between vertices u and v is the set of arcs 

      1 1 2 1, , , , ...., , .nU v v v v v  (10) 

Path length d(u, v) denote the number of arcs in this way between 
vertices u and v. Breadth-first search finds the shortest path from vertex u 
to all other vertices. 

At the beginning of the algorithm, the distance to the top of the source  

   0d u  , (11) 

for other peaks 

   , .d v v u     (12) 

Computing core algorithm is circumvention of vertices adjacent to the 
selected vertex v, followed by the addition of not yet visited peaks in the set P. 

This operation is performed at each step for each vertex, such that v V . 

The algorithm consistently clarifies the function d(v). To take into 
account the features of construction problems scenario based on a hierar-
chical ontology introduce an additional function as the process of forming 
a scenario with desired properties and actions, that it should come in the 

form:  , 1j iF v v  , if jv  corresponds to the implementation of at least 

one of the actions that are a part of the script actions under construction. 

 , 0j iF v v  , if jv is not responsible enforcement is not one of the ac-

tions that are a part of the script actions under construction. 
Number of levels in the column is r, and the number of items in each 

level e. 
The sequence of actions to assess the quality of the modeling of the 

analysis of information on the network can be as follows: 

1. Selection on the lower layer of the vertices of the graph corresponding 
to the quality function. 

2. Analysis of the links of the selected vertices with the vertices of the 
next level, which is located higher in the model hierarchy. 

3. Saving the edges of the graph corresponding to the found relationships, 
for subsequent analysis and use in search operations. 

4. Repetition of iterations to the exit to the search source at the top level. 
5. Consolidation of all collected edges and vertices of the graph, which is 

built on the basis of the quality function, that is, the request for infor-
mation search. 
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6. The ordering of all paths on a constant graph in accordance with the 

function of quality. 

7. Analysis of the scenario model based on the selection of the shortest 

paths with the minimum number of edges on the graph. 

 
Fig. 1. Algorithm structure 

The work developed a simplified version of the algorithm passes 

(Fig.1) to count layers (into layers) below the top of the last layer of the 

first. Obtained at the previous iteration result identifies one of the curves 

e(vj, vi), which is the basis for finding a new arc on last layer on top vj. If 

any layer except the bottom, you cannot find  ,j ie v v , which complies 

with the quality features 

  , 1.j iF v v   (13) 
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Then the process is repeated with the transition to a single layer and 

find your way back repeated. This excludes from consideration arc, poorly 

chosen. If any condition layer generally cannot be done, it means that the 

scenario cannot be built on this column. Then it is necessary to make 

changes and rebuild ontology graph that describes it, and then to re-build 

script on a new ontology. 

As result of actions described algorithm we get a script that meets these 

criteria, in accordance with the basic ontology that describes the graph. The 

algorithm reflects the sequential process of identifying a sequence of arcs con-

necting the vertices of the bottom layer to the top of the parameters of life. 

When you search for information on loved ones in the form request-

ed, we use an existing model script, which significantly reduces construc-

tion time by reducing the number of layers in question, but does not pre-

clude the need to revise the ontology and its restructuring.  

Conclusions. In the paper the problem of optimization, scenarios 

streaming collection of information on branched network of the example 

of the problem of building and further optimization scenarios to analyze 

the budget process. Shown use structured approach to the ontology as con-

sidered most appropriate to the task of presenting the structure as a graph. 

Moved assessment of the effect of the use of partial information previous-

ly obtained by constructing scenarios collecting information flow on the 

network, described the count, with further refinement information.  

The use of an integrated approach based on finding the shortest path in 

the graph (SSSP) and model ontology as a graph that realizes the possibility of 

using algorithms based on traversing the vertices in the hierarchy, i.e. layers. 

An approach to the construction of a modified breadth-first search al-

gorithm that significantly reduces the time to find ways of building scenarios 

collect information on streaming branched network. Described in the article 

optimization algorithm approach for constructing scenarios collect infor-

mation on flow tested on branched network in the development of pilot sys-

tems, financial analysis of regional budgets. The algorithm allows to devel-

op a set of software tools that provides plenty full and complete optimization 

problem solving scenarios searching and collecting information flow on an 

branched network. One of the promising areas of application of the algo-

rithm is used to build its capacity information and analytical systems. 
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УТОЧНЕННЯ ТИПОВОГО СЦЕНАРІЮ  
ЗА ДОДАТКОВИМИ ПОКАЗНИКАМИ 

У роботі розглянуті задачі оцінки якості моделювання сценаріїв 

збору потокової інформації на розгалуженій мережі на прикладі задачі 

побудови та подальшої оптимізації сценаріїв для аналізу бюджетного 

процесу на розгалуженій мережі. Показано використання структурного 

підходу до розгляду онтології, як найбільш відповідного до розглянутої 

задачі, з представленням структури у вигляді графу. Переведено оцінку 

ефекту від використання раніше отриманої часткової інформації по по-

будові сценаріїв збору потокової інформації на мережі, що описується 

графом, при подальшому уточненні інформації. Наведено формалізова-

ний опис ієрархічної структури системи. Представлено приклад струк-

тури взаємодії елементів онтології для задачі бюджетного аналізу. 

Запропоновано використання комплексного підходу на основі 

пошуку найкоротших шляхів по графу та моделі онтології у вигляді 

графу, що реалізує можливість використання алгоритмів, що заснова-

ні на обході вершин графа по шарах ієрархії.  

Запропоновано підхід до побудови алгоритму пошуку в ширину, що 

значно зменшує час пошуку шляхів для побудови сценаріїв збору пото-

кової інформації на розгалуженій мережі. Описаний у статті підхід до 

побудови алгоритму оцінки якості моделювання сценаріїв збору пото-

кової інформації на розгалуженій мережі апробований при розробці пі-

лотного проекту системи фінансовий аналіз регіональних бюджетів. Ро-

зроблений алгоритм дозволяє розробити комплекс програмних засобів, 

що забезпечує достатньо повне і цілісне рішення задач уточнення та 

оптимізація сценаріїв, що здійснюють пошук та збір потокової інфор-

мації на розгалуженій мережі. Одним з перспективних напрямків засто-

сування описаного підходу до оцінки якості моделювання сценаріїв, є 

використані його можливостей для побудови інформаційно-аналі-

тичних систем. Це дасть можливість значно скоротити час та підвищи-

ти якість пошуку необхідної потокової інформації. 

Ключові слова: оцінка якості, моделювання, збір інформації, он-

тологія, аналіз графу, бюджетний аналіз. 

Отримано: 27.08.2019 

 

 

 

 



Серія: Технічні науки. Випуск 20 

79 

УДК 004.032.26:004.832 

DOI: 10.32626/2308-5916.2019-20.79-87 

Ю. В. Москаленко, аспірант 

Національний технічний університет України  

«Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського», м. Київ 

СЕРЕДОВИЩЕ МОДЕЛЮВАННЯ НЕЙРОННИХ МЕРЕЖ  
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ КЛАСТЕРИЗАЦІЇ 

Задача кластеризації розв’язується в багатьох прикладних га-

лузях. Досягнути її швидкого та достатньо точного розв'язання 

можна за допомогою спеціальних нейронних мереж — карт само-

організації Кохонена. Цей тип нейронних мереж постійно вдос-

коналюється як на рівні алгоритмів, так і на рівні програмного за-

безпечення. Тому доцільно створювати спеціальні програмні ін-

струменти, що дозволяють в однакових умовах провести навчан-

ня та безпосередньо обчислювальні експерименти з розв’язання 

задачі кластеризації для коректного порівняльного аналізу отри-

маних результатів. Другим завданням такого середовища є визна-

чення оптимального програмного інструментарію розв’язання 

прикладних задач технічної діагностики, наприклад, пошуку ано-

малій, класифікації сигналу з втратами. 

У роботі обґрунтовано обрання існуючих програмних реа-

лізацій карт самоорганізації SOM (self-organizing map) та від-

повідних їм багатошарових перцепронів MLP (multilayer 

perceptron) для розв'язання саме задачі класифікації. Всі обрані 

програмні реалізації є вільнодоступними та розповсюджують-

ся з відкритою ліцензією. 

Визначено параметри SOM та MLP, на які може впливати 

експериментатор. Обрано критерії порівняння реалізацій SOM. 

Наведено архітектуру середовища моделювання і предста-

влено функціонал його компонентів. 

Для демонстрації застосування запропонованого середо-

вища приведено розв'язання класичних тестових задач машин-

ного навчання. Це дозволило провести коректне порівняння 

результатів обчислювальних експериментів, а також ефектив-

ності програмних реалізацій як за базовим, так і за оптимізо-

ваним алгоритмами. 

Ключові слова: нейронні мережі, карти самоорганізації 

Кохонена, SOM, GSOM, ESOINN. 

Вступ. Безперервний автоматичний аналіз сигналів необхідний 

для штатного функціонування технічних систем. Для його реалізації 

широко використовуються спеціальні засоби розпізнавання, насампе-

ред, нейронні мережі. Для розв’язання в реальному часі задач класте-
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ризації сигналу, наприклад, при розпізнаванні передаварійних режи-

мів роботи обладнання, доцільно використовувати нейронні мережі 

Кохонена — SOM (Self-organizing map). Ці мережі дозволяють розпі-

знавати вхідний сигнал змінного розміру і проводити навчання на 

обмеженій вибірці. Розв’язання кожної практичної задачі потребує 

пошуків архітектури нейронної мережі SOM та налаштування її па-

раметрів, тому створення фреймворка для порівняння якості класте-

ризації актуальне та має практичну значущість. 
Основні вдосконалення SOM можна умовно поділити на оптиміза-

цію за критеріями швидкості навчання та точності роботи. Оскільки в 
робочому режимі контролю обладнання використовується навчена ме-
режа, подальші дослідження були спрямовані на підвищення долі корек-
тної кластеризації SOM. Найвідомішими сучасними оптимізаціями за 
критерієм точності є алгоритми: GSOM (Growing Self-Organizing 
Maps) [1], SOINN (Self-Organizing Incremental Neural Network) [2], 
ESOINN (Enhanced self-organizing incremental neural network) [3]. 

Програмні реалізації мереж вищезазначених алгоритмів є вільнодо-
ступними та розповсюджуються за відкритою ліцензією. Вони представ-
лені на ресурсі Github [4]. Всі ці реалізації розраховані на кластеризацію 
неперервного сигналу за дискретними значеннями через сталі проміжки 
часу. Однак в технічній діагностиці є задачі, в яких неможливо отримати 
такий сигнал, наприклад, при розв’язанні задач пошуку аномалій або 
розпізнаванні сигналу з втратами. Для подібних задач необхідно розро-
бити нові алгоритми, доповнені відносно базового алгоритму SOM, і, 
відповідно, провести їх валідацію. Приклад такої розробки наведено в 
статті [5] для задачі класифікації за характеристичним сигналом з випад-
ковими втратами на основі карт самоорганізації. 

Апробування нових розробок SOM потребує створення умов для 
їх навчання і проведення коректного порівняльного аналізу результа-
тів тестування з існуючими програмними реалізаціями. Крім цього 
для розв'язання кожної прикладної задачі доцільно проводити моде-
лювання за параметрами їх алгоритмів для обрання оптимального в 
кожному поточному випадку. Для розробки вдосконалених алгорит-
мів SOM та оптимізацій розв’язання прикладних задач на основі іс-
нуючих розробок необхідно створити середовище моделювання карт 
самоорганізації Кохонена з вбудованими апробованими реалізаціями 
алгоритмів SOM і можливістю підключення нових розробок. 

Мета: розробити середовище моделювання нейронних мереж 
Кохонена для порівняльного аналізу існуючих програмних реалізацій 
SOM при розв’язанні задачі кластеризації та доведення коректності 
нових модифікованих алгоритмів. 

Для досягнення поставленої мети вирішено такі задачі: 

1) визначити критерії моделювання в середовищі; 
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2) розробити архітектуру середовища моделювання SOM, інтерфей-

си та інший допоміжний функціонал, зокрема бази даних та від-

повідну програмну реалізацію; 

3) провести обчислювальні експерименти в запропонованому сере-

довищі моделювання. 

Постановка задачі моделювання для нейронної мережі SOM. 

При створенні середовища необхідно врахувати, що SOM виконує тіль-

ки задачу кластеризації. Для кінцевого визначення належності сигналу 

до певного класу необхідно додатково розв’язувати задачу розділення 

класів. Найчастіше для цього застосовують додаткову нейронну мере-

жу — багатошаровий перцептрон — MLP (multilayer perceptron). 

Таким чином задача розпізнавання розв’язується поетапно. Спо-

чатку SOM навчається за поданими характеристиками. Після цього 

двомірна матриця значень решітки Wsom перетворюється в одномір-

ний вектор-стовпчик  mlpX , який далі подається на вхід MLP. Нав-

чання MLP проводиться за прикладами, отриманими на заздалегідь 

навченій SOM. На рисунку 1 зображено етапи розв’язання задачі кла-

сифікації з визначенням вхідної і вихідної інформації. 

 
Рис. 1. Етапи навчання комплексу нейромереж 

Середовище моделювання SOM може бути застосоване у двох 

випадках: 

1) для обрання оптимальної реалізації карти самоорганізації при 

розв’язання поточної прикладної задачі; 

2) для верифікації та коректного порівняння нових розробок SOM з 

існуючими. 

Тому при проектуванні середовища моделювання було проведе-

но аналіз існуючих реалізацій SOM, як з традиційними так і з оптимі-

зованими алгоритмами функціонування. 

Середовище повинно мати можливість використовувати існуючі та 

зручно додавати нові розробки нейромереж Кохонена та інших типів. 

Для вбудови нових мереж передбачено обгортки — wrappers, які 

взаємодіють з усіма мережами, в тому числі і з тими реалізаціями, які 

імплементовано на інших мовах програмування. 

В середовище вбудовано такі різновиди SOM: GSOM [6], SOINN 

[7], ESOINN [8], SOMbase, SOMmod [5], Encog [9], NeuroPH [10]. 
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Мережі Encog, NeuroPH є апробованими реалізаціями базового алго-

ритму SOM. Мережі GSOM, SOINN, ESOINN є одними з найефекти-

вніших алгоритмів оптимізованих карт самоорганізації. Мережі 

SOMbase та SOMmod є прикладами доданих мереж з відповідно ба-

зовим та оптимізованим алгоритмом. Ці мережі використано для 

розв’язання задачі розпізнавання вхідного сигналу з втратами. 

В таблиці 1 наведено назви всіх SOM, які включені в систему 

моделювання, та відповідні їм MLP. 

Для середовища було розроблено власний багатошаровий перцепт-

рон — MLPbase. Однак завдяки різним програмним реалізаціям SOM, цю 

мережу не можна використовувати на всіх картах самоорганізації. Тому 

для реалізацій Encog та NeuroPH використано MLP з їхніх бібліотек. 

Таблиця 1 

Відповідність нейромереж SOM та MLP в середовищі 

№ Мережа SOM Мережа MLP 

1 GSOM MLPbase 

2 SOINN MLPbase 

3 ESOINN MLPbase 

4 Encog Мережа із Encog 

5 NeuroPH Мережа із NeuroPH 

6 SOMbase MLPbase 

7 SOMmod MLPbase 
 

Для навчання комплексу передбачено задання таких параметрів: 

1) коефіцієнт швидкості навчання (learning rate) для SOM; 

2) коефіцієнт швидкості навчання (learning rate) для MLP; 

3) кількість епох до зменшення коефіцієнту швидкості навчання для 

SOM; 

4) коефіцієнт зменшення швидкості навчання для SOM; 

5) величина зменшення коефіцієнта навчання MLP при виході його 

на плато (Learning Rate Scheduler). 

Перші два параметри впливають на швидкість навчання. Третій 

та четвертий — потрібні для більш точного навчання SOM, п’ятий — 

для коректного навчання MLP. Для визначення третього та четверто-

го параметру необхідно проводити експерименти з дослідження по-

милки на тестовій вибірці при повному циклі навчання.  

Ефективність реалізації SOM для розв’язання поточної задачі 

визначається за такими критеріями: 

 час навчання SOM (TSOM); 

 частка коректної класифікації на комплексі SOM та MLP (D); 

 час роботи на певному наборі даних (T). 
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Архітектура середовища. Основна проблема полягає в тому, 

що потрібно поєднувати існуючі реалізації нейронних мереж на різ-

них мовах програмування. Тому в архітектурі використано модулі — 

обгортки (wrappers) для кожної завантаженої SOM. 

На рисунку 2 відображено архітектуру середовища. На рисунку 

виокремлено курсивом всі компоненти, які реалізовано в даному про-

екті. Реалізації нейронних мереж реалізованих на інших мовах про-

грамування, виокремлено сірим кольором. Середовище реалізовано 

на мові C++ з використанням бібліотеки Qt для взаємодії з базами 

даних та JNI для взаємодії з мовою Java. 

 
Рис. 2. Архітектура середовища моделювання карт самоорганізації 

Середовище реалізовано у вигляді застосунку, який складається 

з таких основних модулів: 

 база даних — містить тестові та навчальні вибірки; 

 модуль InputLoader — завантажує навчальну вибірку з бази даних 

або файлової системи. Модуль після завантаження передає всю 

вибірку в модуль InputPreprocessor; 

 модуль InputPreprocessor — обробляє навчальну вибірку. Модуль 

дозволяє проводити експерименти з втрат, спотворення сигналу, 

внесення аномалій в сигнал а також формує постановки задачі 
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класифікації та кластеризації в робочому режимі. При навчанні 

приклади подаються безпосередньо на обрану реалізацію SOM; 

 модуль NNComplex — реалізує інтерфейси над різними реалізаціями 
нейромереж (SOM та MLP). Для мереж GSOM, NeuroPH, Encog 
зроблено обгортки для взаємодії додатку з реалізаціями цих мов; 

 модуль ModelingParams — містить параметри навчання, такі як 
швидкість навчання MLP та SOM та інші; 

 модуль main — реалізує основний функціонал, який безпосередньо 
взаємодіє з усіма модулями, проводить навчання та збір статистики. 

Кожна з реалізацій SOM має відповідну їй реалізацію MLP, яка 
використовується автоматично. 

Обчислювальні експерименти. Апробацію розробленого середо-
вища проведено на таких задачах: 

 класифікація ірисів Фішера [11]; 

 розпізнавання рукописних цифр за базою даних MNIST [12]. 

Ці задачі є класичними тестами для нейронних мереж. 
Іриси Фішера — це задача класифікації ірисів трьох видів по чо-

тирьом характеристикам: 

 довжина зовнішньої частки оцвітини; 

 ширина зовнішньої частки оцвітини; 

 довжина внутрішньої частки оцвітини; 

 ширина внутрішньої частки оцвітини. 

Набір даних з класифікації ірисів містить 150 прикладів. 
MNIST — база даних рукописних цифр розмірністю 28x28 пік-

селів. Цей набір даних містить 70000 прикладів. 
В даних обчислювальних експериментах ставилася задача порі-

вняння ефективності реалізації базових та оптимізованих SOM. 
Для розв’язання було послідовно навчено всі нейронні мережі за 

такою послідовністю: 

1. Завантаження вибірки з файлу або бази даних. 
Завантажується з розподіленням на тренувальну та валідаційну 

вибірки. 
2. Навчання SOM. 

SOM навчається з початковим кроком навчання. Через певну кі-
лькість епох проводиться зменшення кроку навчання та повторення 
цього циклу до кінця навчання SOM. 
3. Навчання MLP. 

Після завершення навчання SOM, відбувається навчання MOP. 
Після кожної епохи відбувається перевірка точності роботи MLP. У 
випадку, якщо точність на валідаційній вибірці не зростає 5 епох по-
спіль, зменшується коефіцієнт швидкості навчання та процес продо-
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вжується з новими параметрами. Якщо точність на валідаційній ви-
бірці не зростає 12 епох — навчання MLP завершується.  

В таблиці 2 зведено параметри навчального комплексу, які за-

стосовувалися у задачах. 

Таблиця 2 

Параметри навчання комплексу 

Параметри навчання комплексу Набори даних 

Іриси Фішера MNIST 

Коефіцієнт швидкості навчання SOM 0.2 0.2 

Коефіцієнт швидкості навчання MLP 0.2 0.2 

Кількість епох до зменшення коефіцієн-

ту швидкості навчання для SOM2 

50 30 

Коефіцієнт зменшення швидкості нав-

чання для SOM 

5 5 

Коефіцієнт зменшення коефіцієнта нав-

чання MLP при виході його на плато 

5 5 

 

Для оцінювання результатів експериментів було обрано такі 

критерії: 

 частка коректної класифікації; 

 час навчання; 

 час обробки набору даних. 

Останні два критерії визначають ефективність розв’язання задачі. 

Результати експериментів зведено до таблиці 3.  

Таблиця 3 

Результати розв’язання задач 

Реалізація SOM 
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Критерій оцінювання 

Класифікація ірисів Фішера  

Час навчання SOM (ТSOM), сек. 3,2 3,1 3,1 1,2 1,2 1,3 1,3 

Точність класифікації (D), % 92 91 92 86 86 86 86 

Час роботи (T), сек. 5,5 6,1 5,4 3,1 3,1 3,3 3,3 

MNIST 

Час навчання SOM (ТSOM), сек. 211 197 195 173 169 175 178 

Точність класифікації (D), % 95.4 95.6 96.1 90.1 90.1 90.2 90.1 

Час роботи (T), сек. 270 220 210 140 140 152 154 

Оскільки іриси Фішера мають обмежений набір даних, предста-

влення всіх прикладів цього набору здійснювалось 10000 разів. 
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Результати експериментів за класичними тестовими задачами 

підтверджують те, що модифіковані мережі, такі як і, ESOINN, 

GSOM є ефективнішими за реалізацію базового алгоритму функ-

ціонування.  

Висновки: 

1. Запропоновано концепцію порівняльного аналізу алгоритмів і 

відповідних реалізацій карт самоорганізації Кохонена для дове-

дення коректності нових модифікованих алгоритмів SOM. 

2. Представлено програмну реалізацію середовища моделювання 

нейронних мереж для розв’язання задачі кластеризації. 

3. Наведено приклад обчислювальних експериментів з доведенням 

ефективності відомих реалізацій за базовим та модифікованими 

алгоритмами. 
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АN ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS MODELING 

ENVIRONMENT FOR SOLVING A CLUSTERING TASK 

The task of clustering is solving in various fields of application. In or-

der to achieve a fast and sufficiently accurate clustering solution, it is pos-

sible to use special neural networks like Kohonen's self-organization card. 

This type of neural network is always improved both at the algorithm level 

and at the software level. So, it is necessary to create special software tools 

that provide the opportunity of training in the same conditions and quickly 

computational experiments to solve the clustering problem. And also to 

carry out a comparative analysis of the received results. 

The second task of such software is to create examples of tasks in 

technical diagnostics, such as: search of abnormality, classification of sig-

nal with losses, and others. 

This paper include such existing software implementations of SOM 

(self-organization map) and their respective MLP (multilayer perceptron) 

to solve precisely the classification problem. 

All selected software implementations are freely available and spread 

under free license. 

SOM and MLP parameters have been defined that may be influenced 

by the researcher. 

Criteria for comparing SOM implementations have been selected.  

This paper presents the architecture of the modeling environment and 

functionality of its components. 

For the demonstration is taken the solution of classical problems of 

machine learning. It helps properly compare the results of computational 

experiments and to implement the effectiveness of software implementa-

tions on both basic and optimized algorithms.  

Key words: neural networks, self-organizing map, SOM, GSOM, 

ESOINN. 

Отримано: 14.08.2019 
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ВИЗНАЧЕННЯ ДЖОУЛЕВОГО ТЕПЛА  
ТА ПОНДЕРОМОТОРНОЇ СИЛИ У ПЛАСТИНЧАСТОМУ 

ЕЛЕКТРОПРОВІДНОМУ ЕЛЕМЕНТІ ЗА ДІЇ ЗОВНІШНЬОГО 
НЕУСТАЛЕНОГО ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ 

Сформульовано одновимірну початково-крайову задачу 
електродинаміки для електропровідного неферомагнітного ша-
ру з плоскопарелельними межами за дії зовнішнього неустале-
ного електромагнітного поля. Електромагнітне поле задане зна-
ченнями однорідної дотичної до основ шару компоненти векто-
ра напруженості магнітного поля на його основах. Дія неустале-
ного електромагнітного поля на розглядуваний шар проявляєть-
ся двома фізичними чинниками — джоулевим теплом і понде-
ромоторними силами, які відповідно до зовнішньої електромаг-
нітної дії мають також неусталений характер зміни в часі. 
Отримано загальний розв’язок сформульованої початково-
крайової задачі за довільної однорідної нестаціонарної електро-
магнітної дії. Для побудови розв’язку використано кубічну ап-
роксимацію ключової функції — дотичної до основ шару ком-
поненти вектора напруженості магнітного поля за товщинною 
координатою. Коефіцієнти апроксимаційного полінома подано 
через інтегральні характеристики ключової функції та задані її 
значення на основах шару як відповідні функції часу. У резуль-
таті вихідна початково-крайова задача електродинаміки на клю-
чову функцію зведена до задачі Коші на інтегральні (залежні 
лише від часу) характеристики цієї функції. Загальні розв’язки 
задачі Коші знайдено з використанням інтегрального перетво-
рення Лапласа і отримано у вигляді згортки функцій, що опи-
сують задані граничні значення ключової функції на основах 
шару та однорідні розв’язки задачі Коші. На основі отриманих 
загальних розв’язків записано розв’язок вихідної задачі елект-
родинаміки за дії неусталеного електромагнітного поля та вира-
зи джоулевого тепла і пондеромоторної сили. Результати число-
вого аналізу виразів розглядуваних величин залежно від пара-
метрів неусталеного електромагнітного поля радіочастотного 
діапазону наведено у вигляді відповідних графіків. Встановле-
но, що за тривалостей перехідного режиму зовнішньої неуста-
леної електромагнітної дії менших за чверть періоду несучих 
електромагнітних коливань максимальні значення джоулевого 
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В. К. Шиндер, О. Г. Орищин, 2019 
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тепла і пондеромоторної сили можуть бути суттєво більшими за 
їх значення в усталеному режимі електромагнітного поля. 

Ключові слова: електропровідний шар, неусталене елек-
тромагнітне поле, джоулеве тепло, пондеромоторні сили, ку-
бічна апроксимація, інтегральні характеристики. 

Вступ. Електропровідні пластини постійної товщини є конструкти-
вними елементами багатьох приладів і пристроїв, в процесі функціону-
вання яких вони зазнають впливу зовнішніх нестаціонарних електромаг-
нітних полів (ЕМП) [1, с. 57–83]. Ці ЕМП часто мають неусталений ха-
рактер зміни в часі. У літературі відомі методи визначення індукованого 
у пластині зовнішньою електромагнітною дією усталеного ЕМП та зу-
мовлених ним джоулевих тепловиділень і пондеромоторних сил [2, 
с. 36–42]. Однак, недостатньо вивчено вплив зовнішнього неусталеного 
ЕМП на закономірності зміни джоулевих тепловиділень і пондеромото-
рних сил, які є важливими для розрахунку температурно-силових режи-
мів функціонування електропровідних пластинчастих елементів. 

У роботі з використанням апроксимації кубічним поліномом ро-
зподілу за товщинною координатою дотичної до основ електропро-
відного шару з плоскопаралельними межами компоненти вектора 
напруженості магнітного поля знайдено загальний розв’язок почат-
ково-крайової задачі електродинаміки, сформульованої стосовно цієї 
компоненти, за однорідної нестаціонарної електромагнітної дії. На 
основі цього розв’язку записано вирази даної компоненти вектора 
напруженості магнітного поля та джоулевого тепла і пондеромотор-
них сил за дії зовнішнього неусталеного ЕМП. Чисельно проаналізо-
вано закономірності зміни джоулевого тепла і пондеромоторних сил 
залежно від параметрів зовнішнього неусталеного ЕМП. 

Математична постановка задачі. Розглядаємо описаний вище 
електропровідний шар за однорідної нестаціонарної електромагнітної 
дії (рис. 1). 

 

Рис. 1. 
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У цьому випадку ЕМП задане лише залежними від часу t  зна-

ченнями відмінної від нуля дотичної компоненти  ,yH z t  вектора 

напруженості магнітного пол. я     , 0; , ;0yH z t H z t  на основах 

шару z h  . 

За дії такого ЕМП ключова функція yH  залежить лише від тов-

щинної координати z  і часу t  та описується рівнянням [3, с. 57–59] 

 

2

2
0

y yH H

tz


 
 


, (1) 

крайовими 

    tHthH yy


 ,  (2) 

та нульовою початковою 

  , 0 0yH z   (3) 

умовами. 

Тут  yH t
  — задані функції часу,   — коефіцієнт електропро-

відності,   — магнітна проникність матеріалу шару. 

За знайденою функцією yH  питомі густини джоулевих тепло-

виділень Q  і пондеромоторної сили F  записуються виразами: 

 

2
1

, 0;0; .z z
z z

H H
Q F F H

z z




    
     

    
 (4) 

Методика побудови розв’язку. Для побудови розв’язку почат-
ково-крайової задачі (1)–(3) апроксимуємо розподіл ключової функції 

yH  за товщинною координатою z  кубічним поліномом, тобто пода-

ємо ці функції у вигляді [3, с. 109] 

    
3

0

,
i

y i

i

H z t a t z



 .  (5) 

Коефіцієнти  ia t  апроксимаційного полінома (5) виражаються 

через інтегральні за товщинною координатою z  характеристики шу-
каної функції  

     1
,

h
s

ys y

h

H t H z t z dz




  , 1, 2s   (6) 

і задані на основах шару z h   граничні значення  yH t
  функції 

 ,yH z t , тобто подаються у вигляді  
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          1 1 2 2 3 4i i y i y i y i ya t a H t a H t a H t a H t
 

    . (7) 

Для отримання системи рівнянь на інтегральні характеристики 

 ysH t  шуканої ключової функції  ,yH z t  вихідне рівняння (1) на 

функцію  ,yH z t  інтегруємо відповідно співідношенню (6) і вико-

ристовуємо при перетвореннях співвідношення (5) і (7). У результаті 

для компоненти  ,yH z t  вектора H  отримуємо подання 

     

       

2 3

1 2

2 3

3 15
, 1

4 4

1 1
1 3 3 5 ,

4 4

y y y

y y y y

z z z
H z t H t H t

h h h

z z z
H t H t H t H t

h h h

   

      
                   

                                

 (8) 

де інтегральні характеристики  ysH t  визначаються зі системи рівнянь  

 1

12 2

3 3y

y y y

dH
H H H

dt h h 

 
   , 

  2

22 2

15 5y

y y y

dH
H H H

dt h h 

 
   .  (9) 

Систему (9) розв’язуємо за врахування нульової початкової умо-

ви (3) на функцію  ,yH z t , тобто за нульових початкових умов 

  ,0 0ysH z  .  (10) 

Для побудови розв’язків сформульованої вище задачі Коші (9)–(10) 

на інтегральні характеристики компоненти  ,yH z t  вектора H  за-

стосовуємо інтегральне перетворення Лапласа за часовою змінною t . 

Використовуючи теорему розкладу і теорему про згортку функ-

цій, записуємо вирази шуканих інтегральних характеристик  ysH t  

( 1, 2s  ) дотичної компоненти  ,yH z t  вектора H  

 
 

   
2

3

1

0

3

t t
h

y y yH t e H H d


   


   
  , 

  
 

   
2

15

2

0

5

t t
h

y y yH t e H H d


   


   
    (11) 

Розв’язок задачі за дії неусталеного ЕМП. Зовнішнє неустале-
не ЕМП перехідного типу задане значеннями однорідної дотичної 

складової  ,yH z t  вектора H  поля на поверхнях 1z    виразом 
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      01, 1
ib

y yH H H e e
 

 
 

    . (12) 

Тут 0H  — задана величина амплітуди напруженості магнітного 

поля,   — параметр, що характеризує час виходу неусталених елек-

тромагнітних коливань на усталений режим,  2
01/ 2b  , 

 
1/2

2
0 2 h 



  — параметр, що характеризує відносну до півтов-

щини шару h  глибину проникання індукційних струмів,   — часто-

та несучих електромагнітних коливань,  2
/t h   — безрозмір-

ний характерний для електромагнітних процесів час, /z z h .  

Підставляючи вираз (12) у формули (11) та (8), а також (4), запи-

суємо вирази функції ( , )yH z   та зумовлених нею джоулевих тепло-

виділень і пондеромоторних сил за розглядуваної неусталеної елект-

ромагнітної дії. Отримуємо:  

 
2 2

0

2
3

2

1 6 3 6 3( )
,

2 3 3

9 1
;

2 ( 3) ( 3)

ib
y

ib ibz ib ib z
H z H e e

ib ib

z
e

ib ib

 



 











       
    

    

 
 

   

(13) 

Для доданків питомої потужності джоулевого тепла 
 

4

1

j

j

Q Q



  

записуємо вирази: 

 2 (1) 2 2 2 4 2 2 6
0 5 6 5 7 6 8 7 82

0

1
( ) 2( ) ( ) ;

4
H Q z q q z q q q q z q q z

h

       
 
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
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  2 (4) 2 5 2 4 6
0 9 72 2

0 0

1 1
( , ) 9 6 ( , ).
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H Q z q e z z z G z

h h


 

 

 
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Для доданків питомої густини 
4

( )

1

j
z

j

F F



  відмінної від нуля 

складової ( , ) ( , )zF z F z   пондеромоторної сили будемо мати вирази: 

     12 3 5
0 24 25 26

1
,

2
H F z zq z q z q

h





   ; 

            22 2 2
0 8 9 8 9

1
,

4

i b i b
H F z G z i G z e G z i G z e

h

 



          ; 

           

        

32
0 10 11

2 2
12 13 12 13

1
, , ,

2

1
, , , , ;

4

ib ib ib ib

i b i b

H F z G z e e G z e e
h

G z i G z e G z i G z e

   

 


  

   

  



     
 

         

 

        
11

42 5 32
0 9 17 14, 4 3 ,H F z q q e z z z G z

h


 




  
    

  

.  (15) 

Тут: 
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 
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   

2
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;
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
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
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18 1 14 2 16 ;q q q q q   19 1 15 3 14 2 16 4 16 ;q q q q q q q q q     

20 3 15 4 16 ;q q q q q   

21 1 10 5 14 6 16 2 12 ;q q q q q q q q q      
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22 1 11 3 10 7 14 5 15 6 16 8 16 2 13 4 12 ;q q q q q q q q q q q q q q q q q         

23 7 15 3 11 8 16 4 13;q q q q q q q q q     24 5 10 6 12 ;q q q q q   

25 5 11 7 10 6 13 8 12 ;q q q q q q q q q     

26 8 13;q q q  27 2 16 1 14 ;q q q q q   28 2 16 4 16 1 15 3 14 ;q q q q q q q q q     

29 3 15 4 16 ;q q q q q   

30 1 10 5 14 6 16 2 12 ;q q q q q q q q q     

31 1 11 3 10 5 15 7 14 6 16 8 16 2 13 4 12 ;q q q q q q q q q q q q q q q q q         

32 7 15 3 11 8 16 4 13;q q q q q q q q q     33 5 10 6 12 ;q q q q q   

34 5 11 7 10 6 13 12 18;q q q q q q q q q     

35 8 13 7 11;q q q q q   36 2 14 1 16 ;q q q q q   

37 2 15 4 14 1 16 3 16 ;q q q q q q q q q     

38 4 15 3 16 ;q q q q q   39 2 10 6 14 5 16 1 12 ;q q q q q q q q q     

40 2 11 4 10 6 15 8 14 5 16 7 16 1 13 3 12 ;q q q q q q q q q q q q q q q q q         

41 8 15 4 11 13 3 7 15 ;q q q q q q q q q     

42 6 10 5 12 ;q q q q q   43 6 11 8 10 5 13 7 12 .q q q q q q q q q     

Зауважимо, що у виразах (14)–(15) складові 
(1)

Q , 
(1)

F  відповіда-

ють усередненим за період електромагнітних коливань 
2

f



  значен-

ням Q  і F ; складові 
(2)

Q , 
(2)

F  відповідають усталеним коливним в 

часі з періодом 2 f  значенням Q  і F ; складові 
(3)

Q , 
(3)

F  відповідають 

затухаючим коливним в часі з періодом f  значенням Q  і F ; складові 

(4)
Q , 

(4)
F  відповідають аперіодично змінним у часі значенням Q  і F . 

Числовий аналіз. Результати числових досліджень виконано для 

складової xE  напруженості електричного поля     , , ;0;0xE z t E z t  

та неперіодичних складових джоулевого тепла 
(1) (4)

Q Q Q  і понде-

ромоторної сили 
(1) (4)

F F F  у розглядуваному шарі товщиною 3 мм, 
виготовленому зі нержавної сталі Х18Н9Т. На рис. 2 кривими 1 показа-
ний розподіл миттєвих значень напруженості електричного поля на по-

верхні шару при безрозмірному часі 0 18   ( 0.26  ). Суцільні лінії 

відповідають виходу на усталений режим за 
1

50
 періоду 

2
f




  

( 0

1

50
f  ; 

2
0 8.3  ), штрихові — за 

1

10
 періоду ( 0

1

10
f  ; 
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2
0 20.8  ) і штрих-пунктирні — за 

1

4
 періоду ( 0

1

4
f  ;

2
0 104.2  ). 

Кривими 2 для тих же величин 0  приведені амплітудні значення. 

Отримано, що при зменшенні часу виходу порівняно з періодом суттєво 
збільшується різниця між максимальним значенням напруженості на 
перехідному режимі порівняно зі значенням в усталеному режимі. Так, 

для 0

1

50
f   відношення максимального значення напруженості на 

перехідному режимі maxE  до значення в усталеному режимі устE  дорів-

нює max

уст

42
E

n
E

  ; для 0

1

10
f   — 8n  , а для 0

1

4
f   — 3n  . 

 

40

0 

250 18 2 10 0.4 0.8 

 

0

xE В м

H А



 

0.1 

0.2 
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2 
3 

Рис. 2 

 

Рис. 2. 

Зауважимо, що у джоулевих тепловиділеннях аналогічні відно-

шення max
*

уст

Q
n

Q
  будуть складати 

2
*n n . 

Кривими 3 на рисунку показані залежності амплітудних значень 

напруженості електричного поля від часу   при тих же значеннях 

параметра 0  і часах 0  — виходу на усталений режим рівних 

0 5 7 f   . Отримано, що за таких співвідношень між часом 0  і 

періодом f  вже наступає квазіусталений режим.  

Аналогічні залежності для неперіодичних складових пондеромо-

торної сили 
(1) (4)

F F F   наведені на рис. 3. 
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Рис. 3. 

Висновки. Запропонована методика визначення джоулевого тепла і 
пондеромоторної сили у пластинчастому електропровідному елементі за 
дії зовнішнього неусталеного ЕМП дає змогу оцінити вплив неусталено-
го характеру ЕМП на максимальні значення розглядуваних величин. 
Дослідження, проведені із застосуванням даної методики показали, що 
тривалість перехідного режиму порівняно з періодом несучих електро-
магнітних коливань суттєво впливає на тепловий і силовий режими фун-
кціонування електропровідного пластинчастого елемента. Це має важ-
ливе значення при прогнозуванні надійності роботи і часу експлуатації 
багатьох пристроїв, що містять такі елементи. 
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DETERMINATION OF JOULE HEAT AND PONDEROMOTOR 
FORCE IN A PLATE ELECTROCONDUCTIVE ELEMENT  

UNDER THE ACTION OF AN EXTERNAL NONSTATIONARE 
ELECTROMAGNETIC FIELD 

A one-dimensional initial-boundary value problem of electrodynamics 

for an electroconductive non-ferromagnetic layer with plane-parallel 

boundaries is formulated under the action of an external nonstationare elec-
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tromagnetic field. The electromagnetic field is given by the values of the 

homogeneous tangent to the bases of the layer components of the magnetic 

field intensity vector at its bases. The effect of the nonstationare electro-

magnetic field on the considered layer is manifested by two physical fac-

tors — Joule heat and ponderomotor forces, which in accordance with the 

external electromagnetic action also have an nonstationare nature of 

change over time. The general solution of the formulated initial boundary 

value problem with an arbitrary homogeneous non-stationary electromag-

netic action is obtained. A cubic approximation of a key function, tangen-

tial to the base of the layer, is a component of the magnetic field intensity 

vector in thickness coordinate. The coefficients of the approximation poly-

nomial are given through the integral characteristics of the key function 

and given its values on the basis of the layer as corresponding functions of 

time. As a result, the initial initial boundary value problem of electrody-

namics for a key function is reduced to a Cauchy problem for the integral 

(time-dependent) characteristics of this function. Common solutions of the 

Cauchy problem are found using the Laplace integral transform and are ob-

tained as a convolution of functions describing the set boundary values of a 

key function on the bases of the layer and homogeneous solutions of the 

Cauchy problem. Based on the obtained common solutions, we write down 

the solution of the original electrodynamics problem by the action of an 

nonstationare electromagnetic field and the expression of Joule heat and 

ponderomotor force. The results of numerical analysis of the expressions 

of the considered values, depending on the parameters of the nonstationare 

electromagnetic field of the radio frequency range, are presented in the 

form of corresponding graphs. It is established that the maximum values of 

Joule heat and ponderomotor force can be significantly higher than their 

values in the stationare state mode of electromagnetic field during the tran-

sient mode of external nonstationare electromagnetic action of less than a 

quarter of the period of bearing electromagnetic oscillations. 

Key words: conductive layer, nonstationare electromagnetic field, Joule 

heat, ponderomotor forces, cubic approximation, integral characteristics. 

Отримано: 9.08.2019 
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MODELLING THE OPTIMAL SCHEMES OF POPULATION 
VACCINATION USING EPIDEMIOLOGICAL DATA 

Considered creation of a mathematical and computer model of the 
various infectious diseases and epidemics’ spread problem. The devel-
oped system uses an epidemiological SISV computer model. The pro-
posed model gives an opportunity to determine the optimal individual 
and social costs for vaccine prophylaxis The article analyses the posi-
tivity of such a model under the proposed vaccination strategy. SISV 
(Susceptible-Infectious-Susceptible-Vaccinated)-model, where infec-
tion does not confer immunity (or there is waning immunity) with in-
clusion of vaccination. The software uses epidemiological models that 
allow us to explore the process of spreading infectious diseases, to 
make a forecast for the future, to determine the effectiveness of vaccine 
prophylaxis, to select optimal vaccination schemes using epidemiolog-
ical data. Due to the use of epidemiological models a timely prevention 
of infectious diseases epidemics is possible. 

Keywords: computer modelling of the optimal schemes, ep-
idemiological model, SISV-model. 

Introduction. The problem of the spread of various infectious dis-
eases and epidemics is important for all humanity. Rotavirus infection 
(RVI) is the leading cause of acute viral gastroenteritis among young chil-
dren and high infant morbidity and mortality worldwide. To reduce the 
rate of infection, vaccine prophylaxis is used. In the context of limited 
resources, it is not possible to carry out vaccination of the entire popula-
tion, therefore the problem of determination of the optimal social and indi-
vidual costs for vaccination and treatment remains relevant. 

Considering that, there are many approaches to solving vaccine-
related problems at the moment, but various diseases have some peculiari-
ties that need to be taken into account when developing epidemiological 
models. That is why modern practice has not developed universal software 
or computer model for monitoring the effectiveness of vaccine prophylax-
is. Because of the considerable variety and complexity of the parameters 
none of the existing software products is a universal means. 

The developed computer modelling system uses an epidemiological 
SISV model (Susceptible-Infectious-Susceptible-Vaccinated-model).  

Constructing an epidemiological model. The basic principle of 
constructing an epidemiological model for RVI: the whole population is 

© S. Soloviov, O. Bandurka, 2019 
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divided into several categories; the model is a dynamical system that 
changes in time, therefore, when passing a certain time period, a part of 
the population moves from one category to another. In epidemiological 
models there are the following categories: 

 S — susceptible individuals: susceptible to infection; 

 I — infected persons: infected with an infectious disease being of in-

terest, capable of infecting others; 

 V — vaccinated persons who have received immunity, are inaccessible 

to infection. 

The transition of persons from one category of population to another is 

characterized by parameters, for example: the power of the infection, speed of 

healing, birthrate, mortality, migration rate, etc. The power of infection λ is the 

probability of a certain person`s being infected at a certain time. The speed of 

healing γ is the probability of a certain person`s being cured at a certain time. 

The use of the SIS computer model presupposes that infected indi-

viduals (I) recover when some time passes and become susceptible to the 

disease again (Figure 1). 

 
Fig. 1. SIS-model 

where: B — birthrate, N — the whole population, S — susceptible per-

sons, I — infected persons, λ — infection power, β — parameter of the 

pathogen transmission, γ — speed of healing (loss of infectiousness). 

Parameters of the model, like the system as a whole, can be dynamic. 

The SIS mathematical model can be described using the system of differ-

ence equations [2]: 

 

1

1

;

,

t t
t t t t t t

t

t t
t t t t t

t

I
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I
I I S I

N












     





     


 (1) 

where: t — period of time. 

If vaccination being added to the SIS-model, we will get the SISV-

model (Figure 2) 

 
Fig 2. SISV-model 
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where: V — vaccinated persons, v — population coverage by vaccination, 

w — decrease of immunity. 

Mathematical model can be described by the system of equations: 

 

1

1

1

;

;

.

   

 

t t t t t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t

S S v S w V S I

I I S I

V V v S w V

 

 







        


    
     

 (2) 

Thus, using the SISV-model, one can determine the optimal scheme 

of vaccination for the population to prevent from the spreading of infec-

tious diseases. 

The software uses epidemiological models that allow us to explore the 

process of spreading infectious diseases, to make a forecast for the future, to 

determine the effectiveness of vaccine prophylaxis, to select optimal vaccina-

tion schemes using epidemiological data [1]. Due to the use of epidemiologi-

cal models a timely prevention of infectious diseases epidemics is possible. 

The system consists of three software modules: data access module, 

business logic module and presentation module. The data access module is 

in charge of reading, processing and storing of incoming epidemiological 

data. The processing of incoming epidemiological data is necessary to 

eliminate the excess data and to automate the process of collecting and 

calculating statistics [3]. 

The module of business logic carries out the construction of epidemio-

logical models, making a forecast for the future. The module defines optimal 

vaccination schemes depending on incoming epidemiological data. 

The presentation module uses a graphical user interface to output the 

obtained results of the system work (Figure 3). 

 
Fig. 3. The main window of the developed system 
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The developed system gives an opportunity to determine the optimal 

individual and social costs for vaccine prophylaxis (Figure 4). 

 
Fig. 4. Optimization of costs 

UML use case diagram shows the possible options available to users 

of the system (Figure 5). 

 

<<include>> 

<<include>> 

<<include>> 

<<include>> 

<<include>> 

<<include>> 

Користувач 

Type in incoming data 

Check through the results 

Save the results 

Type in epidemiological data 

Type in death rate 

Type in birth rate 
Type in prognosis date 

Type in population data 

Type in vaccination parameters 

Select the type of optimization 
of the vaccination problem 

Check through the SIS-model results without taking  
into account the age structure of the population 

Check through the SIS-model results with taking 
into account the age structure of the population 

Check through the results of the clinical model 

Check through the SISV-model results with taking 
into account the age structure of the population 

Check through the optimization results 

 
Fig. 5. Diagram of the precedents of the developed system 

The developed computer modelling system can be used for the study 

of RVI, the compilation of morbidity prognosis, the selection of optimal 
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vaccination schemes, as well as the determination of the costs for treat-

ment and vaccine prophylaxis. 

Conclusions. Thus, in the article, considered the developed computer 

modelling system can be used for the study of RVI, the compilation of 

morbidity prognosis, the selection of optimal vaccination schemes, as well 

as the determination of the costs for treatment and vaccine prophylaxis. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ОПТИМАЛЬНИХ  
СХЕМ ВАКЦИНАЦІЇ НАСЕЛЕННЯ З ВИКОРИСТАННЯМ 

ЕПІДЕМІОЛОГІЧНИХ ДАНИХ 

Розглянуто створення математичної та комп’ютерної моделі в про-

блемі поширення різних інфекційних захворювань та епідемій. Розробле-

на система комп’ютерного моделювання використовує епідеміологічну 

SISV-модель. Ця модель визначає оптимальну схему вакцинації населен-

ня. У статті проаналізовано позитивність такої моделі у запропонованій 

стратегії вакцинації. SISV (сприйнятливий-інфекційний, сприйнятливий 

до вакцинації)-модель, де інфекція не надає імунітету (або є зменшенням 

до імунітету) з виключенням вакцинації. У програмному забезпеченні ви-

користовуються епідеміологічні моделі, які дозволяють дослідити процес 

поширення інфекційних захворювань, зробити прогноз на майбутнє, ви-

значити ефективність вакцинопрофілактики, вибрати оптимальні схеми 

вакцинації з використанням епідеміологічних даних. Завдяки викорис-

танню епідеміологічних моделей можлива своєчасна профілактика епі-

демій інфекційних захворювань.  

Ключові слова: комп’ютерне моделювання оптимальної схеми, 

епідеміологічна модель, SISV-модель. 

Отримано: 28.08.2019 
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CONDENSATION HEAT AND MASS TRANSFER  
AT DIRECT CONTACT OF THE REACTING PHASES 

Condensation upon direct contact of the phases can be divided 

into the following types: condensation of the steam stream in the 

volume of unheated liquid; condensation of vapor bubbles in liq-

uid; condensation of steam by liquid droplets (dispersed liquid); 

vapor condensation on a jet of liquid. 

In visual experiments, the study of the process of condensation 

of the jet of steam in space was noted by the presence of a white 

emulsion at the collision of steam with liquid, due to the crushing 

of a jet of steam into small bubbles. The high intensity of the heat 

transfer process was explained by the sharp increase in the contact 

surface. When considering the structure of the flow taking into ac-

count the two-phase region, it can be noted that there is a smooth 

conical surface of the separation between the phases and the for-

mation of dispersed bubbles and droplets in the flow. This allows 

to determine the dependence of the geometry of the contact zone of 

the phases on the temperature head. 

An increase in the surface area of the contact phase can be 

achieved by dispersing one of the contacting phases. Existing liq-

uid spraying machines have significant energy costs as a result of 

doing some work to overcome the surface tension that causes the 

liquid to reduce the free surface.So the heat transfer between a liq-

uid drop and a saturated vapor is determined by the heat distribu-

tion along the drop radius. The vapor condenses on the surface of 

the liquid droplet, and the released heat condensation must be dis-

charged inside the droplet. According to the equation of thermal 

conductivity under the relevant conditions of the problem under 

consideration, the intensity of condensation is determined by the 

rate of heat runoff per drop. Studies of heat exchange on dispersed 

jets of liquid have proven high intensity of the process. 

Condensation on a jet of liquid is used in many industrial de-

vices (deaerators, condensers of mixing type, jet heaters). 

Theoretical and experimental studies of this type of condensation 

are scarce. Studies of heat exchange during condensation of a dis-

persed steam stream on a swirling stream of water are absent at all. 

The results of the experiments of heat exchange at the contact 

condensation of steam on jets of water, consisting of a continuous 

section and a section that falls into drops, are represented by the 

© I. E. Furtat, 2019 
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criterion equation. Recent studies are related to the development of 

a mathematical model for the calculation of jet condensation and 

analysis of past developments with its application. 

Key words: condensation, steam, liquid, jet, phase contact, 
heat exchange. 

Introduction. By analyzing the condensation in direct contact of the 
phases, it can be divided into the following types: 

 condensation of steam stream in the volume of underheated liquid; 

 condensation of vapor bubbles in the liquid; 

 condensation of steam on liquid droplets (dispersed liquid); 

 condensation of steam on a liquid jet. 

Note that during the condensation the non-condensing gas contained 
in vapor leads to a decrease in the heat transfer coefficient due to the addi-
tional diffusional thermal resistance. 

The first studies of the condensation process of a steam jet in a liquid 
filled space are based on visual experiments [1; 2]. The presence of a white 
emulsion was noted when the vapor collides with the liquid, due to the crush-
ing of a steam jet into small bubbles. The high intensity of the heat transfer 
process was explained by the sharp increase in the contact surface. 

Earlier researches of the steam penetration into water. As stated 
in [3], the penetration of steam into water due to the difference of partial 
pressures of steam in the vapor medium and in the liquid causes the leak-
age of steam at high speed, which explains the presence of the emulsion. 
Studies [4; 5] determined the theoretically obtained and experimentally 
confirmed position of the condensation surface depending on the parame-
ters of the vapor and the liquid. The condensation process is said to end on 
the surface of the «condensation cone». This is due to the high intensity of 
turbulent mixing. On the basis of previous studies, [6] obtained a relation 
that determines the position of the condensation surface, and presents the 

dependence of the change in the full angle of the «condensation cone» 0 

depending on the temperature of the liquid tliq . 
Later publications [7–9] consider the structure of the flow taking into 

account the two-phase region. The presence of a smooth conical surface 
between the phases and the formation of dispersed bubbles and droplets in 
the flow are noted. The result of these recent studies [9] is to determine the 
dependence of the phase contact zone geometry on the temperature head 

t. The condensation process ends at the height of the contact zone, which 
is equal to the penetration depth h of the steam stream. In addition, the 
condensation cone pulsations were noted [8; 9], as a consequence of the 
use of stabilizing screens in heaters of the mixing type. According to [10], 
the heat transfer equation has the form: 
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 0,6
6,5 Re .Nu Pr     (1) 

Describing the features of the mechanism of vapor bubbles condensation 

in liquid volume, one distinguishes the first stage of bubbles collapsing (large 

radius bubble), which is due to the intensity of heat exchange, and the second 

stage — (small radius) with the influence of inertial forces [11]. 

In publications [12] analytical and experimental material was ob-

tained, characterizing the condensation of fixed steam bubbles. The inten-

sification of the destruction of steam bubbles under the influence of their 

translational motion has been studied [13–16]. 

Models of steam-water interaction with condensation. Under con-

ditions of mass bubbling [17], with the number Nз of steam jets, the stud-

ied temperature fields along the length and height of the two-phase layer 

are exponential in nature. The formula of the coefficient of heat transfer 

from steam to liquid is obtained: 

 3 06,05 10 ,р

з

a U
C

N L
 

 
     


 (2) 

where рC   is the specific heat of the liquid;   — liquid density; a   — 

coefficient of thermal conductivity of the liquid; L — length of free run of 

the bubble (jet);  is the steam content of the layer. 

In [18; 19], a model of periodic renewal of turbulent surface moles is 

used to calculate the intensity of heat transfer through an interfacial sur-

face, and a universal dependence is obtained, which determines the coeffi-

cient of interphase heat exchange in a turbulent flow: 

 0,7 0,5 0,25
0, 23 Re Pr ,Nu A     (3) 

where A is the correction that characterizes the steam content in the stream. 

Formula (3) is applicable to sufficiently large bubbles in the region 

Pr  0.3÷0.5; A  0.04 · (dn /D) · Re0.7 · Pr 0.5 . 

It is known that there are no experiments, calculations for the detec-

tion of theoretical laws of heat and mass transfer when mixing a dispersed 

jet of steam with a jet of liquid. This process is complex enough, so there 

is a need for experimental studies. An increase in the surface area of the 

phases contact can be achieved by dispersing one of the contacting phases. 

Existing liquid spraying machines have significant energy costs as a result 

of doing some work to overcome the surface tension that causes the liauid 

to reduce the free surface. It is known that for spraying liquid energy con-

sumption of most existing dispersants is in the range of 3.5 ÷ 10 (kWh)/t. 

Liquid dispersion also has the disadvantage of having an additional ther-

mal drop resistance. So the heat transfer between the liquid droplet and the 

saturated vapor is determined by the heat distribution along the droplet 

radius. The vapor condenses on the surface of the liquid droplet, and the 
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released heat of condensation must be discharged inside the droplet. Ac-

cording to the equation of thermal conductivity under the relevant condi-

tions of the problem under consideration, the intensity of condensation is 

determined by the rate of heat runoff per drop. 

The coefficient of heat transfer from steam to a drop of liquid [10] is 

determined by the formula: 

 0,7 0,33
2 0,74 Re Pr .Nu      (4) 

Studies [20] of heat transfer on dispersed jets of liquid have proven the 

high intensity of the process and have recommended the following formulas: 

 
  2

0,33 0,27 1
03,

03,

1,75 Re 1 exp
v

n

liq

Q x
X K

r G Pe

 
  

        
     

, (5) 

where  vQ x is the local density of heat, W; G — mass flow rate of liquid, 

kg/s; K = 7.62 ÷ 17.80; Re 03, n = 2.0 ÷ 167.0; Pe 03,liq = 2740 ÷ 15800;  

X = 6 ÷ 412. 

The experimental data is described by the equation: 

 
4 0,62 0,45 0,59 0,08 0,02 0,03 0,26

1, 25 10 ,Lp K A We Z X
   

           (6) 

when changing values are within: We = 6.6 ÷ 28.6; Lp = (6.6 ÷ 29.3)105 ; 

K = 7.6 ÷ 18.7; A = 1.13 ÷ 1.70;  = (0.1 ÷ 84.0)10-4 ; Z = 0.42 ÷ 9.37;  

X = 4.65 ÷ 47.40; while  = 0.20 ÷ 0.98. 

Condensation on the jet of liquid is used in many industrial devices 

(deaerators, condensers of mixing type, jet heaters). 

Theoretical and experimental studies of this type of condensation are 

scarce. The recommended calculation formulas for estimating the heat 

transfer during condensation of steam on a liquid jet differ by the methods 

of determining the basic parameters and components. 

In experimental studies of I. V. Vasilyev in CCTU [21] a formula is 

obtained when water flows out of holes with diameter d = 3 ÷ 7 mm ; jet 

height H = 0.2 ÷ 0.55 m; initial velocity of water w = 0.2÷1.4 m/s and 

temperature t = 20 ÷ 90 oC: 

 

0,2 0,7

1 1

2
2 1

lg 0, 029 ,st t g d H

t t dw

    
     

   
 (7) 

at Re > 1500; 1 < Fr = 1

2

g d

w


 < 40; 40 < 

H

d
 < 100. 

The formula theoretically obtained in [22] to determine the heat 

transfer coefficient has the form: 

  0377 p рід рідC w K      , (8) 

where  K  is the function of the parameter  0/ p рід нK r C t t     . 
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The theoretical formulas are proposed in [23; 24] according to the 
hypothesis that the coefficient of turbulence is proportional to the cross 
section and the absolute flow velocity: 

 

  

 

2

2
1

1,25
2 2
0

2 2,5 2
0 0 0 0

4
exp ,

44 2
1 1 ,

5

i

i i

f x

wa x g x
f x

w d g d w




 









    

       
      
        



 (9) 

where  is the factor of the jet narrowing;   = 0.0005;   — relative 

underheating of the jet. 

Studying of the jet heaters. Valuable experimental studies of the exter-
nal thermal and hydraulic characteristics of the jet heater were conducted in 
VTI [25; 26]. The effect on the heat exchanger design and mode factors was 
investigated. It is known that the shape of the nozzle does not affect the water 

heating and pressure value renewal pc. The operation of the jet heater under 
the influence of mode factors was analyzed depending on the flow of working 
water, water temperature, injected steam pressure. In [28], the dependences of 
the underheating of water on the saturation temperature and the heating steam 
on the jet length are given. They prove that at high flow rates, the main heating 
occurs at a short initial jet section, at lower ones — over the entire jet length. 
The experiments were conducted using the formulas given above. 

On the basis of theoretical developments [22], the process of conden-
sation at the outflow of a cold jet of liquid with velocity w0 from an aper-
ture of radius R into the vapor space was studied in [27] with the assump-
tion that «the molecular heat flow is less intense than turbulent». The de-

pendence of the dimensionless temperature  and the criterion St on the 

geometric relation  = x / R and the dynamic parameter d is thus obtained: 

  
2
0

2
д

g R
St f f

w


  
   

 
 

, (10) 

where 
0p liq liq

St
C w






 
. 

Experimental studies [28] for water jets in the transverse stream of 

steam in the region p = 1÷100 kPa; w0 = 0.8÷1.7 m/s; 
2

п пw   = 4÷60 kPa; 

d = 2÷15 mm ; l = 0.2 ÷ 0.5 m are described by the criterion equation: 

  
20,33 0,13 0,62 0,330

1

lg 0, 085 Pr 1н

н

t t l
Lap K Fr

t t d


  
       


, (11) 

where 
2
пw d

Lap




 
 is the Laplace criterion; air

mix

G

G
   — the ratio of 

the mass of air to the total amount of mixture of air and steam. 
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Experimental studies [29] of the operation of the jet capacitor were 
performed depending on the design features of the apparatus and the oper-
ating conditions. Later, experimental data [30] for vertical jets in vacuum 
conditions are described by the dependence: 

 

0,75

1,2 0,43 0,1

0

0, 02 Re Pr
l

Nu m K
d


 

       
 

, (12) 

where 
log

avgt
m

t





; under conditions p = 15 ÷ 100 kPa; w0 = 9 ÷ 26 m/s; 

wn = 10 ÷ 30 m/s; d0 = 3 ÷ 20 mm; l = 0.2 ÷ 1.2 m; number of jets 1 ÷ 46. 
The results of the experiments of heat exchange at contact condensa-

tion of steam on jets of water, consisting of a solid section and a section 
that splits into droplets, [31] are represented by the criterion equation: 

 
0,75

0,6 0,45 0,11 0,4
2, 7 Re Pr

liq liq

l
Nu K We

d


 

       
 

, (13) 

in the range Reliq = (1,4 ÷ 9,0)105 ; Prliq = 2.5÷4.0; K = 9÷60;  

We = 1.6102 ÷ 3.0103 ; l / d = 12 ÷ 60. 
In the conditions of cross-motion of coolants for a large number of 

nozzles from which water flows, the formula is obtained: 

 
0,75

0,5 0,5 0,28 21,57 пliq

s
Nu Gz K We

d

 
      

 
, (14) 

where 
2

liq liq liq

liq

C z w d
Gz

l





   



 is the Gretz criterion ; 2s

d
 — relative 

pitch of the jet. 
The total surface of the condensation was equal to the surface of a single 

jet of liquid (lateral surface of a cylinder with a nozzle diameter ds and height 
equal to the length of the jet, l) multiplied by the total number of jets. 

Relative heating  of a laminar jet in liquid [32] depends on the Fou-

rier number Fo and dimensionless radius i: 

  2

2
1

4
exp i

i i

Fo






     , (15) 

where 
0,5 l

Fo
d

 
 . 

From the thermal balance of the jet it was obtained that: 

 0 1
4 ln

d
St

l
  


. (16) 

In the following experiments, the dependences of heat exchange for a 
continuous jet flowing from the nozzle from top to bottom into a large 
volume of steam are described [33]: 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

110 

 

0,42

0,17 0,09 0,13 0,35
4 0,134 Re Pr

c

l
St K We

d



  
       

 

, (17) 

  

0,41

0,18 0,05 0,11
4 0,133 Re Pr exp 0,16

c

l
St K We

d



 
       

 

, (18) 

where 
c

l

d
 = 4÷180; Re = (1.5 ÷ 10.0)104 ; Pr = 1.8 ÷ 6.4; K = 6 ÷ 50;  

We = 0.4 ÷ 5.5. 

Equation (17) is recommended for We  2.7 and equation (18) for  

We  2.7. 
The influence of the criterion We on the heat exchange is revealed [34]: 

 at 95
l

d
   

0,54

2
4 5,15 10 exp 0,135

l
St We

d



  
      

 
, (19) 

 at 95
l

d
   

0,27

2
4 1,5 10 exp 0,135

l
St We

d



  
      

 
 (20) 

for Re = (1.5 ÷ 10.0)104; We = 1.1 ÷ 4.1; k = (4.2 ÷ 17.4)10-2 ; 
c

l

d
 = 12 ÷ 178. 

In the accompanying motion of the vapor with a pressure  
p = 0,196 ÷ 0,245 MPa and a current of liquid flowing from the cylindrical 
nozzle from top to bottom: 

 

0,59

0,17 0,09 0,13 0,33
4 0,33 Re Pr

c

l
St K We

d



 
       

 

, (21) 

at We = 2.7 ÷ 7.4; 
c

l

d
 = 4.5 ÷ 120.0; dc = 2.18;4;6 mm ; l  50 d; Re > 104. 

The publications [35; 36] present the data of studies of heat exchange 
under condensation on laminar [35] and turbulent [36] jets of liquid, taking 
into account the initial inlet section: 

 

0,8

1 2 3

02

x
St f f f

R


 

     
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, (22) 

where 1 2 3, , ,f f f  are the functions of the numbers Re, Pr, We and the 

complex 
02

x

R
, obtained by changing We from 10-3 to 5; Re from 200 to 

1000; Pr from 1 to 50. 
In [37] the formula is obtained: 
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Серія: Технічні науки. Випуск 20 

111 

The calculation of formulas (22) and (23) was consistent with previ-
ous experiments by Kutateladze S. S., Isachenko V. P., Dementyeva K. V. 

Recent studies [38] have been associated with the development of a 
mathematical model for the calculation of jet condensation and the analy-
sis of past developments with its application. 

As is known, there is no study of heat transfer during condensation of 
a dispersed steam stream on a swirling stream of water. With regard to the 
above dependencies, we can conclude about their individuality due, firstly, 
to the method of obtaining, and secondly, to the differences in the method 
of determining the input parameters. 

Conclusions. Formula (8) is obtained for a flat turbulent jet of liquid 
according to the statement that a turbulent mixing layer develops at the 
boundary. Formulas (9, 10, 15, 16) have the same theoretical origin under 
the same conditions at the boundary of the two phases. Formulas (11, 12) 
describe experimental studies of condensation under vacuum conditions. 

The determination of the physical parameters of the liquid by tem-
perature also differs: 

 for formulas (10–14) it is the average liquid temperature tavg = (t1 + t0) / 2; 

 for formulas (9, 15-21) it is the liquid temperature at the inlet t0; 

 for formula (14) it is the saturation temperature ts. 

The quantities n, , r were determined by the saturation temperature 
ts of the vapor. 
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КОНДЕНСАЦІЙНИЙ ТЕПЛОМАСООБМІН  
ПРИ ПРЯМОМУ КОНТАКТІ РЕАГУЮЧИХ ФАЗ 

Конденсацію при прямому контакті фаз умовно можна розділити 
на такі види: конденсація струменю пари в об’ємі недогрітої рідини; 
конденсація бульбашок пари в рідині; конденсація пари на краплях 
рідини (диспергована рідина); конденсація пари на струмені рідини. 

При візуальних експериментах дослідження процесу конденсації 
струменя пари у просторі відмічалася наявність білої емульсії при зітк-
ненні пари з рідиною, за рахунок дроблення струменю пари на маленькі 
бульбашки. Висока інтенсивність процесу теплообміну пояснювалась 
різким збільшенням поверхні контакту. Якщо розглядати структуру по-
току з урахуванням двофазної області, можна відмітити наявність як 
гладкої конічної поверхні розділу між фазами, так і утворення дисперс-
них бульбашок та крапель в потоці. Це дозволяє визначити залежність 
геометрії зони контакту фаз від температурного напору. 

Збільшення площі поверхні контакту фаз може бути досягнуто вна-
слідок диспергування однієї з контактуючих фаз. Існуючі апарати з роз-
пиленням рідини мають значні енерговитрати як наслідок виконання де-
якої роботи для подолання поверхневого натягу, який примушує рідину 
зменшувати вільну поверхню. Так тепломасообмін між краплиною ріди-
ни і насиченою парою визначається розподілом теплоти вздовж радіуса 
краплі. Пара конденсується на поверхні краплі рідини, при цьому теплота 
конденсація, що вивільнюється, має відводитись всередину краплі. Згідно 
з рівнянням теплопровідності при відповідних умовах розглянутої задачі, 
інтенсивність конденсації визначається швидкість стоку теплоти у крап-
лю. Дослідження теплообміну на диспергованих струменях рідини дове-
ли високу інтенсивність процесу. 

Конденсація на струмені рідини використовується в багатьох 
промислових апаратах (деаератори, конденсатори змішувального ти-
пу, струменеві нагрівачі). 

Теоретичні та експериментальні дослідження цього виду конденсації 
небагаточисельні. Дослідження теплообміну при конденсації диспергова-
ного струменя пари на закрученому струмені води взагалі відсутні. 

Результати дослідів теплообміну при контактній конденсації пари на 
струменях води, що складається з суцільної ділянки та ділянки, що роз-
падається на краплини, представляються критеріальним рівнянням. Оста-
нні дослідження пов’язані з розробкою математичної моделі розрахунку 
струминної конденсації та аналізу минулих розробок з її застосуванням. 

Ключові слова: конденсація, пара, струмінь, рідина, контакт 
фаз, теплообмін. 
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ВЛАСТИВОСТІ ІНТЕГРАЛЬНИХ ДИНАМІЧНИХ МОДЕЛЕЙ  
У ВИГЛЯДІ ОПЕРАТОРІВ І РІВНЯНЬ ТИПУ ВОЛЬТЕРРА 

Точність результатів моделювання динамічних об’єктів зале-
жить від похибок різних типів: похибки вихідних даних, похибки 
обчислень та похибки моделі, що описує об’єкт. Вплив похибок 
первинних даних на точність результату здійснюється шляхом 
використання та чисельної реалізації математичної моделі. Існу-
ють різні форми динамічних моделей, в тому числі звичайні ди-
ференціальні рівняння, інтегральні рівняння та оператори, пере-
датні функції, рівняння в частинних похідних. Найбільш розпо-
всюдженими динамічними моделями для опису процесів вимірю-
вання є звичайні диференціальні рівняння. Але математичні мо-
делі у вигляді інтегральних рівнянь мають перевагу за рахунок то-
го, що, на відміну від диференціальних рівнянь, включають в себе 
повну постановку задачі разом з початковими (граничними) умо-
вами, допускають однотипний підхід при числовому розв'язку. 

Складовою частиною будь-якого інтегрального рівняння, що 
визначає його основні властивості, є інтегральний оператор. 
Множина задач аналізу динамічних систем призводить до мате-
матичних моделей, що містять лінійний інтегральний оператор 
Вольтерра, нелінійні оператори Вольтерра-Гаммерштейна та опе-
ратори Вольтерра-Урисона. Інтегральними рівняннями Вольтерра 
ІІ роду, як лінійними так i нелінійними, описуються задачі аналізу 
динамічної системи з явно вираженою однонапрямленою зміною 
незалежної змінної, наприклад часу. Характерним прикладом та-
ких задач є системи зі зворотнім зв'язком. 

Аналіз особливостей інтегрального методу математичного 
моделювання динамічних об’єктів свідчить про те, що певні 
переваги динамічних моделей у вигляді інтегральних рівнянь 
та операторів забезпечують позитивні можливості побудови 
ефективних методів та засобів створення, дослідження, проек-
тування та функціонування вимірювальних систем з вбудова-
ними засобами динамічної корекції точності. 

Ключові слова: динамічна модель, інтегральне рівняння, 
інтегральний оператор, інтегральне рівняння Вольтерра, ви-
роджене ядро. 

Вступ. Точність результатів моделювання будь-якого динаміч-

ного об’єкту залежить від таких складових як похибка вихідних да-

них, похибка обчислень та похибка моделі, що описує об’єкт. Всі ці 
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складові обов’язково мають місце на практиці. При цьому вплив по-

хибок первинних даних на точність результату здійснюється шляхом 

використання та чисельної реалізації математичної моделі. Якість 

математичної моделі визначається як її адекватністю, так і її можли-

востями для ефективної чисельної і комп’ютерної реалізації. З цієї 

точки зору значна роль належить вибору форми (виду) моделі. 
Існують різні форми динамічних моделей, в тому числі звичайні 

диференціальні рівняння, інтегральні рівняння та оператори, переда-
тні функції, рівняння в частинних похідних. При цьому майже всі 
вони можуть бути аналітично еквівалентними між собою і застосову-
ватися для опису динаміки конкретного динамічного об’єкту. Тобто 
має місце принцип альтернативності при виборі тої чи іншої форми 
опису задач динаміки. Але слід мати на увазі, що ці моделі, як прави-
ло, не є рівноцінними при чисельній реалізації, оскільки розв’язки 
відповідних рівнянь отримуються різними за своїми властивостями 
чисельними процедурами (алгоритмами). 

Альтернативність вибору динамічної моделі. Найбільш роз-
повсюдженими динамічними моделями для опису процесів вимірю-
вання є звичайні диференціальні рівняння, які в загальному випадку 
мають вигляд: 

 
        

       
1

1 2

, , , , 0,

0 , 0 , , 0 ,

n

n

n

F x u x u x u x

u C u C u C


 

  

 (1) 

де F — деяка функція, що визначає залежність (в загальному випадку 
нелінійну) між незалежною змінною х, шуканою функцією и = и(х) i 
її похідними до n-го порядку включно, C1, …, Cn — відомі значення 
початкових умов. 

На відміну від диференціальних рівнянь, математичні моделі у 
вигляді інтегральних рівнянь включають в себе повну постановку 
задачі разом з початковими (граничними) умовами, допускають од-
нотипний підхід при числовому розв'язку [1; 2]. 

В достатньо загальному (нелінійному) випадку інтегральна мо-
дель може бути представлена у вигляді  

      , , ,

Q

K x y u y dy F x u x , (2) 

де інтеграл береться по області Q, u(x) — шукана функція; функції К 
(ядро) i F — задані. 

Складовою частиною будь-якого інтегрального рівняння, що ви-
значає його основні властивості є інтегральний оператор. Множина 
задач аналізу динамічних систем призводить до математичних моде-
лей, що містять лінійний інтегральний оператор Вольтерра, нелінійні 
оператори Вольтера-Гаммерштейна та оператори Вольтерра-Урисона. 
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Інтегральними рівняннями Вольтерра ІІ роду, як лінійними так i 

нелінійними, описуються задачі аналізу динамічної системи з явно ви-

раженою однонапрямленою зміною незалежної змінної, наприклад часу. 

Характерним прикладом таких задач є системи зі зворотнім зв’язком. 

До рівнянь Вольтерра відносять інтегральні рівняння, що міс-

тять оператор Вольтерра, включаючи в цей клас і різні види неліній-

них рівнянь. До найбільш поширених рівнянь цього типу відносяться 

наведені нижче рівняння [5; 6]. 

Лінійне одномірне (скалярне) рівняння Вольтерра ІІ роду має виг-

ляд 

          , , , .

x

a

y x K x s y s ds f x x a b    (3) 

З різними обмеженнями на ядро рівняння К(х, s) і праву частину f 

(х) пов'язані певні умови існування та єдиності знаходження розв'язку. 

Зокрема, розв'язок існує і єдиний, якщо ядро безперервно всередині і на 

сторонах трикутника, обмеженого прямими s = a, х = b, x = s (при b > а), 

а функція f(х) на проміжку [а, b) має кінцеву кількість точок розриву, 

причому вона може бути і необмеженою, якщо  
b

a

f s ds  має кінцеве 

значення. Ядро задовольняє умові К(х, s) ≡ 0 при s x . Замінюючи в (3) 

інтеграл квадратурною формулою, можна отримати апроксимуючу сис-

тему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно значень шуканої функції у 

фіксованих вузлах з трикутною матрицею коефіцієнтів.  

Рівняння (3) вміщує інтегральний оператор  

      , , ,

x

B

a

A x K x s s ds x s    (4) 

важлива властивість якого полягає в тому, що значення функції 

(х) = АВφ(х) при будь-якому х визначаються значеннями функції φ 

тільки при s ≤ х. Інтегральні оператори, що характеризуються цією 

властивістю, в тому числі і нелінійні, називаються операторами Во-

льтерра і широко застосовуються при описі процесів з післядією. Да-

на властивість інтегрального оператора дозволяє застосовувати прий-

ом розв'язання рівняння (3), що полягає в тому, що розв'язок може 

бути побудовано тільки на частинах проміжку [а, b), наприклад, на 

деякому інтервалі a ≤ x ≤ x1, користуючись виразом  

           
1

1

, ,

x x

a x

y x K x s y s ds f x K x s y s ds
 

   
  
  . 
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Важливим для практики числового розв'язку є випадок виро-
дженого ядра (ядра, що розділяється): 

      
1

,
m

i i

i

K x s x s 


 , (5) 

де i(x), i(s) — відомі функції однієї змінної, якому відповідає рів-
няння 

          
1

xm

i i

i a

y x x s y s ds f x 


   . (6) 

Розповсюдженим на практиці є рівняння Вольтерра ІІ роду типу 
згортки (одностороннє): 

          , 0,

x

o

y x K x s y s ds f x x     ,  (7) 

або рівняння Вольтерра ІІ роду типу згортки (двохстороннє) 

          , , .

x

y x K x s y s ds f x x



       (8) 

Рівняння Вольтерра ІІ роду з оператором Гаммерштейна (рів-
няння Вольтерра-Гаммерштейна):  

          , , , ,

x

a

y x K x s F s y s ds f x x a b     . (9) 

Рівняння Вольтерра-Гаммерштейна ІІ роду типу згортки:  

         
0

, , 0,

x

y x K x s F s y s ds f x x       , 

або 

          , , ,

x

y x K x s F s y s ds f x x



         (10) 

Рівняння Вольтерра ІІ роду з оператором Урисона (рівняння Во-
льтерра-Урисона):  

        , , , ,

x

a

y x K x s y s ds f x x a b     . (11) 

Базовою формою математичної моделі процесів динамічної ко-
рекції є інтегральні рівняння Вольтерра І роду. 

Лінійне одномірне інтегральне рівняння Вольтерра I роду має 
вигляд 

        , , ,

x

a

Ay K x s y s ds f x x a b   . (12) 
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Важливий і широко розповсюджений в додатках різновид рів-
нянь (12) — рівняння типу згортки, в тому числі рівняння вигляду 
(двостороннє):  

       ,
x

K x s y s ds f x x



      , (13) 

а також (односторонні): 

        
0

, 0,

x

K x s y s ds f x x b   . (14) 

Рівняння Вольтерра І роду з оператором Гаммерштейна (рівнян-
ня Вольтера-Гаммерштейна I роду): 

        , , , , .

x

a

K x s F s y s ds f x x a b     (15) 

Рівняння Вольтерра-Гаммерштейна І роду типу згортки двосто-
роннє: 

      , ,

x

K x s F s y s ds f x x



        , (16) 

або одностороннє (на піввісі) 

        
0

, , 0, .

x

K x s F s y s ds f x x b      (17) 

Нелінійне рівняння Вольтерра І роду (рівняння Вольтерра-
Урисона I роду):  

      , , , , .

x

a

K x s y s ds f x x a b     (18) 

Інтегральні оператори. Визначальною складовою частиною будь-
якого інтегрального або інтегро-диференціального рівняння є інтеграль-
ний оператор. Завдяки широкому застосуванню на практиці поняття ва-
гової (апаратної) функції, лінійні інтегральні оператори мають і велике 
самостійне значення як явні моделі лінійних динамічних об'єктів. Нелі-
нійні інтегральні оператори, природно, представляють собою моделі 
нелінійних об'єктів, хоча задача формування цього виду моделей значно 
складніша лінійного випадку [3;4]. Зазначимо коротко деякі основні ві-
домості про інтегральні оператори, що являють собою найбільш розпо-
всюджений вид динамічних макромоделей. 

Інтегральне перетворення  

      
0

, ,

T

t

u t K t s s ds   (19) 
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в якому    0 ,t C t T  , а ядро К(t, s) — задана функція, що належить 

області (квадрату)  0 ,P t t s T  , є інтегральним оператором Фред-

гольма, окремим випадком якого є оператор Вольтерра 

      
0

,

t

t

u t K t s Y s ds  . (20) 

Поняття безперервності лінійної системи в повній мірі узгоджуєть-
ся з поняттям безперервності інтегрального оператора, що її описує.  

Якщо в інтегральному операторі ядро  ,K t s  в області 

 0 ,P t t s T   задовольняє умові 

  
0 0

2 2
,

T T

t t

K t s dtds B    , (21) 

тоді інтеграл (19) існує для довільної функції    2 0 ,t L t T  . 

Для дослідження асимптотичних властивостей динамічних мо-
делей, з'ясування умов збіжності та стійкості наближених, в тому 
числі числових методів аналізу, важливим і досить складним є пи-
тання визначення норм інтегральних операторів. У таких випадках 
часто використовують оцінки норм. 

Лінійність моделі (18) показується завдяки властивій їй адитив-
ності: 

             
0 0 0

1 2 1 2, , ,

T T T

t t t

K t s s s ds K t s s ds K t s s ds          , 

та властивості однорідності 

       
0 0

, ,

T T

t t

K t s s ds K t s s ds    . 

Інтегральний оператор безпосередньо відповідає розповсюдже-
ній моделі «вхід-вихід» як опису зв'язку вхідних i вихідних сигналів 
динамічної системи. Необхідність в такому описі з'являється при роз-
гляданні поведінки як окремих блоків об'єкта так i всього об'єкта в 
цілому. Математичні моделі «вхід-вихід» по суті представляють со-
бою макромоделі і отримуються експериментально. 

Висновки. Таким чином, аналіз особливостей інтегрального ме-
тоду математичного моделювання динамічних об’єктів свідчить про 
те, що певні переваги динамічних моделей у вигляді інтегральних 
рівнянь та операторів забезпечують позитивні можливості побудови 
ефективних методів та засобів створення, дослідження, проектування 
та функціонування вимірювальних систем з вбудованими засобами 
динамічної корекції точності. 
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PROPERTIES OF INTEGRAL DYNAMIC MODELS IN THE FORM 
OF OPERATORS AND EQUATIONS OF THE VOLTERRA TYPE 

Accuracy of dynamic object modeling results depends on the errors of dif-
ferent types: source data errors, calculation errors and model error. Errors of the 
primary data influence the accuracy of the result through the use and numerical 
implementation of the mathematical model. There are various forms of dynam-
ic models, including ordinary differential equations, integral equations and op-
erators, transfer functions, partial differential equations. The most common dy-
namic models for describing measurement processes are ordinary differential 
equations. But mathematical models in the form of integral equations have the 
advantage over them because, unlike differential equations, include the com-
plete formulation of the problem together with the initial (boundary) conditions, 
they allow a one-size-fits-all approach to numerical solutions. 

An integral operator is an integral part of any integral equation that defines 
its basic properties. Many dynamical systems analysis problems result in mathe-
matical models containing a linear integral Volterra operator, nonlinear Vol-
terra-Hammerstein operators and Volterra-Urison operators. Volterra II-type in-
tegral equations, both linear and nonlinear, describe the problems of analyzing 
a dynamic system with a pronounced unidirectional change in an independent 
variable, such as time. A typical example of such tasks is feedback systems. 

The analysis of the peculiarities of the integral method of mathematical 
modeling of dynamic objects shows that certain advantages of dynamic models 
in the form of integral equations and operators provide positive possibilities for 
constructing effective methods and means of creation, research, design and op-
eration of measurement systems with integrated means of dynamic correction. 

Key words: dynamic model, integral equation, integral operator, 
Volterra integral equation, degenerate nucleus. 

Отримано: 9.08.2019 
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ЛОГІЧНИХ ЗАДАЧ  
НА ОСНОВІ МАШИННОГО НАВЧАННЯ 

У статті запропоновано спосіб розв’язання логічних за-
дач-головоломок на основі машинного навчання. Спосіб розрахо-
вано на попередню формалізацію задач у вигляді опису властиво-
стей та відношень між ними. Оскільки кожна властивість має 
множину можливих значень, розв’язання задачі методами пере-
бору має комбінаторну складність. При великій кількості власти-
востей та їх значень час розв’язання стрімко зростає. 

В останні роки окремим напрямом досліджень з машинно-
го навчання стало розв’язання логічних задач такого типу. Од-
нак існуючі рішення цього напряму мають ряд недоліків, на-
самперед вони не завжди гарантують коректне розв’язання. 

У роботі представлено спеціальну мережу зв’язків для на-
вчання розв’язанню логічних задач, а також їх формалізацію 
для представлення цій мережі. Мережа містить обчислювальні 
вузли, які відображають відношення між властивостями, та ву-
зли вхідних шарів, які задають значення цих відношень. 

Розв’язання кожної задачі відбувається шляхом автоматично-
го створення мережі зв’язків з її подальшим навчанням до отри-
мання розв’язку. Приведено геометричну інтерпретацію n-мірної 
мережі зв’язків та її (n – 1)-мірних шарів. Наведено формалізацію 
представлення навчальної вибірки та алгоритм навчання. Пред-
ставлено механізм розв’язання логічних комбінаторних задач. 

Наведено приклади задач, які є традиційними тестами в 
системах логічного програмування та продукційних (експерт-
них) системах, а також задач з ресурсу bAbI таких класів: two 
supporting facts, two arguments relations, positional reasoning. 

Експериментально доведено ефективність запропоновано-
го способу.  

Визначено перспективи подальших досліджень, які по-
в’язані зі створенням лексико-синтаксичного аналізатора для 
автоматичного представлення властивостей, їх значень та від-
ношень між ними. 

Запропонований спосіб є універсальним і не залежить від 
характеристик поточної задачі, таких як кількості властивос-
тей та їх значень. 

Ключові слова: логічні головоломки, машинне навчання. 
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Вступ. В сучасних прикладних програмних системах часто виникає 
необхідність у розв’язанні логічних задач. Різновидом таких задач є за-
дача підбору значень властивостей на основі опису об’єктів і зв’язків 
між ними. В таких задачах кожен об’єкт має набір властивостей. Кожна 
властивість має множину можливих значень. Задача полягає у визначен-
ні такої комбінації значень властивостей всіх об’єктів, що не суперечать 
заданим умовам. Прикладами таких задач є створення розкладів, логіс-
тика, розподіл ресурсів. Як правило, алгоритми розв’язання мають ком-
бінаторну складність, завдяки перебору значень аргументів задач. Зі збі-
льшенням кількості аргументів на порядки зростає час розв’язання. Зі 
стрімким розвитком нейронних мереж з’явилися дослідження з 
розв’язання цих задач на основі машинного навчання. Однак існуючі 
рішення цього напряму мають ряд недоліків, насамперед вони не завжди 
гарантують коректне розв’язання. Тому задача автоматичного розв’яза-
ння логічних задач на основі машинного навчання є актуальною. 

Аналіз останніх досліджень. Розв’язання комбінаторних логіч-
них задач відноситься до одного з історично перших напрямів штуч-
ного інтелекту. Для їх розв’язання були створені спеціальні механіз-
ми. Одним з найбільш відомих механізмів логічного висновування є 
Prolog. Для перевірки ефективності його реалізації використовуються 
тестові задачі (benchmarks), якими є саме логічні задачі зазначеного 
типу. Колекції таких задач представлено на ресурсах [1, 2].  

Інший підхід представлено в роботі [3]. Автор запропонував пред-
ставлення логічної задачі у вигляді набору булевих виразів. На їх основі 
будуються і заповнюються таблиці властивостей. Однак метод не дозволяє 
реалізовувати складні відношення значень властивостей логічної задачі.  

У роботі [4] задача представляється таблицею зв’язків між зна-
ченнями властивостей. Автори запропонували універсальний алго-
ритм розв’язання логічних задач на основі розрахунків сум існуючих 
значень таких зв’язків. Однак цей метод враховує лише наявність 
зв’язку між атрибутами і не дозволяє призначити додаткові умови.  

Сучасною тенденцією досліджень зі штучного інтелекту є спро-
би розв’язання таких задач на основі машинного навчання. В роботі 
[5] було представлено систему Sherlock, яка вирішує логічні задачі на 
основі парадигми об’єднання індуктивного навчання і логічного про-
грамування. Для спрощення логічного висновування як правило за-
дача формалізується в представлення, пристосоване для комп’ю-
терної обробки. В цій роботі задача представляється за допомогою 
запропонованої авторами мови з синтаксисом, схожим на Prolog. Од-
ним з недоліків даної системи є залежність від умов задачі. 

В роботі [6] наведено результати розв’язання логічних задач 
проекту bAbI [1] за допомогою нейронних мереж. Однак для деяких 
різновидів задач відсоток коректних відповідей є досить низьким, 
зокрема для задач Counting, Lists/Sets, Positional Reasoning, Path Find. 
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Тому необхідно розробити універсальний механізм автоматич-
ного розв’язання логічних задач на основі машинного навчання. 

Мета і задачі. Метою роботи є створення обчислювальної стру-
ктури, яка розв’язує логічні задачі на основі навчання за їх формалі-
зованим описом. Для виконання даної мети необхідно було вирішити 
такі завдання: 

1. Виконати формалізацію логічних комбінаторних задач. 
2. Розробити спеціальну мережу для навчання розв’язанню логічних 

задач. 
3. Розробити алгоритм навчання. 
4. Провести обчислювальні експерименти на тестових задачах. 

Формалізація логічної задачі. Логічна задача складається з на-
бору властивостей, кожна з яких має набір можливих значень. Нехай 
задача складається з n властивостей, кожна з яких має m значень. На-
приклад, для задачі Ейнштейна: n = 6 (номер будинку, його колір, 
національність мешканця, його улюблені напій, цигарки та тварина), 
m = 5 для всіх властивостей (номери будинків — 1, 2, 3, 4, 5; кольори 
будинків — білий, жовтий, зелений, червоний, синій; національнос-
ті — англієць, данець, німець, норвежець, швед; напої — вода, кава, 
молоко, пиво, чай; цигарки — Dunhill, Marlboro, Pall-Mall, Philip 
Morris, Rothmans; тварини — кішка, кінь, пташка, риба, собака). 

Таким чином, кожну властивість iP  (property) можна представи-

ти множиною її значень 
j

iv  (value): 

 ji iP v , 

де iP  — і-та властивість, 1..i n , 
j

iv  — значення j властивості i, 

1..i n , 1..j m . 

Для задачі Ейнштейна: 1P  — номер будинку, 2P  — колір будин-

ку, … , 6P  — тварина. Наприклад, 3P  ={англієць, данець, німець, 

норвежець, швед}. 
Кожна k-та можлива комбінація значень властивостей Ck (combi-

nation), матиме вид: 

  1 2
, ,...,

n
k k k kC x x x , (1) 

де k — номер поточної комбінації, 
k
iv  — можливе значення i-ї влас-

тивості, 
k
i iv P . 

Наприклад, 1C  = (1, білий, англієць, вода, Dunhill, кішка),  

2C  = (1, білий, англієць, вода, Dunhill, кінь), та інші.  

Максимальна кількість комбінацій без урахування додаткових 

умов: 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

124 

 
n

q m , (2) 

де n — кількість властивостей задачі, m — кількість значень власти-

востей задачі 

Рішенням задачі буде множина комбінацій, що не суперечать 

всім умовам задачі: 

  1 2, , , oS C C C , (3) 

де o — кількість коректних комбінацій значень властивостей, o q . 

Для вирішення задачі використовуються умови відношень між 

двома значеннями властивостей: 

 1 2

1 2

j j

i i
v rel v  (4) 

де 1

1

j
iv  — значення 1j  властивості 1i , 1 1..j m , 1 1..i n , 2

2

j
iv  — зна-

чення 2j  властивості 2i , 2 1..j m , 2 1..i n , rel  — визначене 

відношення між властивостями з зазначеними значеннями. 

При формалізації задачі всі зв’язки предметної області зводяться до 

тверджень про наявність/відсутність відповідного зв’язку, що позначає-

ться є / не є . Наприклад: 1 є  білий, 2 не є зелений. 

Обчислювальна структура розв'язання логічних задач. Для 

розв’язання логічних задач було розроблено спеціальну структуру — 

мережу зв’язків. Мережа представляє собою n-мірну «решітку» вуз-

лів. Розмірність мережі n дорівнює кількості властивостей задачі.  

Приклад мережі в початковому стані для 2-х властивостей, 

кожна з яких має по 3 значення, зображено на рисунку 1. Цей при-

клад відображає частину задачі Ейнштейна для трьох будинків з 

номерами: 1, 2, 3, та можливими кольорами: синім, червоним, зе-

леним. 

Вхідним шаром мережі зв’язків є вузли, які представляють со-

бою значення властивостей задачі. На рисунку 1 властивість «номер 

будинку» зі значеннями 1, 2, 3 представляється вузлами 
1
1v –

3
1v  відпо-

відно, а властивість «колір будинку» зі значеннями синій, червоний, 

зелений — вузлами 
1
2v –

3
2v .  

Після визначення вхідних шарів необхідно побудувати внутріш-

ню структуру мережі, яка містить обчислювальні вузли. 

Кожен обчислювальний вузол фактично представляє Ck комбі-

націю значень всіх властивостей (2). Загальна кількість вузлів складає 

q (3). На кожному етапі обчислювальний вузол містить власне зна-

чення Nv (Node value), отримане при ініціалізації, або внаслідок нав-

чання. Вузол може приймати значення 1, тобто комбінація Ck можли-

ва, або 0 — комбінація неможлива. 
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Рис. 1. Приклад мережі зв’язків 

Приклад наведено для двомірної мережі зв’язків для наочності 
графічного представлення. Але принципи побудови можна розпо-
всюдити на n-мірну мережу.  

В алгоритмі використовується поняття (n – 1)-мірного шару. Та-
кий шар представляє деякий зріз з фіксованим значенням однієї влас-
тивості. В наведеному прикладі (n – 1)-мірним шаром для фіксовано-

го значення 
2
1v  буде набір вузлів зі значеннями Nv4, Nv5, Nv6, для 

1
2v  — зі значеннями Nv1, Nv4, Nv7. Виходячи з геометричних предста-

влень (n – 1)-мірний шар мережі при: 

1) n = 2, є рядком або стовбцем; 
2) n = 3, є площиною; 
3) n = 4, є паралелепіпедом. 

Запропонована мережа може мати будь-яку розмірність, однак 
для випадків n > 3 це важко інтерпретувати геометрично. 

Для отримання розв’язку задачі побудована мережа повинна 
пройти навчання.  

Навчання мережі зв’язків. Навчання полягає у встановленні 
значень Nv для всіх вузлів мережі. Критерієм закінчення навчання є 
відсутність змін значень Nv всіх вузлів по відношенню до поперед-
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ньої епохи. Епохою вважається представлення мережі всіх навчаль-
них прикладів з подальшим уточненням значень вузлів. Навчальним 
прикладом є відношення між значеннями двох властивостей (4). 

Представлення прикладу полягає в послідовному перерахунку 
значень всіх вузлів мережі. Перерахунок значення поточного вузла 
здійснюється за таким алгоритмом: 

1. Визначення кількості збігів значень властивостей в поточній ком-
бінації Ck з поточним прикладом. 

2. Оновлення значення вузла: 
'

( , )v vN N F S R  , 

де 
'
vN  — нове значення вузла, vN  — значення, встановлене після 

представлення попереднього прикладу, S — кількість збігів значень 

властивостей, R — відношення між значеннями властивостей, 

( , )F S R  — функція, яка залежить від кількості збігів значень власти-

востей і визначається в таблиці 1. 

Таблиця 1 

Значення функції оновлення 

Вхідні параметри Значення функції 

R S F 

є  0 1 

є  1 0 

є  2 1 

не є
 

0 1 

не є
 

1 1 

не є
 

2 0 
 

Після представлення всіх прикладів здійснюється уточнення 

значень мережі за таким алгоритмом: 

1. Виокремлення всіх можливих (n – 1)-мірних шарів. 

2. Обчислення суми встановлених значень всіх вузлів поточного s-го 

шару Sls (Sum of layer). 

3. Оновлення значень за схемою: 

3.1. Якщо сума Sl=1 — формується додаткова навчальна вибірка 

зі всіх відношень «є», які відображають поточний вузол: 

, 1.. , 1.. ,
ji

k kx є x i n j n i j   , 

де k — номер поточного вузла, n — кількість властивостей задачі. 

Після цього здійснюється представлення всіх цих прикладів за 

вищеописаним алгоритмом. 
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3.2. Якщо 1Sl   — здійснюється обробка наступного (s + 1)-го 

шару поточного вузла.  

4. Перевірка закінчення алгоритму уточнення: 

4.1. Якщо є необроблені шари поточного вузла, здійснюється об-

робка наступного шару — повернення до пункту 2 поточного 

алгоритму. 

4.2. Якщо всі шари поточного вузла оброблено, здійснюється пе-

рехід до обробки наступного вузла — повернення до пункту 1. 

Навчання відбувається за схемою: 

1. Ініціалізація вузлів мережі: в кожному вузлі встановлюється зна-

чення 1. 

2. Навчання за поточною епохою: представлення всіх навчальних 

прикладів з подальшим уточненням мережі за кожним з них. 

3. Перевірка закінчення навчання: якщо умова закінчення навчання 

не виконується — перехід до наступної епохи. В іншому випад-

ку — отримання розв’язку задачі у вигляді (5). 

Обчислювальні експерименти. Для апробації запропонованого 

алгоритму було використано представлення n-мірної мережі зв’язків 

у вигляді одновимірного масиву. Представлення n-мірності організо-

вано за допомогою вирахування індексів. 

На рисунку 2 наведено фрагмент інтерфейсу програмної системи 

з формалізацією задачі Ейнштейна за властивостями та їх значеннями. 

 
Рис. 2. Формалізація задачі Ейнштейна 
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Навчальна вибірка для задачі Ейнштейна представлена на рисунку 3. 

 
Рис. 3. Навчальна вибірка для задачі Ейнштейна 

Розв’язок задачі представлено на рисунку 4. 

 
Рис. 4. Розв’язок задачі Ейнштейна 

У випадку, якщо задача має декілька розв’язків, система видає 

рішення як перелік коректних комбінацій значень параметрів Ck. Та-

кий приклад з варіантами розв’язання задачі Ейнштейна при вида-

ленні першої умови наведено на рисунку 5. 

 

Рис. 5. Можливі комбінації для задачі Ейнштейна  
з неповною навчальною вибіркою 
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Розроблене програмне забезпечення реалізовано на платформі 

.Net Framework 4.6, мовою C#. Тестування та апробація системи від-

бувалися під керуванням операційної системи Windows 10 x64. 

Для експериментів було обрано задачі, які є традиційними тес-

тами в системах логічного програмування та продукційних системах: 

задача Ейнштейна, розміщення за столом. Крім того, було розв’язано 

задачі з ресурсу bAbI [1] таких класів: two supporting facts, two argu-

ments relations, positional reasoning. 

В таблицю 2 зведено інформацію з тестових задач, а також хара-

ктеристики їх розв’язання.  

Таблиця 2 

Результати обчислювальних експериментів 

№ 
Назва  

задачі 

Параметри задачі 
Час 

розв’я-

зання, с 

Кіль-

кість 

епох 

Кількість 

коректних 

комбіна- 

цій o 

Кількість 

власти-

востей n 

Кількість 

значень 

m 

1 Задача Ейнштейна 6 5 5.71 6 5 

2 Розміщення за столом 3 4 1.12 3 4 

3 Розміщення за столом 4 3 1.53 3 3 

4 bAbI, two supporting facts 2 3 0.76 3 3 

5 
bAbI, two arguments 

relations 
2 3 0.83 3 3 

6 bAbI, positional reasoning 3 4 1.78 4 4 
 

Таким чином, представлено механізм розв’язання логічних ком-

бінаторних задач. Розв’язання кожної задачі відбувається шляхом 

автоматичного створення мережі зв’язків з її подальшим навчанням 

до отримання розв’язку. 

Висновки. 

1. Розроблено формалізацію логічних комбінаторних задач як набо-

ру властивостей та їх значень. 

2. Розроблено представлення задачі у вигляді мережі зв’язків для 

навчання розв’язанню логічних задач. 

3. Розроблено алгоритм навчання. 

4. Експериментально доведено ефективність запропонованого способу. 

Перспективою подальших досліджень є створення системи з ле-

ксико-синтаксичним аналізатором для автоматичного представлення 

властивостей, їх значень та відношень між ними. 
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LOGICAL PUZZLES SOLVING BASED  
ON MACHINE LEARNING 

The article proposes a method of solving logical puzzles on the basis of 
machine learning. The method is designed for the preliminary formalization of 
tasks in the form of description of properties and relations between them. Be-
cause each property has a set of possible values, the solution of the puzzle by 
the methods of search has a combinatorial complexity. With a large number of 
properties and their values, the time of the solving is rapidly increasing. 

In recent years, a separate area of research in machine learning has 
been the solution to logical tasks of this type. However, existing solutions 
to this area have a number of shortcomings, first and foremost, they do not 
always guarantee a correct solution. 

The paper presents a special network of connections for learning the 
solution of logical puzzles, as well as their formalization for the representa-
tion of this network. The network contains computing nodes that represent 
the relationship between properties, and the nodes of the input layers that 
specify the values of these relationships. 

Every task is solved by automatically creating a network of links with 
its further training until the solution is obtained. The geometric interpreta-
tion of the n-dimensional network of bonds and its (n-1) -dimensional lay-
ers is given. The formalization of the presentation of the study sample and 
the learning algorithm are presented. The mechanism of solving logical 
combinatorial problems is presented. 

The article presents examples of tasks that are traditional tests in sys-
tems of logical programming and production (expert) systems, as well as 
tasks from the resource bAbI of such classes: two supporting facts, two ar-
gument relations, positional reasoning. 

The efficiency of the proposed method has been experimentally proved. 
The prospects of further researches, which are connected with the crea-

tion of a lexical-syntactic analyzer for automatic representation of proper-
ties, their values and relations between them, are determined. 

The proposed method is universal and does not depend on the characteris-
tics of the current task, such as the number of properties and their values. 

Key words: logical puzzles, machine learning. 

Отримано: 13.08.2019 
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ЧИСЕЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ ДИНАМІЧНИХ 
МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВІ МЕТОДУ ВИРОДЖЕНИХ ЯДЕР 

Використання математичних моделей динамічних об’єктів у 
вигляді інтегральних рівнянь типу Вольтерри дозволяє ефективно 

розв’язувати широкий клас теоретичних та практичних дослідни-
цьких задач. Традиційним підходом щодо розв’язання цих рів-

нянь є застосування квадратурних алгоритмів різного порядку то-
чності, яка залежить від вигляду ядра Вольтерри та кроку дискре-

тизації, що часто призводить до значної кількості обчислюваль-
них операцій та труднощів програмної реалізації в загальному ви-

падку. Перспективним є використання алгоритмів методу виро-
джених ядер для розв’язання рівнянь Вольтерри ІІ роду, які ма-

ють суттєву перевагу за обсягом обчислювальних операцій по ві-

дношенню до традиційних алгоритмів прямого методу квадратур. 
Розглянуто алгоритми побудови резольвенти, що дозволяє забез-

печити ефективність резольвентного методу розв’язування рів-
нянь даного класу. Задача застосування даного методу до розв’я-

зування рівнянь Вольтерри (або рівнянь іншого типу) призводить 
до отримання низки нових чисельних алгоритмів, властивості 

яких повинні бути дослідженими. Практична цінність алгоритмів, 
що розробляються, полягає у можливості створення на їх основі 

відповідних програмних засобів, які не містяться у існуючих се-
рійних пакетах комп’ютерного моделювання. При цьому 

з’являється можливість порівнювати отримані алгоритми з відо-
мими квадратурними алгоритмами за швидкодією, як найбільш 

важливому показнику для динамічних моделей систем керування. 

Ключові слова: інтегральне рівняння Вольтерри ІІ роду, 

квадратурний метод, метод вироджених ядер, резольвента.  

Вступ. Традиційним призначенням методу вироджених ядер є 

розв’язок лінійних інтегральних рівнянь типу Фредгольма ІІ роду. 

Тому задача застосування даного методу до розв’язування рівнянь 

Вольтерри (або рівнянь іншого типу) приводить до отримання низки 

нових чисельних алгоритмів, властивості яких повинні бути дослі-

дженими. При цьому з’являється можливість порівнювати отримані 

алгоритми з відомими квадратурними алгоритмами за швидкодією, 

© Д. А. Верлань, В. В. Понеділок, 2019 
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як найбільш важливому показнику для динамічних моделей систем 

керування [1]. 

Практична цінність алгоритмів, що розробляються, полягає у мож-

ливості створення на їх основі відповідних програмних засобів, які не 

містяться у існуючих серійних пакетах комп’ютерного моделювання. 

Основна частина. При чисельній реалізації інтегрального рів-

няння Вольтерри II роду 

        ,

x

a

x K x s s ds f x    (1) 

перехід до дискретних обчислювальних схем здійснюються за допо-

могою виразу 

        , .

i
x

i i i

a

x K x s s ds f x    (2) 

Беручи значення ix  в якості вузлів квадратурної формули і за-

мінюючи інтеграл скінченною сумою, отримаємо систему алгебраїч-

них рівнянь [2–5] 

        
1

, ,
i

i j i j j i

j

x A K x x x f x 


   (3) 

де ,jx j h   h  — крок квадратури,  ix  — наближені значення 

функції  ix  в вузлах ix . Для побудови ефективного алгоритму 

доцільно отримати рекурентний вираз, користуючись тим, що це мо-

жна зробити саме для рівнянь Вольтерри, на відміну від рівнянь 

Фредгольма. Застосовуючи, наприклад, формулу трапецій можна за-

писати наступні розрахункові вирази: 

для змінного кроку (загальний випадок): 

   1 1 ,x f x   
     

 

2
2 2 1 1

2
2

2 2

,
2

,

1 ,
2

h
f x K x x x

x
h

K x x





 
  

 




 

 

         

 

1
12

1 1

2

, ,
2 2

,

1 ,
2

i
j j

i i i j j

j

i
i

i i

h hh
f x K x x x K x x x

x
h

K x x

 








 
    

 
 






 (4) 

де 3, 4,...,i n ; 1j j jh x x   ; для постійного кроку (h = const): 
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   1 1 ,x f x   

  

         

 

1

1 1

2

, ,
2

.

1 ,
2

i

i i i j j

j

i

i i

h
f x K x x x h K x x x

x
h

K x x

 







 
    

 
 






 (5) 

Слід відзначити, що при використанні традиційного розрахунково-

го виразу (5) час обчислення шуканої функції залежить від кількості 

кроків дискретизації, збільшення яких призводить до збільшення кілько-

сті обчислювальних операцій. Розрахунковий вираз, отриманий у випад-

ку ядра, що розділяється, із застосуванням формули трапецій, має ви-

гляд: при змінному кроці дискретизації (загальний випадок): 

   1 1
,x f x 
 

 

       

   

2
2 2 1 1

1
2

2
1 1

1

2
,

1
2

m

l l

l

m

l l

l

h
f x a x x x

x
h

a x x

 









  



 





  

 

             

   

1
12

1 1

1 1 2

1

2 2
,

1
2

i

m m i
j j

i l i l l i l j j

l l j

m
i

l i l i

l

x

h hh
f x x x x x x x

h
x x



     

 




  






  



 

  



 (6) 

де 3, 4,...,i n ; 1j j jh x x   ; при постійному кроці дискретизації 

 h Const : 

   0 0 ,f   

  

       

 

1

1 1
,

1 0
2

m i

i l i j l j j

l j

i

f x h x A x x

x
h

K

  





 

  





 
 (7) 

де 2,3,...,i n ;
0,5, при 1,

1, при 1.j

j
A

j


 


 

Аналогічно можуть бути отримані розрахункові вирази для роз-

в'язання систем інтегральних рівнянь Вольтерри II роду. 

Приклад 1. Розв'язується інтегральне рівняння Вольтерри II роду  
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    
0

3 3

i
x

x x s
x x s ds 


      (8) 

в інтервалі від 0 до 0,4 з кроком дискретизації 0, 02h  . Використо-

вуючи традиційний алгоритм (5), отримуємо співвідношення віднос-

но ( )T ix  

   0 0 ,T   

  

 
1

1

3 3

,

1
2

i ji

i
x xx

i j n j

j

T i

x h A x

x
h










  






 (9) 

а при використанні властивостей виродженості ядра модифіковане 

розрахункове співвідношення маємо відносно ( )M ix  

   0 0 ,M   

  

 
1

1

3 3

.

1
2

ji

i
xx

i j m j

j

M i

x h A x

x
h










  
    

    


 
 

 


 (10) 

У таблиці 1. представлені результати обчислень за розрахунко-

вими співвідношеннями (9) і (10), а також точний розв'язок 0 ( )ix . 

Як видно з таблиці 1. по точності обидва алгоритми збігаються; по-

хибка отриманого розв’язку не перевищує 0,0008. 

Таблиця 1 

Результати дослідження для прикладу 1 

i
x   T i

x   0 i
x  

   0

( )

T i i

x

x x



 



 
  M i

x     0
( )

T i i
x x x     

0 0,0000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,02 0,0202 0,02024 0,00004 0,02024 0,00004 

0,04 0,0409 0,04097 0,00007 0,04097 0,00007 

0,06 0,0622 0,06221 0,00001 0,06221 0,00001 

0,08 0,0839 0,08395 0,00005 0,08395 0,00005 

0,1 0,1062 0,10622 0,00002 0,10622 0,00002 

0,12 0,1290 0,12902 0,00002 0,12902 0,00002 

0,14 0,1523 0,15237 0,00007 0,15237 0,00007 

0,16 0,1762 0,17628 0,00008 0,17628 0,00008 

0,18 0,2007 0,20076 0,00006 0,20076 0,00006 
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Час розв'язання за алгоритмом (9) при кроці h = 0,02 становить 
0,08 секунди, а за алгоритмом (10) — становить 0,06 секунди, тобто 
алгоритми, отримані на основі використання роздільності ядра є 
більш швидкодіючими, ніж традиційні алгоритми. 

Резольвентний метод. Резольвента. Загальною аналітичною фо-
рмою розв’язання рівняння Вольтерри II роду є вираз [4, 6] 

 ( ) ( ) ( , ) ( ) ,

x

a

y x f x R x s f s ds    (11) 

де функція R(x,s) є резольвентою (резольвентним або розв’язуючим 
ядром). 

Ітеровані ядра. Резольвента рівняння (11) визначається виразом 

 1

0

( , ) ( , )n

n

R x s K x s






  , (12) 

де ( , )nK x s  — ітеровані (повторні) ядра, які визначаються рекурент-

ними співвідношеннями 

1( , ) ( , ),K x s K x s  

 1( , ) ( , ) ( , ) , 1, 2,3,... .

x

n n

s

K x s K x t K t s dt n    (13) 

Визначення резольвенти і чисельна або аналітична реалізація 
виразу (12) означає, по суті, операцію обернення оператора об'єкта, 
що моделюється, представленого лівою частиною рівняння (11). Крім 
того, такий підхід до пошуку розв’язку відкриває можливості отри-
мання ряду нових чисельних алгоритмів моделювання, що реалізують 
явне подання оберненого оператора задачі. 

Приклад 2. Техніку дій з ітерованими ядрами можна проілюстру-

вати на прикладі визначення резольвенти ядра    1, ,
x s

K x s K x s e


  . 

Згідно (13) 

   2 ,

x x
x z z s x s x s

s s

K x s e e dz e dz e x s
   

     , 

   
2

3

( )
,

2

x
x z z s x s

s

x s
K x s e e z s dz e

   
   , 

 
3

2
4

1 ( )
, ( ) ,

2 3!

x
x z z s x s

s

x s
K x s e e z s dz e

   
    

або в загальному вигляді  

 1

( )
, ,       0,1  , 2

!

n
x s

n

x s
K x s e n

n





    . 
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Тепер за виразом (12) можна знайти 

     2

1

0 0

( )
, ,

!

n
x sx s x s x s

n

n n

x s
R x s K x s e e e e

n

 
  



 


     . 

Рівняння відносно резольвенти. Для резольвенти може бути 

отримано інтегральне рівняння, яке її визначає: 

        , , , , .

x

s

R x s K x s K x t R s t dt    (14) 

Структура отриманого рівняння (14) збігається зі структурою рів-

няння (12), яке розв’язується, причому вихідною інформацією, що поро-

джує резольвенту, є задане ядро K(x,s). Використання резольвенти вияв-

ляється виключно корисним при якісному аналізі задач і виконанні різ-

ного роду еквівалентних і спрощуючих перетворень. Можливі також 

випадки, коли головною задачею дослідження є саме знаходження резо-

львенти, тобто аналітичного або чисельного розв’язку рівняння (14), що 

має значний практичний сенс. Велике значення має знаходження резоль-

венти в задачах, які доводиться розв’язувати багато разів при різних ва-

ріантах правої частини f(х) і при одному і тому ж ядрі. Наявність виразу 

для резольвенти у багатьох випадках дозволяє отримати розв’язок вихі-

дного рівняння в аналітичному вигляді. 

Метод виродженої резольвенти. Розглянемо інтегральне рів-

няння 

 

0

( ) ( ) ( , s) ( )

x

y x f x K x f s ds    (15) 

Введемо поняття виродженої резольвенти 

 
1

( , ) ( ) ( )
m

Ri Ri

i

R x s x s 


 , (16) 

тоді рівняння (11) матиме вигляд 

 
10

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x m

Ri Ri

i

y x f x x s f s ds 


    (17) 

або 

 
1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

xm

Ri Ri

i

y x f x x s f s ds 


   . (18) 

Таким чином, при розв’язанні інтегрального рівняння немає не-

обхідності знаходити інтеграл від функції двох змінних, а лише інте-

грал від функцій однієї змінної. При чисельній реалізації методу ви-

родженої резольвенти маємо співвідношення m n  ( n - кількість 
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дискретизуючих алгебраїчних рівнянь для методу квадратур), тобто 

маємо відповідне скорочення кількості операцій при задіянні методу 

виродженої резольвенти. 

Є два наступні способи отримання виродженої резольвенти за 

допомогою методу ітерованих ядер [7–10]. 

Перший спосіб. Апроксимуємо вхідне ядро інтегрального рів-

няння (15) ( , )K x s =
1

1

( ) ( )

m

i i

i

x s 


 , а потім застосується метод ітеро-

ваних ядер до виродженого ядра. У такому випадку маємо: 

 

1 2

1 2

1

1 1

1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n

x m m

n i i K j K j

i js

xm m

i Kn j i K j

i j s

K x s x z z z dz

x z z z dz

   

   



 

 

 



 

 

. (19) 

Враховуючи співвідношення  

 ( ) ( ) ( ) dz ( ) ( )
n n n n

x x

i K j iK j iK j iK j

s s

z z dz z x s        , (20) 

рівняння (19) запишемо наступним чином: 

 

1 2

1 2

1

1 1

1 1

( , ) ( ) (s)( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

n n

n n n n

m m

n i Kn j iK j iK j

i j

m m

i iK j K j i K j iK j

i j

K x s x x s

x x s x s s

   

     



 

 

  

    
   





 (21) 

Отже, після проведених перетворень ітероване ядро приймає ви-

гляд виродженого: 

 
3

1 1
1

1

( , ) ( ) ( ),
n K in

m

n K i

i

K x s x s 
 





  (22) 

де 3 1 22m m m . Це свідчить про істотні витрати ресурсів пам’яті і 

процесорного часу на кожному кроці обчислення ітерованого ядра. 

Другий спосіб. Будуємо резольвенту ( , )R x s за допомогою мето-

ду ітерованих ядер згідно з (13). Далі використовуємо метод апрок-

симації резольвенти у вигляді білінійного ряду [10] (наприклад, іте-

раційно-варіаційним або градієнтним методом) і отримаємо резоль-

венту у вигляді 
1

( , ) ( ) ( )
m

Ri Ri

i

R x s x s 


 . Оскільки при цьому безпо-

середньо отримуємо співвідношення m n , то даний варіант мето-
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ду виродженої резольвенти буде ефективним щодо використання 

пам’яті та комп’ютерного часу. 
Отримані висновки підтверджуються багатьма обчислювальними 

експериментами, в тому числі при розв’язуванні наступного прикладу. 
Приклад 3. Інтегральне рівняння Вольтерри 2-го роду 

( )

0

(x) ( )

x
x s x

y e y s ds e
 

  , 

з точним розв’язком 1y   у квадраті [0, 0.1] [0, 0.1]  (квадратури за 

формулами трапецій при постійному кроці h=0,005) розв’язувалось із 
застосуванням наступних методів.  

1. Методом квадратур: знадобилося 2
0, 2369 10


  с. 

2. Резольвентний метод: резольвента визначається методом ітерати-
вних ядер, потрібно було 5 ітеративних ядер. Витрати часу — 

2
0, 2567 10


 с. 

3. Метод вироджених ядер: знадобилося 2
0,1859 10


  с. 

4. Метод виродженої резольвенти, резольвента отримана методом 
ітеративних ядер (2-й спосіб), знадобилося 5 ітеративних ядер, по-

трібно було 2
0,1859 10


  с. 

Графіки похибок використаних методів наведені на рис. 1. Ре-
зультати розв’язування прикладу достатньо об’єктивно характеризу-
ють властивості методів, які застосовувались, в тому числі перевагу 
методів вироджених ядер і методу виродженої резольвенти. 

 
Рис. 1. Графіки похибок до прикладу 3 
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Суттєве практичне значення мають задачі моделювання з табли-

чним поданням вихідних даних. Цей випадок розглянемо на наступ-

ному прикладі. 

Приклад 4. Ядро ( , )K x s  і права частина ( )Tf x  рівняння  

0

( ) ( , ) ( ) ( )

x

T Ty x K x s y s f x   

подаються таблично відповідно до таблиці 2 і таблиці 3. 

Розв’язки отримані: методом квадратур за 2
0,9353 10


  с, резо-

львентним методом (19 ітерованих ядер) за 2
0,7945 10


  с, методом 

вироджених ядер за 2
0,9924 10


  с, методом виродженої резольвенти 

за 2
0,6399 10


  с.  

Результати розв’язків рівняння наведені в таблиці 4, а похибки 

розв’язків представлені в таблиці 5. 

Графіки апроксимуючих функцій для ядра наведені на рис. 2. 

Можна бачити, що у функціях 3 ( )x  і 3 ( )s  проявляється кусково-

лінійний вигляд. Графіки похибок, отриманих вказаними методами, 

наведені на рис. 3. Приклад ілюструє працездатність алгоритмів при 

табличному поданні вихідних даних. 

 

Рис. 2. Графіки апроксимуючих функцій 
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Таблиця 2 

Табличне подання ядра ( , )K x s  

K(x, s) 0,0000 0,3491 0,6981 1,0472 1,3963 1,7453 2,0944 2,4435 2,7925 3,1416 

0,0000 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 -0,6428 -0,5000 -0,3420 -0,1736 0,0000 

0,3491 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 -0,6428 -0,5000 -0,3420 -0,1736 

0,6981 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 -0,6428 -0,5000 -0,3420 

1,0472 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 -0,6428 -0,5000 

1,3963 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 -0,6428 

1,7453 -0,6428 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 -0,7660 

2,0944 -0,5000 -0,6428 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 -0,8660 

2,4435 -0,3420 -0,5000 -0,6428 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 -0,9397 

2,7925 -0,1736 -0,3420 -0,5000 -0,6428 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 -0,9848 

3,1416 0,0000 -0,1736 -0,3420 -0,5000 -0,6428 -0,7660 -0,8660 -0,9397 -0,9848 -1,0000 
 

Таблиця 3 

Табличне подання правої частини ( )
T

f x  

x 0,0000 0,3491 0,6981 1,0472 1,3963 1,7453 2,0944 2,4435 2,7925 3,1416 

f(x) 1,0000 0,7053 0,4975 0,3509 0,2475 0,1746 0,1231 0,0869 0,0613 0,0432 
 

Таблиця 4 

Отримані результати 

x 0 0,3491 0,6981 1,0472 1,3963 1,7453 2,0944 2,4435 2,7925 3,1416 

y точне 1 0,4605 0,15861 0,0054 -0,0578 -0,0691 -0,053 -0,0244 0,00746 0,03762 

М. 

Квад-

ратур 

1 0,45419 0,15101 -0,001 -0,0619 -0,0708 -0,0524 -0,022 0,01129 0,04239 

М. 

ре-

зольв. 

1 0,41001 0,08849 -0,0666 -0,1223 -0,1218 -0,0927 -0,0517 -0,0088 0,03061 

М. вир. 

ядер 
1 0,45419 0,15101 -0,001 -0,0619 -0,0708 -0,0524 -0,022 0,01129 0,04239 

М. вир. 

рез. 
1 0,46144 0,16036 0,00764 -0,0554 -0,067 -0,0512 -0,0232 0,00804 0,03758 

 

Таблиця 5 

Похибки розв’язків 

М. 

Квад-

ратур 

0 -0,0063 -0,0076 -0,0064 -0,0041 -0,0016 0,00063 0,00247 0,00383 0,00476 

М. 

ре-

зольв. 

0 -0,0505 -0,0701 -0,072 -0,0645 -0,0527 -0,0397 -0,0273 -0,0162 -0,007 

М. вир. 

ядер 
0 -0,0063 -0,0076 -0,0064 -0,0041 -0,0016 0,00063 0,00247 0,00383 0,00476 

М. вир. 

рез. 
0 0,00094 0,00175 0,00224 0,00236 0,00218 0,00177 0,00121 0,00058 -5E-05 



Серія: Технічні науки. Випуск 20 

141 

 
Рис. 3. Графіки отриманих похибок 

Випадок різницевого степеневого ядра. Для знаходження резо-

львенти можна скласти та розв'язати визначальне диференціальне 

рівняння. Це можливо в одному з важливих для практики випадків, 

коли ядро рівняння (1) є різницевим і має вигляд 

        
 

 
1 1

0 1, ( )
1 !

n na x
K x s a x a x x s x s

n

 
    


. (15) 

За умови безперервності коефіцієнтів   ,  0,  1 ka x k n   в    ,a b  

резольвента для (15) визначається виразом 

  
 ,

,

n

n

d g x s
R x s

dx
 , (16) 

де функція g(x, s) є розв'язком рівняння 

      
1 2

0 1 11 2
0

n n n

nn n n

d g d g d g
a x a x a x g

dx dx dx

 

 

 
    
 

 (17) 

при 

 
2 1

2 1
| | | 0,    | 1.

n n

x s x s x s x sn n

dg d g d g
g

dx dx dx

 

    
     (18) 

Приклад 5. Знайдемо резольвенту рівняння з ядром 

 ,K x s x s  , яке є окремим випадком ядра (15) при  1 1a x   і рів-

них нулю інших коефіцієнтах. Рівняння (17) приймає вигляд 
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 
2

2
, 0,

d g
g x s

dx
   

звідки 

     1 2,
x x

g x s C s e C s e


  . 

Умови (18) приводять до системи 

   1 2 0,
s s

C s e C s e


   

   1 2 0,
s s

C s e C s e


   

розв'язок якої  1

1

2

s
C s e


 ,  2

1

2

s
C s e , що дозволяє записати 

     
1

, .
2

x sx s
g x s e e sh x s

     
 

 

Згідно (16) остаточно маємо 

     2

"
, [ ]

x
R x s sh x s sh x s    . 

Незважаючи на обмеженість аналітичних способів знаходження 

резольвенти, її застосування виявляється доцільним для побудови 

наближених і чисельних алгоритмів розв'язання інтегральних рів-

нянь. Розрахункові вирази для чисельного отримання резольвенти 

можуть бути отримані з виразів (13) і (14), якщо в них покласти 

,   0,1   ,is s i S   , тобто розбити проміжок [а, b) зміни змінної s на S 

відрізків. Тоді згідно (13) і (14) отримаємо 

      1 , , , ,

i

x

n i n i

s

K x s K x t K t s dt    (19) 

        , , , ,  . 

i

x

i i i

s

R x s K x s K x t R t s dt    (20) 

Вираз (19) зводить задачу отримання ітерованих ядер до обчис-

лення інтегрального оператора Вольтерри, а вираз (20) являє собою 

рівняння Вольтерри II роду, де ядро є функцією однієї змінної і збіга-

ється з правою частиною.  

Дещо інший шлях застосування резольвенти має місце при такій 

апроксимації ядра, коли можна визначити наближену резольвенту ана-

літично. Прикладом застосування такого підходу є наступний метод. 

Якщо для рівняння (12) розбити проміжок зміни змінної x точ-

ками ,  0, ix x a ih i n    , з кроком 
b a

h
n


  на n однакових промі-

жків iX , де 1i ix x x    і nX  — закритий проміжок, тоді прямі 



Серія: Технічні науки. Випуск 20 

143 

,  1,  ,    , i j jx x i n s s x    0,  1,j n   розділять основний трикутник 

 D a s x b    на n трикутників  1 1,  i i i i jD x x x s s s     . Піс-

ля заміни  ,K x s і  f x  в рівнянні (1) функціями: 

  
 

 

, ,   , ,  1, 
,

, ,   , ,  2,    , 0,  1  

i i i i

i i ij ij

K x s K x s D i n
k x s

K x s K x s D i n j n

  
 

   

, (21) 

    ,  , 1,  ,i i if x f x f x X i n     1 ,  ,
2

i i j j

h
x x s x    отримаємо рів-

няння 

        
0

,

x

y x k x s y s ds f x  . (22) 

Резольвента ядра (21) має вигляд 

 

 

   1

,   , ,  1, 
,

,    , , 2,   ,    0,  1 , 

i

i i j j

K x s

i i

K x x K s s

ij ij

K e x s D i n
r x s

L e x s D i n j n



  

  
 

   

 

де  

, 1  , 1 ,  2, i i i iL K i n   , 

1

1

1
,  3,   , 2

l
K hi

ij ij il il

ll j

e
L K K L i n j

K



 


     

(при 0lK   дріб 
1l

K h

l

e

K


 замінюється на h). 

Розв'язок наближеного рівняння (22) має вигляд 

    1 ,  ,   1, i i
K x x

i iy x C e x X i n


   , (23) 

де 

1

1 1

1

1
,  ,   2,  .

j
K hi

i i ij

jj

e
C f C f K i n

K






     

Функція  y x  має розриви в точках ,  1, ,  1ix x j n    зі стриб-

ком 1
i

K h
i i iC C e   .  

Висновок. Вдосконалено алгоритми методу вироджених ядер 

для розв’язання рівнянь Вольтерри ІІ роду, які мають суттєву перева-

гу за обсягом обчислювальних операцій по відношенню до традицій-

них алгоритмів прямого методу квадратур; розроблено алгоритми 
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побудови резольвенти, що дозволяє забезпечити ефективність резо-

львентного методу розв’язування рівнянь даного класу. 
Таким чином, можливість ефективної апроксимації ядер дові-

льного вигляду дозволяє задіяти продуктивний потенціал резольве-

нтного методу розв’язування інтегральних рівнянь чисельними ме-

тодами з побудовою відповідних програмних засобів комп’ю-

терного моделювання динамічних об’єктів. Крім того, даний підхід 

дозволяє в багатьох випадках використовувати аналітичні перетво-

рення з отриманням спрощених шляхів розв’язання задач моделю-

вання. 
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NUMERICAL REALIZATION OF INTEGRAL  
DYNAMIC MODELS BASED ON THE  

METHOD OF DEGRADE KERNELS  

The use of mathematical models of dynamic objects in the form of 

Volterra-type integral equations enables us to effectively solve a wide 

range of theoretical and practical research problems. The traditional ap-

proach to solving these equations is to use quadrature algorithms of differ-

ent order of accuracy, which depends on the form of the Volterra kernel 

and the sampling step, which often leads to a lot of computational opera-

tions and software implementation problems in the general case. It is prom-

ising to use degenerate-kernels method algorithms to solve Volterra II kind 

equations, which have a significant advantage over the volume of compu-

tational operations over traditional direct-square algorithms. Algorithms 

for resolvent construction are considered, which helps to ensure the effi-

ciency of the resolvent method of solving equations of this class. There-

fore, the task of applying this method to solving Volterra equations (or 

equations of another type) leads to several new numerical algorithms 

whose properties need to be investigated. The practical value of the algo-

rithms under development is the ability to build on them based software 

that is not contained in existing serial computer simulation packages. This 

gives the opportunity to compare the obtained algorithms with the known 

quadrature algorithms for performance, as the most important indicator for 

dynamic models of control systems. 

Keywords: Volterra integral equation II kind, quadrature method, de-

generate kernels method, resolvent. 

Отримано: 19.08.2019 
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