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Допустимий сагайдак, одержуваний
iз m попарно нееквiвалентних матриць
показникiв

Знайдено сагайдаки, одержуванi iз скiнченної кiлькостi матриць показникiв.
Доведено, що для довiльного натурального m iснує сагайдак, одержуваний iз m
попарно нееквiвалентних матриць показникiв.
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сагайдак.

Найдены колчаны, получаемые из конечного множества матриц показателей.
Доказано, что для любого натурального m существует колчан, получаемый из m
попарно неэквивалентных матриц показателей.

Ключевые слова: матрица показателей, допустимый колчан матрицы показателей,
жесткий колчан.

This paper investigates the quivers derived from an finite number of exponent
matrices.The authors have proved that that for any natural m, there is a quiver which
is derived from m matrix of pairwise not equivalent exponent matrices.

Key words: exponent matrix, admissible quiver, rigid quiver.

1. Вступ

Один iз аспектiв теорiї кiлець — вивчення їх властивостей за допомогою
теорiї графiв. Кожен черепичний порядок повнiстю визначається своєю матрицею
показникiв i дискретно нормованим кiльцем [1]. Багато властивостей таких
кiлець повнiстю визначаються їх матрицями показникiв [2, 3], зокрема, сагайдаки
цих кiлець [1]. Порiвняно недавно матрицi показникiв стали окремим об’єктом
вивчення. Нежорсткiсть допустимого сагайдака, який має хоча б одну петлю,
доведено в [4]. Iз вiдкриттям вагових функцiй з’явилося бiльше можливостей
для дослiдження допустимих сагайдакiв [5]. Опис деяких класiв жорстких
сагайдакiв започатковано в [7]. У [6] установлено властивостi одиничних циклiв
та одиничних сагайдакiв, зокрема знайдено обмеження для елементiв матрицi
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показникiв одиничного сагайдака. У статтi продовжено дослiдження матриць
показникiв та їх сагайдакiв, зокрема жорстких i майже жорстких сагайдакiв
матриць показникiв. Ранiше були вiдомi тiльки жорсткi сагайдаки (одержуванi iз
точнiстю до еквiвалентних з однiєї матрицi показникiв) i сагайдаки, одержуванi з
нескiнченної кiлькостi матриць показникiв. Ми розглянемо сагайдак, одержуваний
iз m попарно нееквiвалентних матриць показникiв.

2. Попереднi вiдомостi

Розглянемо матрицю E=(αij) ∈Mn(Z)(Mn(Z) — кiльце матриць розмiрностi n
iз цiлими елементами).

Означення 1. [1] Матрицю E=(αij), для якої виконуються такi умови: αij +
αjk ≥ αik для всiх i, j, k = 1, . . ., n, αii = 0 для всiх i = 1, . . ., n, називають
матрицею показникiв.

Матрицю показникiв, для якої виконується умова αij + αji ≥ 1 для всiх i, j ∈
{1, . . ., n} (i 6= j), називають зведеною матрицею показникiв.

Нехай E = (αij) — зведена матриця показникiв. Уведемо матрицi E (1) = (βij) =
E + En ∈ Mn(Z), де En — одинична матриця, та E (2) = (γij) ∈ Mn(Z): γij =
min
k
{βik + βkj}.

Означення 2. Сагайдаком зведеної матрицi показникiв Q = Q(E) називають
сагайдак, матрицю сумiжностi якого задають формулою [Q] = E (2) − E (1).

Означення 3. Зведенi матрицi показникiв E1 i E2 називають еквiвалентними,
якщо одну можна одержати з iншої за допомогою елементарних перетворень двох
типiв:

1. Вiдняти цiле число t вiд елементiв i-го рядка i додати його до елементiв i-го
стовпця.

2. Помiняти мiсцями два рядки i два стовпцi з такими ж номерами.

Зауваження 1. Оскiльки елементарнi перетворення не змiнюють суму елемен-
тiв матрицi показникiв, то матрицi показникiв iз рiзними сумами нееквiвалентнi.

Означення 4. Сагайдак Q називають допустимим, якщо icнує зведена
матриця показникiв E , така, що Q(E) = Q.

Означення 5. [5] Сагайдак Q = (V Q,AQ) називають зваженим, якщо
визначена функцiя ω: AQ → R . Функцiю ω називають ваговою, а її значення
на стрiлцi – вагою стрiлки.

Сума ваг усiх стрiлок шляху називають вагою шляху.
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Теорема 1. [5] Сильно зв’язний сагайдак Q = (V Q,AQ) допустимий тодi й
тiльки тодi, коли iснує вагова функцiя ω : AQ → N ∪ Ø , яка задовольняє такi
умови:

1. Вага стрiлки з точки i у точку j менша за вагу шляху з точки i у точку
j довжини l ≥ 2.

2. Вага петлi в точцi i менша за вагу будь-якого циклу, що проходить через
точку i, довжиною l ≥ 2.

3. Вага будь-якого циклу бiльша або дорiвнює 1.
4. Вага петлi дорiвнює 1.
5. Через кожну точку без петлi проходить цикл довжиною l ≥ 2, вага якого

дорiвнює 1.

Зауваження 2. Згiдно з умовами (4) та (5) через кожну точку допустимого
сагайдака проходить цикл ваги 1.

Означення 6. [5] Вагову функцiю, яка задовольняє всi умови теореми 1,
називатимемо допустимою ваговою функцiєю.

За сагайдаком Q i допустимою ваговою функцiєю ω можна побудувати
матрицю показникiв E = (αij) ∈ Mn(Z) таким чином: якщо сагайдак Q мiстить
стрiлку σij, то αij = ω(σij) у протилежному випадку αij дорiвнює вазi найлегшого
шляху iз вершини vi у вершину vj.

Означення 7. [7] Допустимий сагайдак Q називають жорстким, якщо iснує з
точнiстю до еквiвалентностi єдина зведена матриця показникiв E така, що Q(E) =
Q.

Означення 8. Нежорсткий допустимий сагайдак Q, який одержують зi
скiнченної кiлькостi (iз точнiстю до еквiвалентностi) матриць показникiв,
називають майже жорстким.

3. Основнi результати

Доведемо iснування майже жорстких сагайдакiв.

Теорема 2. Для довiльного натурального m > 1 iснує допустимий сагайдак
Qm, для якого iснує рiвно m попарно нееквiвалентних матриць показникiв,
сагайдак яких збiгається iз сагайдаком Qm.

Доведення. Розглянемо сагайдак Qm, який має 2(m+ 1) + 1 вершину та 3m+ 1
стрiлку, а саме V Q = {1, . . . , 2m+ 3}, AQm = {σ2k−1,2k, σ2k,2k+1, σ2k+1,2k−1} для
всiх k = 1, . . . ,m + 1, σ1,2m+1, де σij — стрiлка з вершини i у вершину j. Для
сагайдака Qm побудуємо m зведених попарно нееквiвалентних мiж собою матриць
показникiв. Вiдомо, що зведену матрицю показникiв однозначно задають ваговою
функцiєю ϕ(σij) ∈ N∪{0}, σij ∈ AQ, яка задовольняє умови теореми 1. Побудуємо
m вагових функцiй ϕ1, . . . , ϕm:
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ϕp(σij) =


1, i = 2k − 1, j = 2k;
0, i = 2k, j = 2k + 1;
0, i = 2k + 1, j = 2k − 1;
p, i = 1, j = 2(m+ 1) + 1.

Функцiї ϕp задовольняють усi умови теореми:
1) ϕp(σ2k−1,2k)+ϕp(σ2k,2k+1)+ϕp(σ2k+1,2k−1) = 1, тому вершини 2k−1, 2k, 2k+1

не мають петель.
2) ϕp(σ12) + ϕp(σ23) + ϕp(σ34) + ϕp(σ45) + . . . + ϕp(σ2m−1,2m) + ϕp(σ2m,2m+1) =

m+ 1 > ϕp(σ1,2m+1) (вага шляху бiльша, нiж вага стрiлки).
3) ϕp(σ2k−1,2k) + ϕp(σ2k,2k+1) + ϕp(σ2k+1,2k−1) ≥ 1, ϕp(σ1,2m+1) + ϕp(σ2m+1,2m−1) +

ϕp(σ2m−1,2m−3) + · · · + ϕp(σ31) = ϕp(σ1,2m+1) ≥ 1 (вага кожного циклу не менша за
1).

Побудуємо зведенi матрицi показникiв Ep = (αpij) ∈ Mn(Z). Покладемо в разi
i 6= j

(αpij) =

{
ϕp(σij), gij = 1;

min
i=i0,i1,...,ik=j− yci можливi шляхи iз i в j

{ϕp(σii1) + ...+ ϕp(σik−1ij)}, gij = 0.

Тодi за теоремою Q(E1) = Q(E2) = · · · = Q(Em) = Qm. Сума всiх елементiв
матрицi Ek менша, нiж cума всiх елементiв матрицi Ek+1. Томуm зведених матриць
показникiв E1, E2, . . . , Em попарно нееквiвалентнi мiж собою.

Покажемо тепер, що iнших нееквiвалентних матриць показникiв iз сагайдаком
Qm не iснує. Нехай Qm = Q(E) для деякої зведеної матрицi показникiв, [Qm] =
(qij). Доведемо, що E еквiвалентна до однiєї з матриць E1, ..., Em. Застосувавши
елементарне перетворення першого типу, перейдемо вiд матрицi E до еквiвалентної
E∗ з першим нульовим стовпцем. У сагайдаку Qm iз третьої вершини можна
потрапити в першу тiльки через стрiлку σ31. Тому ϕ∗(σ31) = 0. Аналогiчно iз
вершини 2 до вершини 1 iснує єдиний шлях через σ23, σ31.

Тому ϕ∗(σ23) +ϕ∗(σ31) = 0 i тодi ϕ∗(σ23) = 0. Оскiльки вершина 2 не має петлi,
то ϕ∗(σ12) + ϕ∗(σ23) + ϕ∗(σ31) = 1. Тому ϕ∗(σ12) = 1.

Аналогiчно одержують ϕ∗(σ2k−1,2k) = 1, ϕ∗(σ2k, 2k + 1) = ϕ∗(σ2k+1,2k−1) = 0,
для k = 2, . . . ,m + 1. ϕ∗(σ12) + ϕ∗(σ23) + ϕ∗(σ34) + ϕ∗(σ45) + · · · + ϕ∗(σ2m−1,2m) +
ϕ∗(ϕ2m,2m+1) = m+ 1 > ϕ∗(σ1,2m+1).

ϕ∗(σ1,2m+1) + ϕ∗(σ2m+1,2m−1) + ϕ∗(σ2m−1,2m−3) + . . . + ϕ∗(σ31) = ϕ∗(σ1,2m+1) ≥ 1.
Таким чином, 1 ≤ ϕ∗(σ1,2m+1) ≤ m. Нехай t = ϕ∗(σ1,2m+1), тодi E ≈ E∗ = Et. Отже,
зведених попарно нееквiвалентних мiж собою матриць показникiв iз сагайдаком
Qm рiвно m. Теорему доведено.

Приклад 1. Нехай m = 2, тодi для допустимого сагайдака Q2 iснує
рiвно 2 попарно нееквiвалентнi матрицi показникiв, сагайдак яких збiгається iз
сагайдаком Q2. Сагайдак Q2 складається з 7 вершин (рисунок).
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Сагайдак Q2

[Q] =



0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0



Iснують двi зведенi матрицi показникiв, для яких Q2 = Q(E1) = Q(E2):

E1 =



0 1 1 2 1 2 1
0 0 0 1 1 2 1
0 1 0 1 1 2 1
0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0


, E2 =



0 1 1 2 2 3 2
0 0 0 1 1 2 2
0 1 0 1 1 2 2
0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0


.

Cума всiх елементiв матриць E1, E2 дорiвнює 31 i 36 вiдповiдно. Тому матрицi
нееквiвалентнi.

4. Висновки

У статтi знайдено майже жорсткi сагайдаки. Доведено, що для довiльного
натурального m iснує сагайдак, одержуваний iз m попарно нееквiвалентних
матриць показникiв.
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