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A. V. Zelensky. Cycles of admissible quivers, Mat. Stud. 42 (2014), 3–8.
We study cycles of admissible quivers. Some sufficient conditions under which the deletion

of an arrow in the admissible quiver results in another admissible quiver are presented. We also
find a sufficient condition under which the weight of a given cycle in an admissible quiver is
greater than or equal to k.

А. В. Зеленский. Циклы допустимих колчанов // Мат. Студiї. – 2014. – Т.42, №1. – C.3–8.
Рассматриваются циклы допустимых колчанов. Найдены достаточные условия того,

чтобы после удаления стрелки допустимого колчана получили также допустимый колчан.
Получены достаточные условия того, что цикл допустимого колчана весит не меньше,
чем k.

1. Вступ. Один iз аспектiв теорiї кiлець є вивчення властивостей кiлець за допомо-
гою теорiї графiв. Кожний черепичний порядок повнiстю визначається своєю матрицею
показникiв i дискретно нормованим кiльцем. Багато властивостей таких кiлець повнi-
стю визначаються їх матрицями показникiв, зокрема, сагайдаки таких кiлець. Вперше
матрицi показникiв стали окремим об’єктом вивчення у 2003 роцi в [6]. В роботi про-
довжуються дослiдження матриць показникiв. Вона присвячена дослiдженню циклiв
допустимих сагайдакiв. Всi необхiднi означення i факти з теорiї черепичних порядкiв,
теорiї матриць показникiв та їх сагайдакiв можна знайти в монографiях [1], [2].

2. Попереднi вiдомостi.

Означення 1. Матриця E = (αij) ∈Mn(Z) (Mn(Z) — це кiльце матриць розмiрностi n
з цiлими елементами), для якої виконуються наступнi умови:

1) αij + αjk > αi для всiх i, j, k ∈ {1, . . . , n},
2) αii = 0 для всiх i ∈ {1, . . ., n},

називається матрицею показникiв. Матриця показникiв, для якої виконується умова

3) αij + αji > 1 для всiх i, j ∈ {1, . . ., n} (i 6= j)

називається зведеною матрицею показникiв.

Нехай E = (αij) — зведена матриця показникiв. Введемо матрицю E (1) = (βij) =
E + En ∈ Mn(Z), де En — одинична матриця. Введемо матрицю E (2) = (γij) ∈ Mn(Z):
γij = min

k
{βik + βkj}.
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Теорема 1 ([1]). Матриця [Q] = E (2) − E (1) є матрицею сумiжностi простого сильно
зв’язного сагайдака.

Означення 2. Сагайдаком зведеної матрицi показникiв Q = Q(E) називається сагай-
дак, матриця сумiжностi якого задається формулою [Q] = E (2) − E (1).

Означення 3. Зведенi матрицi показникiв E1 i E2 називається еквiвалентними, якщо
одну можна отримати з iншої за допомогою елементарних перетворень двох типiв:

1) вiдняти цiле число t вiд елементiв i-го рядка та додати це число до елементiв i-го
стовпчика;

2) помiняти мiсцями два рядки i помiняти мiсцями два стовпчика з такими ж номе-
рами.

Означення 4. Сагайдак Q називається допустимим, якщо icнує зведена матриця по-
казникiв E така, що Q(E) = Q.

Означення 5. Сагайдак Q = (V Q,AQ) називається зваженим, якщо визначена фун-
кцiя ω : AQ→ R. Функцiя ω називається ваговою, а її значення на стрiлцi називається
вагою стрiлки. Сума ваг всiх стрiлок шляху називається вагою шляху.

Теорема 2 ([4]). Сильно зв’язний сагайдак Q = (V Q,AQ) є допустимим тодi i тiльки
тодi, коли iснує вагова функцiя ω : AQ→ N∪{0} , яка задовольняє наступним умовам:

1) вага стрiлки з точки i у точку j менша за вагу шляху з точки i у точку j довжини
l ≥2;

2) вага петлi в точцi i менша за вагу будь-якого циклу, що проходить через точку i
довжини l ≥2;

3) вага будь-якого циклу бiльша або дорiвнює 1;

4) вага петлi дорiвнює 1;

5) через кожну точку без петлi проходить цикл довжини l ≥2, вага якого дорiвнює 1.

Зауваження 1. Згiдно умов (4) та (5) через кожну точку допустимого сагайдака про-
ходить цикл ваги 1.

Означення 6. Простий цикл у сагайдаку Q = (V Q,AQ), вага якого дорiвнює 1, будемо
називати одиничним.

Твердження 1 ([5]). У допустимому сагайдаку Q = (V Q,AQ) мiж вершинами одини-
чного циклу не iснує iнших стрiлок, окрiм стрiлок цього циклу.

Твердження 2 ([5]). Допустимий сагайдак Q не може мiстити двох стрiлок (νi, νa) та
(νj, νa) та не може мiстити стрiлки (νa, νi), (νa, νj) де вершини νi, νj належать одному
одиничному циклу.

Теорема 3. Якщо для циклу допустимого сагайдака Q i вершини u, що не є вершиною
цього циклу, iснує k рiзних стрiлок, якi починаються у вершинi u та закiнчуються в
вершинах циклу C (починаються у вершинах циклу та закiнчуються у вершинi u), то
для довiльної вагової функцiї вага циклу не менша, нiж k.
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Доведення. Нехай ω : AQ → N ∪ {0} — вагова функцiя, задана на множинi стрiлок
допустимого сагайдака Q, яка задовольняє умовам теореми 2. Нехай C = (ν1, ν2, . . . , νp)
— цикл, де νi 6= νj при i 6= j та u /∈ {ν1, ν2, . . . , νp}. Позначимо через ω(νi, νj) вагу шляху
iз вершини νi у вершину νj сагайдака Q по циклу C. Нехай

(
u, νi1

)
,
(
u, νi2

)
, . . . ,

(
u, νik

)
— k стрiлок, якi починаються у вершинi u та закiнчуються у вершинах νi1 , νi2 , . . . , νik
циклу C. Можемо вважати, що i1 < i2 < . . . < ik. За теоремою 2 вага шляху iз вершини u
у вершину νi−1, j ∈ {1, . . . , k} (ν0 = νk) бiльша, нiж вага стрiлки

(
u, νij

)
. Тому маємо

систему нерiвностей 
ω(u, νi1) + ω(νi1 , νi2) > ω(u, νi2),

ω(u, νi2) + ω(νi2 , νi3) > ω(u, νi3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ω(u, νik) + ω(νik , νi1) > ω(u, νi1).

Ця система рiвносильна системi
ω(u, νi1) + ω(νi1 , νi2) ≥ ω(u, νi2) + 1,

ω(u, νi2) + ω(νi2 , νi3) ≥ ω(u, νi3) + 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ω(u, νik) + ω(νik , νi1) ≥ ω(u, νi1) + 1.

Пiсля додавання лiвих та правих частин нерiвностей останньої системи отримаємо

ω(u, νi1) + ω(u, νi2) + . . .+ ω(u, νik) + ω(νi1 , νi2) + ω(νi2 , νi3) + . . .+ ω(νik , νi1) ≥
≥ ω(u, νi1) + ω(u, νi2) + . . .+ ω(u, νik) + k.

Пiсля спрощення маємо ω(νi1 , νi2) + ω(νi2 , νi3) + . . .+ ω(νik , νi1) ≥ k.
Отже, вага циклу C не менша, нiж k. Випадок, коли k стрiлок починаються у вер-

шинах циклу C i закiнчуються у вершинi u, розглядається аналогiчно.

Теорема 4. Для довiльного натурального k iснує допустимий сагайдак Q∗, який мi-
стить простий цикл ваги k на попарно рiзних вершинах.

Доведення. Для k = 1 простий цикл (1, 2) з матрицею сумiжностi [Q∗] =
(
0 1
1 0

)
є

допустимим сагайдаком. [Q∗] = Q(E), де E =
(
0 0
1 0

)
— зведена матриця показникiв.

Очевидно, що цикл (1, 2) — одиничний.
При k > 1 розглянемо сагайдак Q з (2k + 2)-ьох вершин i (3k + 3)-ьох стрiлок:

V Q = {1, 2, . . . , 2k + 2},

AQ =

(
k+1⋃
i=1

σ2i−1,2i

)
∪

(
k⋃
i=1

σ2i,2i+1

)
∪

(
k⋃
i=1

σ2i+1,2i−1

)
∪
{
σ1,2k+1, σ2k,+2,1

}
.

Це допустимий сагайдак. Дiйсно, вагова функцiя ω : AQ→ N∪{0}, де ω
(
σ2i−1,2i

)
= 1

для i ∈ {1, . . . , k + 1} i ω приймає значення 0 для всiх iнших стрiлок сагайдака Q,
задовольняє умовам теореми 2. Тому Q — допустимий сагайдак. Оскiльки вершини
2, 4, . . . , 2k + 2 без петель, то для довiльної вагової функцiї ω : AQ → N ∪ {0}, що за-
довольняє умовам теореми 2, цикли (1 2 3), (3 4 5), . . . , (2k + 1 2k + 2 1) — одиничнi.
Сагайдак Q є об’єднанням (k + 1)-го одиничного циклу. Тому ω

(
{AQ}

)
= k + 1.
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З iншого боку сагайдак Q є об’єднанням двох циклiв C1 = (1 2 3 . . . 2k + 1 2k + 2) i
C2 = (1 2k+1, 2k− 1 . . . 5 3). Тому ω

(
{AC1}

)
+ω

(
{AC2}

)
= ω

(
{AQ}

)
= k+1. Оскiльки

вага циклу не менша, нiж 1, то

ω
(
{AC1}

)
= k + 1− ω

(
{AC2}

)
≤ k. (1)

Розглянемо сагайдак Q∗, який отримується iз сагайдака Q додаванням однiєї верши-
ни u, стрiлок σu,2i, для i ∈ {1, . . . , k}, σ2u та петлi σuu. Сагайдак Q∗ також допустимий.
Визначимо вагову функцiю ω∗ : AQ∗ → N ∪ {0} наступним чином:

ω∗(2i− 1, 2i) = 1 для всiх i ∈ {1, . . . , k}, ω∗(u, 2i) = 1 для всiх i ∈ {1, . . . , k},
ω∗(1, 2k + 1) = ω∗(2, u) = ω∗(u, u) = 1;

ω∗ приймає значення 0 для всiх iнших стрiлок сагайдака Q∗.

Ця вагова функцiя задовольняє всiм умовам теореми 2. Отже, Q∗ допустимий сагай-
дак. За теоремою 3 для довiльної вагової функцiєю ω : AQ∗ → N∪ {0}, що задовольняє
умови теореми 2, ω(1 2 3 4 2k + 1 2k + 2 1) = ω

(
{AC1}

)
≥ k. Оскiльки для цiєї функцiї

виконується i нерiвнiсть (1), то ω
(
{AC1}

)
= k.

З твердження 1 випливає, що з кожної вершини одиничного циклу виходить тiльки
одна вершина i в кожну вершину одиничного циклу входить тiльки одна вершина. Уза-
гальнення цього факту виявилося несподiваним. Вже цикл ваги 2 може мiстити багато
стрiлок.

Приклад 1. Розглянемо сагайдак Q з множиною вершин V Q = {1, 2, . . . , 2k + 1} i
множиною стрiлок

AQ =

(
k⋃
i=1

σ2i+2,2i+1

)
∪

(
k⋃
j=2

σ2j,2j−2

)
∪
{
σ21, σ2,2k+1, σ2k,3, σ2k+1,2k, σ1,1

}
∪ A,

де A — деяка пiдмножина множини
⋃k−2
i=1 σ2k−2i,2i+3.

Cагайдак Q мiстить цикл (1 3 5 . . . 2k−1 2k+1 2k 2k−2 . . . 6 4 2), петлю у вершинi 1
та вiд 2 до k стрiлок для 0 ≤ i ≤ k− 1. Визначимо на AQ вагову функцiю ω наступним
чином. Покладемо ω(σ21) = ω(σ2k+1,2k) = ω(σ11) = 1. Вага iнших стрiлок дорiвнює 0.

Легко переконатися, що так визначена вагова функцiя задовольняє умовам теоре-
ми 2. Тому сагайдак Q є допустимим. Цей сагайдак має цикл (1 3 5 . . . 2k − 3 2k − 1
2k + 1 2k 2k − 2 . . . 4 2) ваги 2 i мiж вершинами циклу, окрiм петлi, є ще вiд 2 до k
стрiлок.

Приклад 2. Розглянемо сагайдак Q з множиною вершин V Q = {1, 2, . . . , 2k} i множи-
ною стрiлок

AQ =

(
k−1⋃
i=1

σ2i−1,2i+1

)
∪

(
k⋃
j=2

σ2j,2j−2

)
∪
{
σ21, σ2k−1,2k, σ2,2k−1, σ2k,1

}
∪ A,

де A ⊂
⋃k−1
i=2 σ2i,2k+1−2i.

Cагайдак Q мiстить цикл (1 3 5 . . . 2k− 3 2k− 1 2k+1 2k 2k− 2 . . . 4 2) та вiд 2 до k
стрiлок, де 1 ≤ i ≤ k. ω(σ21) = ω(σ2k−1,2k) = 1. Вага iнших стрiлок дорiвнює 0.
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Лема 1. Нехай E = (aij) — зведена матриця показникiв, Q = Q(E) — сагайдак матрицi
показникiв E , σij — стрiлка сагайдака Q,ω : AQ→ N∪{0} — вагова функцiя, що вiдпо-
вiдає матрицi E . Тодi вага циклу мiнiмальної ваги, який мiстить стрiлку σij дорiвнює
aij + aji.

Доведення. Вагова функцiя ω вiдповiдає матрицi показникiв E . Тому ω(σij) = aij. aji до-
рiвнює мiнiмальнiй вазi шляху iз j в i. Тому вага циклу, який проходить через стрiлку σij
та має мiнiмальну вагу, дорiвнює aij + aji.

Розглянемо умови, за яких видалення стрiлки допустимого сагайдака дає допусти-
мий сагайдак. Очевидно, що отриманий пiсля видалення стрiлки сагайдак має залиши-
тися сильнозв’язним. Але цiєї умови недостатньо.

Приклад 3. [Q] =


0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 . Сагайдак Q є допустимим, бо вiн є сагайдаком ма-

трицi показникiв E =


0 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0

 . Але пiсля видалення стрiлки σ13 одержимо cагай-

дак Q∗ з матрицею сумiжностi [Q∗] =


0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

.

Якщо цикл (1 2 3 4 ) — одиничний, то вершина 2 має бути без петлi. Якщо ж цикл
(1 2 3 4 ) має вагу бiльшу, нiж 1, то всi вершини мають бути з петлями. Отже, не iснує
вагової функцiї, що задовольняє умовам теореми 2. Тому сагайдак Q∗ не є допустимим.

Теорема 5. Нехай Q — допустимий сагайдак, σuν — стрiлка сагайдака Q, Q∗ — сагай-
дак, який утворюється з Q видаленням стрiлки σuν . Сагайдак Q∗ є допустимим, якщо
виконуються умови:

1) в Q iснує шлях iз вершини u в вершину ν, вiдмiнний вiд стрiлки σuν ;

2) iснує вагова функцiя ω, для якої Q — допустимий сагайдак i стрiлка σuν не нале-
жить одиничному циклу.

Доведення. Нехай Q — допустимий сагайдак i σuν ∈ AQ. Тодi iснує вагова функцiя
ω : AQ → N ∪ {0}, що задовольняє умовам теореми 2. Нехай Q∗ — сагайдак, що утво-
рюється з Q видаленням стрiлки σuν . Визначимо вагову функцiю ω∗ : AQ∗ → N ∪ {0}
наступним чином: ω∗(σij) = ω(σij) для довiльної стрiлки σij сагайдака Q∗.

За умовою 1 теореми сагайдак Q∗ — сильнозв’язний. За умовою 2 одиничнi цикли
сагайдакiв Q та Q∗ спiвпадають. Для довiльного шляху P (i, j) iз вершини i у вер-
шину j маємо ω∗ (P (i, j)) ≥ ω (P (i, j)). Зокрема, для довiльного циклу P (i, i) маємо
ω∗ (P (i, i)) ≥ ω (P (i, i)). Тому для довiльної стрiлки σij або петлi σii сагайдака Q∗ вико-
нуються нерiвностi

ω∗(P (i, j)) ≥ ω(P (i, j)) > ω(σij) = ω∗(σij), ω
∗(P (i, i)) ≥ ω(P (i, i)) > ω(σii) = ω∗(σii),

де P (i, j) — вiдмiнний вiд стрiлки шлях iз вершини i у вершину j.
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Отже, вагова функцiя ω∗ задовольняє умовам теореми 2 i тому сагайдак Q∗ є допу-
стимим.

Зауваження 2. Використовуючи лему 1 умову 2 теореми 5 можна сформулювати
наступним чином: iснує зведена матриця показникiв E = (aij) з Q(E) = Q така, що
auν + aνu > 1.

3. Висновки. Якщо для циклу допустимого сагайдака iснує k рiзних стрiлок, якi почи-
наються у деякiй вершинi, що не належить циклу, та закiнчуються у вершинах циклу,
то вага циклу не менша, нiж k. Якщо у допустимому сагайдаку видалити стрiлку, яка не
належить одиночному циклу, та при цьому не порушиться сильна зв’язнiсть сагайдака,
то отримаємо допустимий сагайдак.
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