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ВСТУП 

 

Майже у всіх галузях математики важливу роль відіграють задачі про 

наближення (заміну) складних об’єктів простішими по структурі або із відомими 

потрібними характеристиками (диференційовність, обмеженість, неперервність 

та ін.). Теорія наближення, або як її називають в математичному аналізі теорія 

апроксимації, має зазвичай справу із наближенням окремих функцій чи класів 

функцій за допомогою скінченно вимірних лінійних підпросторів. Для 

періодичних функцій та їх класів в ролі таких підпросторів вибирають множини 

тригонометричних многочленів заданого порядку n , або деякі підмножини цієї 

множини. 

Задачі апроксимаційного змісту в багатьох випадках є задачами на 

екстремум: потрібно було відшукати точну верхню грань похибки наближення 

функцій із заданого класу заданим методом наближення. Першою такою задачею 

було дослідження асимптотичної поведінки при n  величини 

( ; ) sup ( ) ( ; )
r

r

n n C
f W

W S f x S f x


  , де 

  ( ) ( )( ) 1, 1 , ,r r rW f f x f r N


    а   ( ; )nS f x  частинна сума 

Фур’є.  

В 1935 р. Колмогоров ([ ])показав, що при n  

ℰ(𝑊𝑟, 𝑆𝑛) = 𝑠𝑢𝑝
𝑓∈𝑊𝑟

 n f =
4

𝜋2

ln 𝑛

𝑛𝑟
+ 𝒪(1)𝑛−𝑟.                                       

(1) 

Поряд із сумами Фур’є в якості наближуючих агрегатів використовуються 

і інші побудовані по функції тригонометричні многочлени. Це викликано тим, 

що в окремих випадках суми Фур’є функції ( )f x  збігаються до неї дуже 

повільно, а то і взагалі розбіжні, навіть якщо наближаюча функція є 

неперервною. Вказаний факт спонукає знаходити інші способи побудови 
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послідовностей таких наближаючих поліномів, які б уже рівномірно збігалися до 

початкової функції на всьому просторі С. Роль таких многочленів успішно 

виконали, як відомо з курсу математичного аналізу, суми Фейєра. 

Аналог асимптотичної рівності (1) на класі 

 ( ) ( ), 1r r rW H f f H f     

був одержаний С.М. Нікольським  ([ ]). Ці дослідження Колмогорова та 

Нікольського поклали початок новому напряму в теорії наближення функцій і 

підсумовування рядів Фур’є. Результати цих досліджень поширювали на інші 

класи функцій, а за агрегати наближення розглядалися тригонометричні 

поліноми ( ; )nU f x , породжені різними методами nU  підсумовування рядів 

Фур’є. 

Задача про відшукання асимптотичних при n   рівностей для величин 

( , ) sup ( ) ( , , )n n X n X
f

U f x U f x


  
M

M  стала однією з найбільш важливих в 

теорії наближення функцій. Якщо в явному вигляді знайдена функція 

( ) ( , , )nn U n  M  така, що при n  справедлива асимптотична рівність 

( , , ) ( ) ( ( ))n nU n n o n   M , то кажуть що розв’язана задача Колмогорова-

Нікольського на класі M для методу   в метриці X . 

Нехай  деяка ( ) , 0,1,2,...,k k  числова послідовність, а сума 

функціонального ряду 
0

( ) ( )cos
2k

t k kt








 
   

 
 є деякою сумовною 

функцією. 

Якщо функції ( )f x  та ( )g x   пов’язані рівністю 

2

0

( ) ( ) ( )f x x t t dt



      , то кажуть, що f   є згорткою   та   , при 

цьому   називають ядром згортки. 
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Мета даної роботи.  Нехай , ( )
ii t  сумовні ядра, 

0

,( ) , ( ) , 1,
ii it U f x i m     . Мета даної роботи полягає в тому, щоб 

дослідити асимптотичну поведінку при n  величини  

ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞
0 ; 𝜎𝑛)= sup

𝜑∈𝑈∞
0
‖∑|𝑓𝑖(𝑥) − 𝜎𝑛(𝑓𝑖; 𝑥)|

𝑚

𝑖=1

‖

𝑐

                 

при деяких обмеженнях на параметри ( ), ,i ik k N R   . 

Для досягнення поставлених завдань використовуються наступні методи 

наукового дослідження: 

1. Аналіз наукових праць із розглядуваної тематики. 

2. Узагальнення попередньо отриманих результатів. 

3. Обґрунтування справедливості нових тверджень, використовуючи вже 

відомі результати. 

4. Систематизація наукових відомостей з даної теми. 

Об’єктом дослідження даної роботи буде поведінка величини сумісного 

наближення ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞
0 ; 𝜎𝑛), а предметом дослідження — точна верхня грань 

цієї величини у просторі неперервних функцій. 

Наукова новизна магістерської роботи полягає у тому, що в ній 

розв’язано аналог задачі Колмогорова-Нікольського на класах Степанця для сум 

Фейєра в рівномірній метриці для випадку сумісного наближення при настанні 

насиченості для методу Фейєра. 

Практичне значення роботи полягає у тому, що отримані результати 

можуть бути використані у подальших дослідженнях наближення функцій 

сумами Фейєра, при розв’язанні задач сумісного наближення іншими методами 

підсумовування рядів Фур’є на різних класах функцій. 

Структура роботи. Магістерська робота, обсягом 62 друкованих аркушів, 

складається зі списку основних позначень, вступу, двох розділів, в кожному з 

яких по чотири параграфи, висновку та списку використаної літератури. 
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У першому розділі  представлені класи диференційованих функцій, 

зокрема клас диференційовних по Степанцю функцій, який буде об’єктом 

наближення, лінійні методи підсумовування рядів Фур’є, умови регулярності для 

цих методів, умови насиченості для найпоширеніших методів. 

В другому розділі в першому параграфі розглянуто постановку задачі 

сумісного наближення. Також наводяться результати її розв’язання на класах 

rW H , 𝑊𝛽
𝑟𝐻𝜔, отримані О.І. Степанцем у випадку наближення сумами Фур’є, 

а також асимптотична рівність для сумісного наближення функцій із класу 

rW H  сумами Валле-Пуссена, отримана Н.М. Задерей. В другому параграфі 

викладено наближення періодичних диференційовних функцій сумами Фейєра у 

випадку насичення. В третьому параграфі одержано деякі допоміжні 

твердження, потрібні в четвертому параграфі для власне розв’язання задачі 

сумісного наближення. 
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ВИСНОВОК 

 

В даній магістерській роботі розглядалася задача Колмогорова-

Нікольського на класах Степанця ,
i

i
C


    для сум Фейєра в рівномірній метриці. 

Досліджувалась асимптотична при n  поведінка величини 

ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞
0 ; 𝜎𝑛) = sup

𝜑∈𝑈∞
0
‖∑|𝑓𝑖(𝑥) − 𝜎𝑛(𝑓𝑖; 𝑥)|

𝑚

𝑖=1

‖

𝑐

,                  

  

при умові, що i if   , де 
1

( ) ( )
2

i
i i

k

t k cos kt
 






 
   

 
   і 

послідовності  𝑘𝑠𝜓𝑖(𝑘)  (𝑠 > 1) — монотонно спадні до нуля і опуклі донизу 

послідовності,  𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . В цьому випадку метод підсумовування ( метод Фейєра 

) є насиченим та класи, на яких розглядають відхилення  функцій від їх сум 

Феєйра, включаються в класи насичення для методу Фейєра, тобто класи 

1i

i
C W



  .  

Було отримано наступні результати: 

Нехай  𝛽𝑖 ∈ 𝑅, 𝛾𝑖  = {
𝛽𝑖

2
}, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . Тоді при 𝛾𝑖 ∈ [0;

1

2
], 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; або ж 

𝛾𝑖 ∈ [
1

2
; 1), 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  при 𝑛 → ∞ справедлива асимптотична рівність  

0

, ( ; )n m nU     

 
1 1

1
( )cos

m

i i

i k

k k kt C dt
n





  





 

  
1

(1) ( ) ln ,
m

i

i

n n n


   , 

де 𝐶∗ — стала найкращого наближення в метриці 𝐿 підінтегральної 

функції. 
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