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                                                 Вступ 

      В роботі вивчено питання можливості побудови найкращих лі- нійних 

методів сумісного наближення диференційовних функцій та їх похідних 

тригонометричними поліномами на класах періодичних функцій дійсної 

змінної, що задаються за допомогою (𝜓, 𝛽)– похідних, у рівномірній та 

інтегральній метриках. Показано, що на класах 𝐶𝛽,∞
𝜓

 і 𝐿𝛽,1
𝜓

, при відповідних 

значеннях параметрів задачі 𝜓𝑖, 𝛽𝑖 досліджуваний лінійний метод 

наближення є найкращим тригонометричним поліномом степеня n-1 в 

просторах C і L відповідно. 

      В 1983 році О.І. Степанцем були введені класи 2𝜋 –періодичних функцій, 

які при конкретних значеннях параметрів, що їх задають співпадають із 

відомими раніше класами диференційовних функ- цій, та здатні враховувати 

властивості функцій, які в сітці відомих класів здійснити було неможливо. 

      Напрям , пов’язаний із дослідженням найкращих налижень 2𝜋 – 

періодичних функцій тригонометричними поліномами бере свій початок у 

роботах П.Л. Чебишева , який ще у 50-х роках 19 –го сторіччя розглянув 

задачу знаходження полінома, що найближче зна- ходиться від наперед 

заданої неперервної функції.Пізніше такого напряму дослідження в теорії 

наближення розвинулися завдяки роботам К. Вейєрштрасса, Д. Джексона, 

С.Н. Бернштейна, Валле-Пуссена та інших видатних математиків. На перших 

етапах досліджень теорії наближень проводилось вивчення наближень 

індивідуальних функцій. Завдяки працям А.М. Колмогорова, Ж. Фавара, Н.І. 

Ахієзера, М.Г. Крейна, Б. Надя, С.М. Нікольського починаючи з 30-х років 

двадцятого сторіччя вивчення найкращих наближень чи інших 

апроксимативних характеристик зміщується на класи функцій, котрі 

володіють певними диференціально – різницевими, а чи гладкісними 

властивостями. Вперше точні значення найкращих рівномірних наближень 
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тригонометричними поліномами порядку не вищого, за n-1, на класах 𝑊∞
𝑟, r 𝜖 

N,обчислив Ж. Фавар в 1936 році, довівши, що  

𝐸𝑛(𝑊∞
𝑟)𝐶 = sup

𝑓 𝜖𝑊∞
𝑟

inf
𝑡𝑛−1

‖𝑓(𝑥) − 𝑡𝑛−1(𝑥)‖𝐶 = 
𝐾𝑟

𝑛𝑟
,                                (𝐵. 1) 

де 𝐾𝑟 = 
1

𝜋
 ∑

(−1)𝑘(𝑟+1)

(2𝑘+1 )𝑟+1
∞
𝑘=0 , r = 0,1,…-добре відомі в математичній літературі, як 

константи Фавара. 

      Отримання точних значень найкращих наближень в рівномірній та 

інтегральній метриках для різноманітних функціональних компактів було 

завданням багатьох видатних математиків 20 –го сторіччя: Н.І. Ахієзера, М.Г. 

Крейна, Б. Надя, С.М. Нікольського, В.К. Дзядика, С.Б. Стєчкіна, Сунь Юн 

Шена, М.П. Корнєйчука, В.Ф. Бабенка, О.І. Степанця та ін. 
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  Висновки 

      В дипломній роботі я розглядала можливість побудови найкращих  

лінійних методів сумісного наближення деяких класів функцій в 

інтегральній 𝐿1 та неперервній C метриках.С.М. Нікольським  отримано ряд 

тверджень зального характеру що відносяться до лінійних методів наближення. 

У випадку сумісного наближення функцій із заданого класу та їх похідних 

можна довести аналогічні теореми. Безпосередньо, в першому розділі даної 

роботи вказані в явному вигляді ( через коефіцієнти Фур’є твірних ядер згортки 

функцій Бенуллі В𝑟,𝛽(𝑡), та Пуассона 𝒫𝛾
𝑞(𝑡) з елементами одиничних куль з 

відповідних просторів 𝐿1 та 𝐶) найкращі лінійні методи наближення, що 

забезпечують на класах 𝑈∞
0 (𝑈1

0) найкраще наближення на випадок побудови 

двох лінійних методів сумісного наближення.Отримані результати досліджень 

відображені в дипломній роботі у вигляді наслідку до інтерполяційних формул, 

що є аналогами аналогічних співвідношень С.Надя, В.К. Дзядика, О.І. Степанця. 

Наслідок. Нехай r>0, 0<q<1, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑅. Якщо виконується одна з умов: 

1) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 𝛾 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4); 

2) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 𝛾 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4); 

3) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 𝛾 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4); 

4) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 𝛾 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4); 

5) 0<r≤1, r+4s≤ 𝛽 ≤ 2 − 𝑟 + 4𝑠, 𝑠 ∈ 𝑍, 𝛾 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4); 

6) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4), 𝛾 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4); 

7) 𝑟 ≡ 𝛽 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4), 𝛾 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4); 

8) 0<r≤1, 4s≤ 𝛽 ≤ 𝑟 + 4𝑠, 𝑠 ∈ 𝑍, 𝛾 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4); 

9) 0<r≤1, 4s+2≤ 𝛽 ≤ 𝑟 + 2 + 4𝑠, 𝑠 ∈ 𝑍, 𝛾 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4); 

10)0<r≤1, 4s+2-r≤ 𝛽 ≤ 4𝑠 + 2, 𝑠 ∈ 𝑍, 𝛾 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 4); 

11)0<r≤1, 4s+4-r≤ 𝛽 ≤ 4𝑠 + 4, 𝑠 ∈ 𝑍, 𝛾 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4), 
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тоді виконуються рівності: 

 

𝐸𝑛,2(𝑈∞
0 )𝐶 = ℰ𝑛,2(𝑈∞

0 )𝑐 = Е𝑛,2(𝑈1
0)𝐿 = ℰ𝑛,2(𝑈∞

0 )𝐿 =
1

𝜋
𝐸𝑛(𝐾)𝐿

= ‖𝐾 ∗ 𝑠𝑖𝑔𝑠𝑖𝑛𝑛(∙)‖𝐶 = 

=
4

𝜋
|

1

𝑛𝑟
∑

sin [(2𝜈 + 1)𝜃𝑛𝜋 −
𝛽𝜋
2

]

(2𝜈 + 1)𝑟+1

∞

𝜈=0

+ ∑
𝑞(2𝜈+1)𝑛

2𝜈 + 1

∞

𝜈=0

𝑠𝑖𝑛 [(2𝜈 + 1)𝜃𝑛𝜋 −
𝛽𝜋

2
]|,   

де системи чисел   

𝑀∗ = {
𝜇𝑘,1

∗

𝜇𝑘,2
∗ }

𝑘=0

𝑛−1

, 𝑁∗ = {
𝜈𝑘,1

∗

𝜈𝑘,2
∗ }

𝑘=0

𝑛−1

 ,                                                

 

які визначають тригонометричний многочлен  𝑡𝑛−1
∗ (𝑡) найкращого 

наближення суми функцій різних класів, означаються згідно формул  

𝜇0
∗ = 2 ∑ {

1

(2𝑛𝜈)𝑟 cos (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −
𝛽𝜋

2
) + 𝑞2𝑛𝜈 cos (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −

𝛽𝜋

2
)} )∞

𝜈=1   , 

𝜇𝑘
∗ =

1

𝑘𝑟
cos

𝛽𝜋

2
+ 𝑞𝑘 cos

𝛾𝜋

2
+

+ ∑ {
1

(2𝑛𝜈 − 𝑗)𝑟
cos (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −

𝛽𝜋

2
)

∞

𝜈=1

+ 𝑞2𝑛𝜈−𝑘 cos (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −
𝛾𝜋

2
) + 𝑞2𝑛𝜈+𝑘 cos (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −

𝛾𝜋

2
)} ,     

 𝑘 = 1, 𝑛 − 1,                                                                                                  

𝜈𝑘
∗ =

1

𝑘𝑟
sin

𝛽𝜋

2
+ 𝑞𝑘 sin

𝛾𝜋

2
+ 

+ ∑ {
1

(2𝑛𝜈−𝑗)𝑟
sin (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −

𝛽𝜋

2
) +𝑞2𝑛𝜈−𝑘 sin (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −∞

𝜈=1

𝛾𝜋

2
) +𝑞2𝑛𝜈+𝑘 sin (2𝜈𝜃𝑛𝜋 −

𝛾𝜋

2
)} , 𝑘 = 1, 𝑛 − 1,                                                     
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  а 𝜃𝑛 – єдиний на [0; 1) корінь рівняння  

1

𝑛𝑟
∑

cos[(2𝜈+1)𝜃𝑛𝜋−
𝛽𝜋

2
]

(2𝜈+1)𝑟+1
∞
𝜈=0 + ∑ 𝑞(2𝜈+1)𝑛∞

𝜈=0 cos [(2𝜈 + 1)𝜃𝑛𝜋 −
𝛾𝜋

2
] = 0.    

Отримані результати досліджень першого розділу узагальнені та перенесені на 

випадок побудови найкращих лінійних методів сумісного набиження довільних 

m – (m 𝜖 N) доданків сум функцій ядер Бернуллі та Пуассона взятих із різних 

класичних класів. Результати наукових пошуків відображені в таких 

твердженнях. 

          Теорема 3. Нехай 0≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤ ⋯ ≤ 𝑟𝑚 < 𝑟, 0 < 𝑞 < 𝑞1 ≤ 𝑞2 ≤ ⋯ ≤

𝑞𝑚 ≤ 1, 𝛽, 𝛽𝑖,𝛾, 𝛾𝑖𝜖 𝑅, i =   1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  . 

Тоді, при виконанні однієї з умов: 

1) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡  𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

2) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡  𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

3) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡  𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

4) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡  𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

5) 0 < 𝑟 − 𝑟𝑖 ≤ 1, 𝑟 − 𝑟𝑖 + 4𝑠 ≤ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≤ 2 − 𝑟 + 𝑟𝑖 + 4𝑠, 𝑠 𝜖 𝑍, 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 4),              𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

6) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 0(mod 4), 𝑖 =1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

7) 𝑟 − 𝑟𝑖 ≡ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4), 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 2(mod 4), 𝑖 =1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

8) 0 <r-𝑟𝑖 ≤ 1,4𝑠 ≤ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≤ 𝑟 − 𝑟𝑖 + 4𝑠, 𝑠 𝜖 𝑍, 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

9) 0 <r-𝑟𝑖 ≤ 1,4𝑠 + 2 ≤ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≤ 𝑟 − 𝑟𝑖 + 2 + 4𝑠, 𝑠 𝜖 𝑍, 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4), i 

= 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

10)0 < 𝑟 − 𝑟𝑖 ≤ 1, 4𝑠 + 2 − 𝑟 + 𝑟𝑖 ≤ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≤ 2 + 4𝑠, 𝑠 𝜖 𝑍, 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡

0(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; 

      11)0 < 𝑟 − 𝑟𝑖 ≤ 1,4𝑠 + 4 − 𝑟 + 𝑟𝑖 ≤ 𝛽 − 𝛽𝑖 ≤ 4 + 4𝑠, 𝑠 𝜖 𝑍, 𝛾 − 𝛾𝑖 ≡

2(𝑚𝑜𝑑 4), 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

виконується рівність при кожному натуральному n  
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   𝐸𝑛,𝑚(𝑈∞
0 )𝐶 = ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞

0 )𝑐 = Е𝑛,𝑚(𝑈1
0)𝐿 = ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞

0 )𝐿 =
1

𝜋
𝐸𝑛(𝐾)𝐿 = ‖𝐾 ∗

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛(∙)‖𝐶 =
4

𝜋
|

1

𝑛𝑟
 ∑ ∑

sin[(2𝜈+1) 𝜃𝑛π− (𝛽− 𝛽𝑖)
𝜋

2
]

(2𝜈+1)𝑟+1− 𝑟𝑖

∞
𝜈=0

𝑚
𝑖=1 +

𝑞𝑛 ∑ ∑
(

𝑞

𝑞𝑖
)

(2𝜈+1)𝑛

sin[(2𝜈+1) 𝜃𝑛π− (𝛾− 𝛾𝑖)
𝜋

2
]

2𝜈+1
 ∞

𝜈=0
𝑚
𝑖=1 |,                                                                                                                                                       

де 𝜃𝑛 є єдиним коренем рівняння  

  
1

𝑛𝑟
 ∑ ∑

cos[(2𝜈+1)𝜃𝑛𝜋− (𝛽− 𝛽𝑖)
𝜋

2
]

(2𝜈+1)𝑟− 𝑟𝑖

∞
𝜈=0

𝑚
𝑖=1  + 

+𝑞𝑛 ∑ ∑ (
𝑞

𝑞𝑖
)

2𝜈𝑛
 cos [(2𝜈 + 1)𝜃𝑛𝜋 − (𝛾 − 𝛾𝑖)

𝜋

2
]∞

𝜈=0
𝑚
𝑖=1  = 0    ,   

а системи чисел   

𝑀∗ = {𝜇𝑘
∗ }𝑘=0

𝑛−1, 𝑁∗ = {𝜈𝑘
∗}𝑘=0

𝑛−1 ,                                                             

за якими будують тригонометричний многочлен  𝑇𝑛−1
∗ (𝑡) найкращого 

наближення в задачі інтерференції функцій із різних класів  означаються 

згідно формул (2.28)-(2.30) дипломної роботи. 

      Якщо розглянути випадок, коли  ядро  

𝐾(𝑡) = ∑ (𝑛−𝑟𝑖𝑚
𝑖=1 𝐵𝑟− 𝑟𝑖,𝛽−𝛽𝑖

(𝑡) + 𝑞𝑖
𝑛𝒫𝛾− 𝛾𝑖

𝑞

𝑞𝑖 (𝑡) )   

містить неоднакову кількість доданків ядер Бернуллі та Пуассона, зокрема, як у 

випадку          

𝐾(𝑡) = ∑ 𝑛−𝑟𝑖
𝑚1
𝑖=1 𝐵𝑟− 𝑟𝑖,𝛽−𝛽𝑖

(𝑡) + ∑ 𝑞𝑖
𝑛𝒫𝛾− 𝛾𝑖

𝑞

𝑞𝑖𝑚2
𝑖=1 (𝑡) ,  

то ввівши позначення 𝜎𝑖,1 =  {
1, 𝑖 ≤  𝑚1

0, 𝑖 >  𝑚1
,  𝜎𝑖,2 =  {

1, 𝑖 ≤  𝑚2

0, 𝑖 >  𝑚2
,   1 2

max ,m m m , 

прийдемо до раніше розглянутого випадку, а саме, покладемо 

𝐾(𝑡) = ∑(𝑛−𝑟𝑖𝜎𝑖,1

𝑚

𝑖=1

𝐵𝑟− 𝑟𝑖,𝛽−𝛽𝑖
(𝑡) + 𝑞𝑖

𝑛𝜎𝑖,2𝒫𝛾− 𝛾𝑖

𝑞
𝑞𝑖 (𝑡) ). 
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І аналогічно отримаємо таке твердження. 

     Теорема 4. Нехай 0≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤ ⋯ ≤ 𝑟𝑚1
< 𝑟, 0 < 𝑞 < 𝑞1 ≤ 𝑞2 ≤ ⋯ ≤

𝑞𝑚2
≤ 1,  

𝛽, 𝛽𝑖,𝛾, 𝛾𝑖 𝜖 𝑅, i = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  , 𝜎𝑖,1 =  {
1, 𝑖 ≤  𝑚1

0, 𝑖 >  𝑚1
,  𝜎𝑖,2 =  {

1, 𝑖 ≤  𝑚2

0, 𝑖 >  𝑚2
,   1 2

max ,m m m . 

Якщо виконується одна з умов теореми 3, то при кожному натуральному n 

виконується рівність  

   𝐸𝑛,𝑚(𝑈∞
0 )𝐶 = ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞

0 )𝑐 = Е𝑛,𝑚(𝑈1
0)𝐿 = ℰ𝑛,𝑚(𝑈∞

0 )𝐿 =
1

𝜋
𝐸𝑛(𝐾)𝐿 = ‖𝐾 ∗

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑛(∙)‖𝐶 =
4

𝜋
|

1

𝑛𝑟
 ∑ 𝜎𝑖,1 ∑

sin[(2𝜈+1) 𝜃𝑛π− (𝛽− 𝛽𝑖)
𝜋

2
]

(2𝜈+1)𝑟+1− 𝑟𝑖

∞
𝜈=0

𝑚
𝑖=1 +

𝑞𝑛 ∑ 𝜎𝑖,2 ∑
(

𝑞

𝑞𝑖
)

(2𝜈+1)𝑛

sin[(2𝜈+1) 𝜃𝑛π− (𝛾− 𝛾𝑖)
𝜋

2
]

2𝜈+1
 ∞

𝜈=0
𝑚
𝑖=1 |                                                                                                                         

де 𝜃𝑛 є єдиним коренем рівняння   

  
1

𝑛𝑟
 ∑ 𝜎𝑖,1 ∑

cos[(2𝜈+1)𝜃𝑛𝜋− (𝛽− 𝛽𝑖)
𝜋

2
]

(2𝜈+1)𝑟− 𝑟𝑖

∞
𝜈=0

𝑚
𝑖=1  + 

+𝑞𝑛𝜎𝑖,2 ∑ ∑ (
𝑞

𝑞𝑖
)

2𝜈𝑛
 cos [(2𝜈 + 1)𝜃𝑛𝜋 − (𝛾 − 𝛾𝑖)

𝜋

2
]∞

𝜈=0
𝑚
𝑖=1  = 0. 
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